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Vorwort. 


Ein  Blick  in  das  Inhaltsverzeiclinis  zeigt^  dafs  die  Verfasser  mit 
dem  Yorliegenden  Lehrbuch  derjenigen  Richtung  in  der  Behandlung 
der  Elementargeometrie  zu  entsprechen  beabsichtigen^  welche  end- 
lich definitiv  die  Euklidsche  Anordnung  und  deren  Abarten  nach 
französischen  Mustern  aufgeben  will.  Für  die  Berechtigung  dieser 
Richtung  hier  eine  Lanze  zu  brechen  ist  überflüssig,  wenn  das  Buch 
selbst  für  sie  spricht;  sollte  das  letztere  nicht  der  Fall  sein,  dann 
freilich  hätten  wir  vergeblich  gearbeitet.  Wir  verweisen  hier  nur 
einerseits  auf  die  von  kompetenter  Seite  (Hauck,  Fiedler,  Schlegel 
u.  A.)  geaufserten  Wünsche,  die  auch  in  der  Hoflfmannschen  Zeit- 
schrift eine  kräftige  Vertretung  gefunden  haben,  andrerseits  auf  die 
Thatsache,  dafs  schon  mehrere  Lehrbücher  in  gleicher  Richtung  voran- 
gegangen sind  (Müller,  Kruse,  Schlegel),  sowie  auf  die  Anordnungen 
hoher  Behörden,  welche  Abschnitte  der  neueren  synthetischen  Geo- 
metrie für  den  Unterricht  vorschreiben. 

Während  der  vorliegende  erste  Teil  nur  die  Gleichheit  planimetri- 
Bcher  Gröfsen  und  die  kongruente  Abbildung  in  der  Ebene  behandelt,  wird 
sich  der  zweite  Teil  mit  den  Verhältnissen  und  Berechnungen  solcher 
Gröfsen  (incl.  Trigonometrie)  und  mit  der  perspektivischen  Abbildung 
in  der  Ebene  befassen  und  der  dritte  Teil  mit  der  Geometrie  des 
Ma&es  und  der  Lage  von  Gebilden,  die  nicht  in  einer  Ebene  Hegen. 
Hierbei  werden  insbesondere  die  Kegelschnitte  von  verschiedenen  Ge- 
sichtspunkten aus  betrachtet  werden.  Jeder  Teil  erhält  eine  kleine 
Aufgabensammlung. 

Gegenüber  der  Starrheit  und  Unbeweglichkeit  der  geometrischen 
Gebilde  bei  Euklid  führt  in  der  modernen  Betrachtungsweise  die  Ent- 
stehung der  Gebilde  durch  Bewegung  und  die  Änderung  ihrer  Lage 
zu  einer  gröfseren  Anschaulichkeit  und  natürlicheren  Beweisführung. 
Es  ist  wohl  überflüssig,  in  pädagogischer  Hinsicht  hier  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dafs  der  Lehrer  diese  Veränderungen  der  Lage 


IV  Vorwort. 

an  handlichen  Figuren  in  der  That  ausführen  läfst,  bis  er  den  Schüler 
dazu  reif  findet^  mit  den  die  Bewegung  bestimmenden  Begriffen  zu 
operieren. 

Die  Zahl  der  durch  Lehrsätze  markierten  Halt-  und  Ruhepunkte 
in  der  Entwickelung  ist  bedeutender  geworden,  als  in  der  herge- 
brachten Darstellung;  dafür  sind  aber  die  Beweise  wesentlich  verein- 
facht und  meist  durch  ein  Gitat  erledigt.  Die  Anforderung  an  das 
Gedächtnis  des  Schülers,  der  ja  doch  nicht  blofs  den  Lehrsatz,  son- 
dern auch  dessen  Beweis  kennen  soll,  ist  durch  die  sachgemäfse 
Reihenfolge  der  ersteren  imd  die  Kürze  der  letzteren  gegenüber  der 
älteren  Methode  eher  verringert  als  vermehrt. 

Soll  in  einem  Kurs  die  neuere  Geometrie  nicht  berücksichtigt 
werden,  so  können  die  §§.  6,  6,  6,  7,  7,  8,  9,  12,  4,  16,  4,  18  excl. 
4,  a  und  b^  34,  8,  38,  7  wegbleiben.  Bei  einer  Beschränkung  des 
geometrischen  Unterrichts  auf  vorliegenden  ersten  Teil  können  auch 
die  §§.  21,  7,  29,  30,  31,  32,  35,  36,  37,  42,  6,  7  u.  a.  ausfallen. 

Um  dem  Gebrauch  von  Mafsstab  und  Winkelscheit  zu  seinem 
Rechte  zu-  verhelfen,  welche  Konstruktionsmittel  der  Schüler  bei  zu 
frühem  Gebrauch  des  Zirkels  nie  recht  handhaben  lernt,  wird  die 
Benützung  des  letzteren  erst  im  dritten  Abschnitt  erfordert. 

Was  die  Orthographie  betrifft,  so  folgte  der  Setzer  der  neuen 
Verordnung.  Wir  kamen  mit  ihm  etwas  in  Kollision,  da  wir  bei 
Worten,  die  aus  dem  Lateinischen  stammen,  statt  k  und  z  das  c 
beizubehalten  wünschten,  jedoch  nui  mit  teilweisen  Erfolg,  was  eine 
kleine  Inkonsequenz  zur  Folge  hatte. 
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I.  Abschnitt. 

Entstelmiig  der  geometrischen  Gebilde,  insbesondere 
von  Strecke  nnd  Winkel. 

Erstes  Kapitel. 
Die  Gmndgebilde  der  Geometrie. 

§.  1.    Stellung  und  Gegenstand  der  Geometrie. 

1«  Die  Geometrie  ist  ein  Zweig  der  Mathematik  oder  Gröfsen- 
lehre.  Während  der  erste  Teil  der  Mathematik,  die  Arithmetik,  sich 
mit  den  Gröfsen  an  sich  oder  den  Zahlen  beschäftigt  (wobei  die  Be- 
schaffenheit der  Gröfsen,  bzw.  die  Einheit  oder  das  Mafs  willkürlich 
bleibt),  ist  die  Geometrie  die  Wissenschaft  von  den  Raumgröfsen 
(Raumgebilden  oder  geometrischen  Gebilden).  Sie  behandelt  die  räum- 
lichen Beziehungen  der  letzteren  (ihre  Lage,  Form,  Grofse)  und  lässt 
alle  Eigenschaften  derselben  ausser  Betracht,  welche  nicht  einzig  nur 
den  Raum  betreffen  (wie  z.  B.  die  Undurchdringlichkeit). 

2.  Die  Raumelemente  sind  Körper,  Fläche,  Linie,  Punkt.  —  Ein 
vollständig  abgegrenzter  Teil  des  Raumes  heifst  ein  geometrischer 
Körper  oder  kurz  Körper;  er  ist  blofs  der  Raum  des  entsprechen- 
den physischen  Körpers.  —  Die  Fläche  ist  die  Grenze  zweier  solchen 
aneinander  stofsenden  Raumteile;  sie  hat  demnach  zwei  Seiten,  je 
eine  zugekehrt  einem  der  beiden  Teile  des  Raumes.  —  Die  Linie 
ist  die  Grenze  zweier  aneinander  stofsenden  Flächenteile;  sie  kehrt 
somit  jedem  dieser  Teile  eine  Seite  zu.  —  Der  Punkt  ist  die  Grenze 
zweier  znsammenstofsenden  Teile  einer  Linie;  diese  liegen  also  auf 
verschiedenen  Seiten  des  Punktes. 

3.  Die  Geometrie  betrachtet  jedoch  die  geometrischen  Gebilde 
nicht  blos  als  Grenzen,  sondern  losgelöst  von  einander  und  willkürr 
lieh  zu  geometrischen  Figuren  zusammengestellt.  Wir  können 
nämlich  diese  Gebilde  auch,  vom  Punkt  ausgehend,  entstehen  lassen 
oder  entstanden  denken  durch  Bewegung.  Da  wo  ein  Gebilde  ruht 
ist  seine  Stelle;  wenn  diese  in  Bezug  auf  ein  anderes  Gebilde  be- 
stimmt wird,  heifst  sie  seine  Lage.  —  Jedes  Gebilde  kann  man  an 
eine  andere  Stelle  im  Räume  gebracht  oder  bewegt  denken.  Die  zur 
Bewegung  erforderliche   Zeit   wird   in    der   Geometrie   nicht  berück- 
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sichtigt ^  sondern  erst  in  einem  dritten  Teile  der  Mathematik^  in  der 
Mechanik. 

§.  2.    Entstehung  der  Ornndgebilde  durch  Bewegung. 

1.  Ein  Punkt  kann  aufgefafst  werden  als  ein  so  verschwindend 
kleiner  Teil  des  Raumes,  dafs  von  ihm  keine  Ausdehnung  (Teile, 
Grenzen)  in  Betracht  kommt. 

Bezeichnung  auf  dem  Papier  durch  zwei  einander  schneidende  Striche 
und  Benennung  durch  einen  (grofsen,  lateinischen)  Buchstaben.  Gröfsere 
Punktsignale  sind  beim  Feldmessen  im  Gebrauch  (wie  z.  B.  Pfähle,  Stäbe, 
Steine,  Türme),  noch  weit  gröfsere  in  der  Astronomie  (z.  B.  Fixsterne). 

2.  Eine  Linie,  a)  Denkt  man  sich  einen  Punkt  stetig  bewegt 
und  fafst  man  4ie  Lagen,  in  welchen  er  sich  nacheinander  befindet, 
alle  zusammen^  so  gewinnt  man  die  Vorstellung  einer  Linie:  unter 
Linie  versteht  man  also  die  Gesamtheit  der  Lagen  eines 
bewegten  Punktes,  den  sogenannten  geometrischen  Ort  dcB- 
selben.  Von  jeder  einzelnen  Lage  des  Punktes  sagt  man:  der  Punkt 
liegt  auf  der  Linie  oder  die  Linie  geht  durch  den  Punkt. 

Bildliche  Darstellung  auf  dem  Papier  und  Benennung  durch  einen, 
zwei  oder  mehrere  Buchstaben ,  wie  etwa  Linie  a,                         ^  * 
AB,  AGB.  ^ — ^ ^--^ 

Beispiele :  Feurige  Kohle,  Bakete,  Sternschnuppe,  Fig.  i. 

Wasserstrahl  eines  Brunnens. 

b)  Begrenzung.  Eine  Linie  ist  durch  einen  Punkt  (die  An- 
fangslage) Ä  einseitig  begrenzt,  durch  diesen  und  die  Endlage  £ 
des  bewegten  Punktes  vollständig  begrenzt;  beide  heifsen  Grenz- 
punkte der  Linie.  Fallen  die  Anfangs-  und  Endlage  des  die  Linie 
beschreibenden  Punktes  an  derselben  Stelle  zusammen,  ^ 
so  heifst  die  Linie  geschlossen,  z.  B.  ACBÄ,  an- 
dernfalls offen.  Zwei  Punkte  einer  geschlossenen  Linie,  jj 
wie  Ä  und  C,  bestimmen  zwei  vollständig  begrenzte 
Teile,  ABC  und  ABiC.  Kann  man  sich  die  Bewegung 
des  eine  offene  Linie  beschreibenden  Punktes  nach  bei- 
den Seiten  desselben  unbegrenzt  fortgesetzt  denken,  so 
heifst  die  Linie  unbegrenzt. 

c)  Schnitt  zweier  Linien.  Haben  zwei  Linien  ASB  und 
X8Y  einen  Punkt  S  gemeinsam,  so  heifst  er 
Schnittpunkt;  die  Linien  schneiden  einander 
in  diesem  Punkte.  Man  kann  zwei  Linien  stets  in 
eine  solche  Lage  gebracht  denken,  dafs  irgend  ein 
Punkt  der  einen  mit  einem  beliebigen  Punkte  der 
andern  zusammenfallt. 

3.  Eine  Fläche,  a)  Denkt  man  sich  eine  Linie  stetig  so  be- 
wegt, dafs  ihre  Punkte  verschiedene   Linien   beschreiben,  und  fafst 
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man  die  Lagen^  welche  sie  nacheinander  einnimmt^  alle  zusammen, 
so  erhält  man  die  Vorstellung  einer  Fläche:  eine  Fläche  ist  die 
Gesamtheit  der  Lagen  einer  bewegten  Linie. 

Beisp.   Schnittflftehe  beim  Durchscbneiden  eines  Körpers;  Schatten. 

b)  Begrenzung.  Eine  Fläche  wird  durch  eine  Linie,  die  An- 
fangslage der  bewegten  Linie,  einseitig  begrenzt,  durch  diese  und 
durch  die  Endlage  zweiseitig  begrenzt,  durch  diese  beiden  und 
durch  die  von  den  Grenzpunkten  der  Linie  beschriebenen  Linien  all- 
seitig begrenzt.  ~  Eine  unbegrenzte  Fläche  kann  entstehen 
durch  Bewegung  einer  unbegrenzten  Linie,  deren  Punkte  selbst  un- 
begrenzte Linien  beschreiben  oder  in  die  Anfangslage  der  Linie  zurück- 
kehren, —  oder  auch  durch  die  Bewegung  einer  geschlossenen  Linie, 
deren  Punkte  unbegrenzte  Linien  beschreiben. 

c)  Schnitt  zweier  Flächen.  Zwei  Flächen  können  eine  Linie 
gemeinsam  haben,  ihre  Schnittlinie;  die  Flächen  schneiden  einan- 
der in  ihr.  —  Man  kann  zwei  Flächen  stets  in  eine  solche  Lage 
gebracht  denken,  dafs  irgend  ein  Punkt  der  einen  mit  einem  belie- 
bigen Punkte  der  andern  Fläche  zusammenfällt  und  sie  einander  in 
einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linie  schneiden. 

4.  Ein  Körper  ist  die  Gesamtheit  der  Lagen,  welche  eine  Fläche 
bei  ihrer  Bewegung  der  Reihe  nach  einnimmt,  wenn  dabei  die  Linien 
der  Fläche  verschiedene  Flächen  beschreiben. 

§.  3.   Die  gerade  Linie. 

1.  Die  einfachste  unter  allen  Linien  ist  die  gerade  Linie  oder 
Gerade;  wir  denken  sie  uns  nach  beiden  Seiten  eines  in  ihr  gele- 
genen Punktes  unbegrenzt  fortgesetzt  oder  verlängert.  Die  Gerade 
ist  nSher  bestimmt  durch  folgenden  der  Anschauung  entnommenen 
Grundsatz  (Axiom  der  Geraden):    • 

Durch  zwei  Punkte  geht  immer  eine,  aber  nur  eine  einzige  Gerade; 
—  oder: 

Wenn  zwei  Gerade  ztvei  PunlUe  mit 

einander  gemein  haben,  so  faUen  sie  in  eine  ^ ,-? 

einzige  zusammen,  d.  A.  sie  dechen  ein-  ^**-  *• 

ander  in  allen  ihren  Funkten. 

Die  durch  zwei  Punkte  {A  und  B)  gehende  (unbegrenzte)  Gerade 
{AB)  heifst  die  Verbindungsgerade  (Verbindungslinie)  der  Punkte 

Eine  Linie,  von  welcher  kein  Teil  mit  einem*  Teil  einer  Gera- 
den zur  Deckung  gebracht  werden  kann,  heifst  eine  krumme  Linie 
oder  Kurve. 

Prüfung  eines  Lineals. 

2.  Die  Punkte  auf  einer  Geraden.  Jeder  durch  einen  Punkt 
einseitig  begrenzte  Teil  einer  Geraden  heifst  Halbstrahl;  jeder  der 
beiden  Halbstrahlen  heifst  Gegenstrahl,  des  andern.  —  Wählt  man 
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auf  einer  Geraden  einen  Punkt  A  als  Ausgange  einen  andern  B  als 
Ziel  einer  Bewegung^  so  wird  durch  diese  fortschreitende  Bewegung 
eine  Richtung  bestimmt,  und  nur  im  Gedanken  an  diese  Bewegung 
eines  Punktes  spricht  man  auch  von  der  Richtung  einer  Geraden. 
Da  aber  Ausgang  und  Ziel  auch  vertauscht  werden  können,  so  hat 
man  in  der  Geraden  einen  Richtungsgegensatz,  einen  zweifachen 
Richtungssinn  oder  zwei  Richtungen  zu  unterscheiden;  die  eine 
heifst  Gegenrichtung  der  andern. 

Die  Punkte  einer  Geraden  bilden  eine  Punktreihe;  die  Gerade 
wird  Träger  dieser  Punktreihe  genannt. 

3.  Die  Geraden  durch  einen  Punkt.    Aus  1.  folgt: 

Zwei  Gerade  können  einander  Jwchstens  in  einem  Punkte  schneiden. 
Durch  einen  Punkt  S  lassen  sich  unzählig  viele  Geraden  ziehen; 
mau  nennt  sie  Strahlen  des  Punktes  S  und  ihre  Gesamtheit  ein 
Strahlenbündel  S.  Letzterer  wird  auch  erhalten  durch  Dre- 
hung einer  Geraden  um  einen  ihrer  Punkte  S,  d.  h.  durch  eine  Be- 
wegung, bei  welcher  einzig  der  Punkt  S  an  seiner  Stelle  bleibt 
Dieser  heifst  der  Drehpunkt,  der  Scheitel  des  Strahlenbündels. 

4.  Drehung  der  Geraden  um  einen  ihrer  Punkte  längs 
einer  Geraden.  Geschieht  die 
Drehung  einer  Geraden  um  einen 
Drehpunkt  S  der  Art,  dafs  sie 
mit  einer  festen  Geraden,  Leit- 
linie, einen  Punkt  gemeinsam  be- 
hält, so  kann  diese  drehende  Be- 
wegung von  einer  Anfangslage  der 
Geraden  a  und  des  Schnittpunktes 
A  aus  so  vor  sich  gehen,  dafs  Fig.  5. 
der  Schnittpunkt  den  einen  Halbstrahl  AA^A^  oder  dessen  Gegen- 
strabl  AB^B^  durchläuft;  hiernach  unterscheidet  man  die  Drehung 
in  dem  einen  Drehungssinn  (dem  Uhrzeiger  entsprechend,  Rechts- 
drehung) oder  in  dem  entgegengesetzten  (Linksdrehung).  —  Der 
Schnittpunkt  rückt  dabei  in  der  einen  Richtung  AA^A^  oder  in  der 
Gegenrichtung  AB^B^  immer  weiter,  unbegrenzt  weit  hinaus.  Die 
Gerade  hat  nun,  wie  die  Anschauung  zeigt,  als  Leitlinie  die  Eigen- 
schaft, dafs  durch  die  Drehungen  in  entgegengesetztem  Sinne  beide 
sich  drehende  Strahlen  mehr  und  mehr  in  entgegengesetzte  Rich- 
tungen SX  und  S  Y  kommen,  und  zwar  in  die  Richtungen  einer  Ge- 
raden XSY,  welche  die  Leitlinie  nicht  schneidet.  Über  diese  Lage 
hinaus  kann  die  Drehung  in  demselben  Drehungssinn  (^|,  ^2 >  •^)  ^^ 
fortgesetzt  werden,  dass  der  Schnittpunkt  von  der  andern  Seite  (-Bj,  B^) 
wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  rückt.  Wir  gelangen  hiernach 
zu  folgendem  Grundsatz  (Axiom  der  Parallelen): 

Durch  einen  Punkt  au fserJialb  einer  Geraden  giebt  es  immer  eine  einzige 
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Gerade,  welche  erstere  nicht  schneidet,  aber  durch  die  geringste  (eine 
unbeschränkt  Meine)  Drehung  um  den  Punkt  in  eine  Lage  gebracht  wer- 
den kann,  in  welcher  sie  die  erstere  Gerade  bei  gröfster  {unbeschränkt 
großer)  Verlängerung  nach  der  einen  oder  andern  Seite  schneidet.  Diese 
Gerade  heifst parallel  {\)  eu  ersterer.  (XSY^  A^ÄBi.) 

Thats&chlich  kann  ein  erreichbarer  Teil  der  Parallelen  nicht  von 
einem  solchen  Teil  derjenigen  Geraden  unterschieden  werden,  welche 
die  Leitlinie  bei  sehr  weit  fortgesetzt  gedachter  Verlängerung  in  der 
einen  oder  andern  Richtung  schneidet. 

Setzt  man  die  drehende  Bewegung  stets  in  einerlei  Sinn  fort, 
bis  die  Gegenstrahlen  der  bewegten  Geraden  ihre  anfängliche  Lage 
yertauscht  haben ^  so  sagt  man,  es  habe  eine  halbe  Umdrehung 
stattgefunden.  Wird  die  Bewegung  aber  in  einerlei  Sinn  von  der 
Anfangslage  aus  soweit  fortgesetzt,  dafs  die  Halbstrahlen  selbst 
wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückkommen,  so  ist  damit  eine  ganze 
oder  volle  Umdrehung  ausgeführt. 

Wird  eine  Oerade  um  einen  Punkt  gedreht,  während  sie  mit  einer 
geschlossenen  Linie  stets  einen  Punkt  gemein  hat,  so  kehrt  sie  schliefs- 
lieh  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurück.  Dies  ist  nun  auch  bei  der  vollen 
Umdrehung  längs  einer  Geraden  der  Fall;  die  Gerade  verhält  sich  dabei 
als  Leitlinie  so,  als  ob  man  durch  ihre  Verlängerung  in  der  einen  und 
anderen  Richtung  zu  einem  einzigen  bestimmten  Punkt  gelange,  durch 
welchen  die  gedrehte  Gerade  in  der  parallelen  Lage  gehe.  Man  spricht 
daher  auch  von  der  Parallelen  zu  einer  Geraden  als  von  der  Geraden 
nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  letzteren,  eine  Redeweise,  welche 
nur  den  engen  Anschlufs  der  Parallelen  zu  einer  Geraden  an  die  die 
letztere  schneidenden  Geraden  ausdrücken  soll. 

5«  Zwei  Geraden,  die  einander  weder  schneiden,  noch  parallel 
sind,  heifsen  einander  kreuzend  oder  windschief. 

§.  4.   Die  ebene  Fläche. 

!•  Die  Fläche,  welche  eine  unbegrenzte  Gerade  (Erzeugende) 
beschreibt  (§  2,  3),  die  um  einen  Punkt  (Drehpunkt)  sich  drfehend 
und  zugleich  auf  einer  Geraden  (Leitlinie)  fortgleitend  eine  halbe 
Umdrehung  macht,  heifst  eine  ebene  Fläche  oder  Ebene;  dieselbe 
ist  sonach  unbegrenzt  (§  2,  3b).  Von  ihr  gilt  der  Grundsatz 
(Axiom  der  Ebene): 

Durch  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Funkte  ist  stets  eine 
einzige  Ebene  möglich]  —  oder: 

Wenn  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  einer  Ebene  mit 
PufJcten  einer  andern  Ebene  mr  Deckung  gebracht  werden,  so  decken 
die  Ebenen  einander  in  allen  ihren  Punkten, 

Jeder  Punkt  einer  Ebene  läfst  sich  somit  für  ihre  Entstehung  als 
Drehpunkt,  jede  Verbindungsgerade  zweier  weiteren  Punkte  als  Leit- 
linie auffassen. 
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2.  Die  Geraden  in  einer  Ebene.  Aus  1.  folgt;  dafs  eine 
Gerade  um  jeden  Punkt  einer  Ebene  eine  volle  Umdrehung  inner- 
halb der  Ebene  vollziehen  kann.  Bei  einer  halben  Umdrehung 
werden  alle  Lagen  beschrieben ,  welche  die  Gerade  durch  den  Dreh- 
punkt in  der  Ebene  einnehmen  kann^  bei  einer  vollen  Umdrehung 
alle  Lagen  der  durch  den  Punkt  gehenden  Halbstrahlen.  —  Die  Ge- 
raden einer  Ebene^  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  bilden  einen 
Strahlenbüschel  (oder  Vielstrahl,  im  Besonderen:  Zweistrahl,  Drei- 
strahl u.  s.  w.);  der  Punkt  selbst  ist  der  Scheitel  desselben. 

Aus  1.  folgt  femer: 

a)  Eine  Gerade  durch  sftvei  Punkte  einer  Ebene  fäUt  vollständig  in 
die  Ebene. 

Eine  solche  Gerade  begrenzt  einseitig  zwei  Teile  der  Ebene,  deren 
jeder  Halbebene  heifst;  beide  werden  in  Bezug  auf  einander  Ge- 
genseiten genannt. 

Weiter  folgt  aus  1.: 

b)  Zwei  Gerade  eifier  Ebene  schneiden  einander  oder  sie  si^id  partüleL 
Denn  eine  derselben  kann  als  Leitlinie,  die  andere  als  Erzeu- 
gende aufgefafst  werden. 

Ferner  folgt  hieraus  noch  der  Satz: 

c)  Wenn,  eine  Gerade  einer  Ebene  eine  von  zwei  ParaUden  schneidet, 
so  schneidet  sie  auch  die  andere. 

Sie  kann  nämlich  der  zweiten  Parallelen  nicht  parallel  sein,  da  iu 
diesem  Fall  durch  den  Schnittpunkt  mit  der  ersteren  nun  zwei  Parallele 
zur  zweiten  gingen,  was  dem  Axiom  der  Parallelen  widerspricht. 

d)  Wenn  zwei  Gerade  einer  Ebene  einer  dritten  Geraden  parcdlel 
sind,  so  siftdsie  seihst  parallel. 

Denn  erstere  Geraden  können  einander  nicht  schneiden,  da  in 
diesem  Fall  durch  ihren  Schnittpunkt  zwei  Parallele  zur  dritten  gingen. 

3.  Die  Ebenen  durch  eine  Gerade.  Aus  dem  Axiom  von 
der  Ebene  folgt: 

i^wei  Ebenen  können  einander  nur  in  einer  Geraden  schneiden] 
denn  hätten  sie  aufser  dietfBr  noch  einen  Punkt  gemein,  so  müfsten 
sie  einander  vollständig  decken. 

Durch  eine  Gerade  lassen  sich  beliebig  viele  Ebenen  legen,  in- 
dem noch  ein  beliebiger  weiterer  Punkt  aufser  ihr  als  die  Lage  der 
Ebene  bestimmend  angenommen  werden  kann.  Man  bezeichnet  nun 
diejenige  Art  von  Bewegung  eines  geometrischen  Gebildes,  bei  wel- 
cher zwei  Punkte,  also  auch  (^§.  3,  l)  die  sämtlichen  Punkte  ihrer 
Yerbindungsgeraden,  an  derselben  Stelle  bleiben,  als  Drehung  um 
die  Gerade  und  letztere  als  Drehaxe.  Es  ist  ersichtlich,  dafs 
durch  Drehung  einer  Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  alle  mög- 
lichen Lagen  von  Ebenen  durch  diese  Gerade  erhalten  werden.  Wird 
nun  die  Ebene  soweit  gedreht,  dafs  nach  der  Drehung  jeder  Punkt 
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wieder  an  seiner  ursprünglichen  Stelle  ist,  so  heifst  diefs  eine  volle 
Umdrehung  um  jene  Axe;  wird  aber  nur  soweit  gedreht ,  dafs  nach 
der  Drehung  jede  Halbebene  in  die  frühere  Lage  ihrer  Gegenseite 
kommt,  so  hat  eine  halbe  Umdrehung  um  die  Axe  oder  eine 
Umwendung  (Umlegung)  stattgefunden. 

Aus  dem  Axiom  der  Ebene  ergiebt  sich:  So  oft  man  zwei  be- 
stimmte Punkte  A^  und  B^  einer  Ebene  mit  solchen  A^  und  B^  einer 
zweiten  Jlbene  zur  Deckung  bringt,  sowie  eine  durch  die  Verbin- 
dungsgerade dieser  Punkte  begrenzte,  bestimmte  Halbebene  a^  der 
ersteren  Ebene  mit  einer  solchen  a^  der  zweiten,  so  kommen  jeweils 
die  ganzen  Ebenen  auf  einerlei  Weise  zur  Deckung,  d.  h.  ein  belie- 
big gewählter  Punkt  der  einen  Ebene  fallt  stets  mit  einem  und  dem- 
selben bestimmten  Punkte  der  andern  Ebene  zusammen. 

§.  5.  Die  Planimetrie. 

Die  Planimetrie  beschäftigt  sich  nur  mit  den  geometrischen 
Gebilden  oder  Figuren  der  Ebene.  Das  Folgende  beschränkt  sich 
daher  auf  solche  Figuren  auch  da,  wo  dies  nieht  ausdrücklich  her- 
vorgehoben ist;  im  ersten  Teile  werden  die  geometrischen  Gröfsen 
auf  ihre  Gleichheit  und  ihren  Unterschied  untersucht,  im  fol- 
genden Teile  auf  ihr  Verhältnis  und  zusammengesetztere  Beziehun- 
gen. Im  ersten  Teil  wird  die  Abbildung  einer  geometrischen  Figur 
ohne  Veränderung  des  Mafses  oder  der  Gröfse  (Kongruenz  und  Gleich- 
heit), im  folgenden  die  Abbildung  in  verschiedenem  Mafse  (Ähnlich- 
keit, Projektivität)  behandelt. 

Die  der  Betrachtung  zuerst  sich  darbietenden  Gröfsen  sind  die 
Entfernung  zweier  Punkte  (Strecke)  und  der  Richtungsunterschied 
zweier  Geraden  (Winkel). 


Zweites  Kapitel. 

Die  Strecke  und  der  Winkel. 

§.  6.  Die  Strecke  zwischen  zwei  Punkten. 

1.  Ein  zwischen  zwei  Punkten  einer  Geraden  befindlicher  Teil 
derselben  heifst  eine  Strecke;  die  Punkte  heifsen  ihre  Grenzpunkte; 
jeder  der  beiden  andern  Teile  der  Geraden  heifst  die  Verlänge- 
rung der  Strecke.  Die  Strecke  giebt  die  Entfernung  oder  den 
Abstand  der  beiden  Punkte  an.  —  Man  bezeichnet  eine  Strecke 
durch  einen  an  oder  auf  sie  geschriebenen  (kleinen)  Buchstaben 
oder  durch  Nebeneinandersetzen  der  an  ihren  Grenzpunkten  stehen- 
den (gröfsen)  Buchstaben 

Eine  Strecke  AB  kann  aufgefafst  werden  als  durch  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  entstanden;  dabei  kann  der  eine  Grenzpunkt  A 


H  §•«• 

Anfangspunkt  and  der  andere  B  Endpunkt  sein,  oder  omgekehrL  Um 
diesen  Gtegensalz  (§.  3,  2)  anszudrücken,  bezeichnet  man  die  Strecke 
im  ersten  Fall  dnrch  AB^  im  letzten  dorch  BA,  d.  h.  man  führt 
den  Anfangspunkt  zuerst  an.   Bildlich  lafst  sich  ^^  ^ 

die  Richtung  durch  einen  beigesetzten  Pfeil  an-    ' "^zr 

deuten.  *'*«■  ^* 

Denkt  man  sich  zwei  Strecken  einer  Geraden  in  derselben  Rich- 
tung durchlaufen  (AB  und  jBCinFig.  8),  so  nennt  man  sie  gleich- 
gerichtet; werden  sie  in  entgegengesetzten  Richtungen  durchlaufen 
gedacht^  so  heifsen  sie  gegengerichtet  (AB  und  CB). 

2.   Gleichheit  yon  Strecken.    Zwei  Strecken  heifsen  gleich 
(z.  B.  AB  =^  A^B^),  wenn  sie  yon  einem  Punkte  einer  Geraden  aus 
auf  dieser  nach  einerlei  Richtung  abgetragen  ein- 
ander vollständig  decken.  A ^ ^ 

Das   Abtragen   einer  Strecke    kann   mit   Hilfe 


eines  geradlinig  begrenzten  Papierstreifens  geschehen,      ^     Z 
auf  welchem  beim  Anlegen   desselben  an  die  Strecke 


^ 


deren  Grenzpunkte  markiert  wurden   —   oder  mit  Hilfe   eines  Mafs- 
stabes  oder  Zirkels. 

3,  Zusammensetzung^  Summe  von  Strecken.  Zwei  Strecken, 
welche  auf  einer  Geraden  einen  Grenzpunkt  gemeinsam  haben  ^  ohne 
einander  (auch  nur  teilweise)  zu  decken,  bilden  zusammen  eine  wei- 
tere Strecke^  welche  man  die  Summe  der  ersteren  nennt: 

AB  +  BC=^AG  ^  :b       c 

a  +  6  =  c.  — r-   a         ^  : — 

Man    erhält    die    Summe    zweier  J 

Strecken,  wenn  man  die  eine  auf  der  ^^-  ®- 

Verlängerung  der  andern  unmittelbar  yom  Grenzpunkt  aus  abträgt. 
Durch  Abtragen  von  weiteren  Strecken  läfst  sich  auch  die  Summe 
von  mehreren  Strecken  bilden.  Die  Ordnung  des  Abtragens  ist  da- 
bei willkürlich. 

4,  Zerlegung,  Differenz  yon  Strecken.  Durch  einen  oder 
mehrere  Punkte  einer  Strecke  wird  diese  in  zwei  oder  mehrere  Teil- 
strecken geteilt,  deren  Summe  gleich  der  ursprünglichen  Strecke 
ist.  So  ist  die  Strecke  AG  durch  B  in  die  Teilstrecken  AB  und 
BC  zerlegt. 

Eine  Strecke  AB  heifst  kleiner  als  eine  andere  J.C,  AB  <  ACy 
wenn  sie  einem  Teile  det  letzteren  gleich  ist;  die  letztere  heifst 
gröfser  als  erstere,  AC>AB,  Man  erhält  die  Differenz  zweier 
Strecken,  wenn  man  die  kleinere  auf  der  gröfseren  von  einem  Grenz- 
punkte aus  abträgt,  so  dafs  sie  einen  Teil  der  gröfseren  bedeckt; 
der  nicht  bedeckte  Teil  ist  die  DiflFerenz:  AC — BC  =  AB^  ebenso 
AC  -  AB  =  BC. 

Um  eine  Strecke  praktisch  zu  halbieren,  kann  man  eine  Strecke ^ 
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welche  nach  dem  Augenmafs  uDgeffthr  gleich  der  Hälfte  der  Strecke 
ist,  von  beiden  Grenzpunkten  derselben  aus  nach  innen  abtragen,  mit 
der  in  der  Mitte  gebildeten  Strecke  ebenso  verfahren,  bzw,  sie  nach 
dem  Augenmafs  halbieren. 

5.  PosijiiYe  und  negative  Strecken.  Wird  eine  von  den 
beiden  Richtungen  einer  Geraden  als  positiv  bezeichnet^  so  ist  die 
Gegenrichtung  negativ  zu  nehmen,  und  ebenso  die  in  dem  bezüg- 
lichen Sinne  durchlaufenen  Strecken;  d.  h.: 

+  BA^  -  AB  und  AB  +  BÄ  =  0. 

Hiernach  gilt  für  die  Abstände  irgend  dreier  Punkte  A,  B,  C 
einer  Geraden 

AB  +  BC  =  AC, 

wobei  es  einerlei  ist,  in  welcher  Reihenfolge  die  Punkte  liegen;  denn 


B       C 


B ^      C      • 

Fig.  9. 

es  bedeutet  die  linke  Seite  der  Gleichung  stets  eine  Bewegung  von 
A  bis  B  und  von  da  bis  0,  so  dafs  man  schliefslich  von  A  nach  C 
gekommen  ist,  wie  dies  die  rechte  Seite  fordert. 

Den  Begriff  des  Teilens  einer  Strecke  AG  durch  einen  Punkt  B 
dehnt  man  auch  auf  den  Fall  aus,  dafs  der  Punkt  B  auf  der  Ver- 
längerung der  Strecke  AG  liegt;  der  Punkt  heifst  dann  auf  serer 
Teilpunkt,  und  AB  und  £0  sind  die  dabei  entstehenden  Teilstrecken. 
Eine  der  letzteren  ist  dann  negativ  zu  nehmen,  und  zwar  mufs,  wenn 
AG  positiv  gewählt  ist,  die  der  Richtung  AG  entgegengesetzte  Teil- 
strecke negativ  genommen  werden.  —  Aus  der  Gleichung 

AB-^-BG^AG 
folgen  noch  die  weiteren  : 

AG-BG^AB,    AG—AB  =  BG] 
AB  +  BG+GA  =  0, 

6.  Kongruente  Punktreihen.  Man  nennt  zwei  Punktreihen 
kongruent,  wenn  sie  so  aufeinander  gelegt,  werden  können,  dafs 
je  ein  Punkt  der  einen  Reihe  mit  einem  der  andern  Reihe  zusam- 
menfallt. Die  Punkte,  Richtungen,  Strecken,  welche  zur  Deckung 
gelangen,  heifsen  einander  entsprechend  oder  homolog. 

Entsprediende  Strecken  kongruenter  H^nktreihen  sind  einander  gleich. 
—  Man  erhält  entsprechende  Punkte,  indem  man  von  entsprechenden 
Punkten  ^aus  nach  entsprechenden  Richtungen  gleiche  Strecken  abtragt. 

Wenn  zwei  kongruente  Punktreihen  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  sind  folgende  Fälle  möglich: 


10  §.  6.  7. 

a)    Die    Punktreihen    sind    gleich- 
gerichtet.    Wenn  hierbei  zwei  entspre-    — »►  -4 


chende  Punkte  zusammenfallen,  so  ist  das    -^JL^  b^         q 

gleiche    für   alle   Paare    entsprechender  Fig.  lo. 

Punkte  der  Fall. 

Wenn  die  ent9prechenden  Punkte  nicht  zusammenfallen,  so  folgt 
aus  AB  =^  A^Bi,  dafs 

AB  +  BA,  =  BA^  +  A.Bj^  ~- *— 3 5 — 

oder  AA^  =  BB^,  d.  h.:  ^«'  »• 

Liegen  zwei  kongruente  Punktreüien  gleidigericktet  auf  einer  Geraden^ 

so  sind  die  Strecken  zwischen  entsprechenden  Punktpaaren  einander  gleich. 
b)  Die  Punktreihen  sind  gegengerichtet.    Wenn  dann  M  die  Mitte 

zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  A  und  A^  ist,  so  ist  AM  = 

MA^  und  da  auch  BA  =  A^B^ 

ist,  so  folgt  -i^    ^    ^ jf ^ 

BA  +  AM  =  MA,  +  A,B,     ""^'  ^%ig5i 

oder  BM=MB^,  J.  h.: 

In  zwei  kongruenten  gegengerichteten  Pwiktreihen  einer  Geraden  ist 

die  Mitte  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  audi  die  Mitte  aller 

übrigen  entsprechenden  Punktpaare.    Dieser  Mittelpunkt  ist  ein  sich  selbst 

entdeckender  Punkt  beider  Punktreihen. 

§.  7.  Der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden. 

1.    Ein  zwischen  zwei  Halbstrahlen  {OA  und  OB)  eines  Punktes 
(0)  befindlicher  (unvollständig  begrenzter)  Teil  der  Ebene  heifst  ein 
Winkel   (^  ^Oif),  die  beiden  Halbstrahlen  {OA  und  OB)  heifsen 
seine   Schenkel,    deren  Schnittpunkt  (0) 
sein  Scheitel.    Der  Winkel  giebt  die  Nei-  y^ 

gung  oder  den  Richtungsunterschied  ^^ 

der  beiden  Halbstrab  len   an.  —  Die   Be-    _       ^   Oy^ . 

Zeichnung  eines  Winkels  geschieht  durch  y^'  ^ 

Angabe  seines  Scheitels  ^  0,  oder  durch  einen        y 
zwischen   seine   Schenkel  gesetzten  Buch-  ^*"  ^^" 

Stäben  <^-a,  oder  mit  Hilfe  der  Zeichen  für  seine  Schenkel,  ent- 
weder ^  (a&)  oder  ^AOB,  wobei  in  letzterem  Fall  das  Zeichen 
des  Scheitels  in  die  Mitte  zu  stehen  kommt 

Die  Ebene  wird  durch  zwei  Halbstrahlen  OA  und  OB  eines 
Punktes  in  zwei  Teile  geschieden;  es  entstehen  hiernach  zwei  Winkel, 
welche  einander  zur  Ebene  ergänzen.  Nur  die  zweite  Beeeichnungs- 
weise  {^  a).  läfst  erkennen,  welcher  der  beiden  Winkel  gemeint  ist. 
Wenn  nicht  ausdrücklich  anders  bestimmt  wird,  soll  künftig  nur 
der  Teil   der  Ebene,   welcher  die  Gegenstrahlen  der  Schenkel  OA 
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nnd  OB  nicht  enthält,  als  der  Winkel  der  beiden  Halbstrahlen  be- 
zeichnet werden. 

Ein  Winkel  kann  aufgefafst  werden  als  durch  Drehung  eines 
Halbsirahles  entstanden;  der  letztere  kann  sich  dab^i  um  den  Scheitel 
des  Winkels  in  der  Ebene  seiner  Schenkel  entweder  von  einem 
Schenkel  a  %um  andern  b  drehen,  oder  umgekehrt.  Um  diesen  Ge- 
gensatz (§.  3;  4)  aaszudrücken,  bezeichnet  man  den  Winkel  im  ersten 
Fall  durch  <^  ab,  im  zweiten  durch  <^  ba,  d.  h.  man  fahrt  den  ersten 
Schenkel,  d.  i.  die  Lage  des  Halbstrahls, 
von  welcher  aus  die  Drehung  beginnt,  zu- 
erst an.  Der  Drehungssinn  läfst  sich  durch 
einen  beigesetzten  Bogen  mit  Pfeilspitze 
andeuten.  Denkt  man  sich  zwei  Winkel 
einer  Ebene  in  demselben  Drehungssinn 
beschrieben    (z.   B.   -^ab   und   «ift,),   so  ^^    ^^ 

nennt  man  sie  gleichwendig;  werden  sie 

im  entgegengesetzten  Drehungssinn  beschrieben  gedacht  (^  ab  und 
a^b^y,  so  heifsen  sie  gegenwendig. 

2.  Gleichheit  von  Winkeln.     Zwei  Win-  Z-^, 
kel  heifsen  gleich                                                                  3 

<^  «,  =  a,    ^  a,b,  =  ab,  ^  A,0,B,  =  AOB,       ^"^ 

wenn  sie  von  demselben  Punkte  und  Halbstrahl     '  «,  ' 

aus  nach  einerlei  Seite  des  letzteren  aufgetragen  '^'*  *^- 

einander  vollständig  decken,  indem  auch  ihre  zweiten  Schenkel  zu- 
sammenfallen. 

Zum  Übertragen  von  Winkeln  kann  ein  Papier  in  Form  des  Win- 
kels geschnitten  werden  —  oder  es  wird  ein  Blatt  mit  einem  Halb- 
strahl auf  den  einen  Schenkel  gelegf  und  die  Lage  des  andern  Schen- 
kels an  einer  zweiten  Linie  markiert.  Beim  Winkelmesser  (Winkel- 
transporteur) ist  letztere  Linie  (Kreis)  so  geteilt,  dafs  den  einzelnen 
Teilen  gleiche  Winkel  entsprechen. 

3.  Zusammensetzung,  Summe  von  Winkeln.    Zwei  Win- 
kel, welche  den  Scheitel  und  einen  Schenkel  gemein- 
sam haben,   ohne  einander   ganz   oder   teilweise   zu  ^.^ 
decken,   bilden    zusammen    einen    weiteren   Winkel, 
welchen  man  die  Summe  der  ersteren  nennt: 

^  AOB  +  BOG  =  AOG,  "*     -^ 

^ab  +  bc^  ac.  ^^-  ''■ 

Man  erhält  die  Summe  zweier  Winkel,  wenn  man  den  einen  un- 
mittelbar neben  den  andern  anträgt,  so  dafs  sie  den  Scheitel  und 
einen  Schenkel  gemeinsam  haben.  Durch  Antragen  von  weiteren 
Winkeln  entsteht  die  Summe  mehrerer  Winkel. 

4.  Zerlegung,  Differenz  von  Winkeln.     Ein  oder  mehrere 


^  —  ^ 
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Halbstrahlen  durch  den  Scheitel  und  die  Fläche  eines  Winkels  zer- 
legen denselben  in  zwei  oder  mehr  Teilwinkel^  deren  Summe  gleich 
dem  ursprünglichen  Winkel  ist.  So  ist  ^AOG  oder  ^ac  durch 
OB  bzw.  6  in  die  zwei  Teilwinkel  ^AOB  und  BOG  oder  ^ab 
und  hc  zerlegt. 

Ein  Winkel  heifst  kleiner  als  ein  anderer: 
^  AOB  <  AOC,    ^ab<  ac, 
wenn  ersterer  einem  Teil  des  letzteren  gleich  ist;  der  letztere  heirst 
gröfser  als  der  erstere: 

<^  AOC>  AOB,    ^ac>  ab. 

Man  erhält  die  Differenz  (den  Unterschied)  zweier  Winkel, 
wenn  man  den  kleineren  in  den  grofseren  an  demselben  Scheitel  so 
aufträgt,  dafs  ein  Schenkel  gemeinsam  wird  und  der  kleinere  einen 
Teil  des  grofseren  bedeckt;  der  nicht  bedeckte  Teil  ist  die  DiflFerenz: 

-^AOC—  BOC^AOB,    ^ac  —  bc  =  ab. 

Die  Halbierung  eines  Winkels  nach  dem  Augenmai^  wird  er- 
leichtert durch  vorheriges  Abtragen  gleicher  Winkel  von  dem  Schenkel 
des   gegebenen  aus  einwärts. 

6.    Arten  der  Winkel  bezüglich  ihrer  Gröfse.     Weim  bei 
einem  (oder  bei  der  Summe  mehrerer)  Winkel 
der  letzte   Schenkel  mit  dem   ersten  zusam- 
menfällt,  so    ist   dies    ein   voller   Winkel; 
derselbe  umfafst  die  ganze  Ebene: 

a  +  ß  +  y  +  S  +  B. 

Wenn  bei  einem  (oder  der  Summe  meh- 
rerer) Winkel  der  letzte  Schenkel  der  Gegen- 
strahl  des  ersteren   ist,   so  hat*  man  einen  gestreckten  Winkel; 
derselbe  umfafst  eine  Halbebene: 

a?  +  y  +  ^. 

Alle  vollen  Winkel  sind  einander  gldchy 
d>en$o  alle  gestreckten  Winkel  (da  alle  Gera- 
den zur  Deckung  gebracht  werden  können). 

Die  Hälfte  des  vollen  Winkels  ist  der  gestreckte  Winkel,  die 
Hälfte  eines   gestreckten  Winkels  AOB   heifst  ^ 

ein  rechter  Winkel  (-^AOC  ^  COB  =  R)] 
jeder  Schenkel  eines  rechten  Winkels  heifst  nor- 
mal (winkelrecht,  rechtwinkelig)  zu  dem  an- 
dern. Dies  wird  bezeichnet  durch 


Fig.  17. 


Fig  16. 


OC±OA,    oA±oa 

Alle  reckten   Winkel  sind  einander  gleich 
als  Hälften  gleicher  Winkel. 


Fig   19. 


§.  7.  13 

Ein  gestreckter  Winkel  ist  gleich  der  Summe  von  222. 

Ein  voller  Winkel  ist  gleich  der  Summe  von  412. 

Ein  Winkel,  welcher  kleiner  als  2Ry  heifst  hohl  (konkav);  einer, 
der  gröfser  als  2It^  heifst  erhaben  (konvex).  Wenn  nicht  ausdrück- 
lich anders  bestimmt  wird,  soll  von  den  zwei  Winkeln  zweier  Halb- 
strahlen nur  der  hohle  in  Betracht  gezogen  werden  (vgl.  1).  —  Ein 
Winkel,  der  kleiner  als  ein  jB  ist,  heifst  ein  spitzer,  einer,  der 
gröfser  als  ein  i2,  ein  stumpfer  Winkel,  beide  im  Gegensatz  zum 
R  schiefe  Winkel.  Ein  Winkel,  der  einen  andern  zu  einem  R 
ergänzt,  heifst  dessen  Gomplementwinkel. 

Ein  rechter  Winkel  wird  erhalten,  indem  man  z.  B.  ein  Papier  gerad- 
linig schneidet  oder  falzt,  dann  zwei  Punkte  der  Geraden  zur  Deckung 
bringt  und  das  Papier  am  umgebogenen  Teile  falzt.  Zum  Antragen  von 
rechten  Winkeln  oder  von  Normalen  zu  einer  Geraden  bedient  man  sich 
eines  sog.  Winkelscheites.    Prüfung  eines  solchen. 

6,  Die  Winkel  zweier  unbegrenzten  Geraden.  Durch 
zwei  einander  schneidende  Gerade  oder  einen  Zweistrahl  werden 
mehrere  Winkel  gebildet. 

a)  Nebenwinkel  nennt  man  zwei  an  einem 
Schenkel  beiderseits  angrenzende  Winkel,  deren 
beide  andere  Schenkel  eine  Gerade  bilden,  z.  B. 

^AOB  mhABOC. 

Da  die  Summe  derselben   einen   gestreckten   Win-  rigi^so. 

kel  bildet,  so  gilt: 

Die  Summe  zweier  Nebenwinkel  ist  gleich  2R. 

Zusatz.  «)  Der  Nebenwinkel  eines  R  ist  ein  R  —  oder:  Von 
zwei  einander  gleichen  Nebenwinkeln  ist  jeder  ein  R, 

ß)  Winkel  mit  gleichen  Nebenwinkeln  sind  einander  gleich. 

y)  Ist  die  Summe  von  zwei  (oder  mehreren)  Winkeln  2R,  so 
bilden  die  Schenkel  der  (geometrisch  konstruierten)  Winkelsumme 
eine  Gerade. 

d)  Sind  «  und  ß  je  die  Hälften  zweier  Ne- 
benwinkel, so  ist  2«  +  2/3  =  2iJ,  also  a  +  /3  =  12, 
d.  h.: 

Die  Hedbierenden  zweier  Nebenmnkel  sind  zu    ^^ 


einander  normal.  ^*^*  **' 

b)  Scheitelwinkel  nennt  man  zwei  Winkel,  bei  welchen  die 
Schenkel  des  einen  die  Gegenstrahlen  der  Schen- 
kel des  andern  sind,  z.  B.  ^PQ^udp^qu  eben- 
so gp,  und  g,p. 

Da  solche  zwei  Winkel  einen  gemeinsamen 
Nebenwinkel  haben,  oder  weil 
i:pq  =.pp^  —  qp^  =  qq^  —  qp^  ==  p^g,,  so  gilt:  ^»»  "• 
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7 


« 


Fig.  28. 


Scheitelwinkel  sind  einander  gleich. 

Zusatz,  a)  Wenn  zwei  gleiche  Winkel  auf  den  Gegenseiten  einer 
Geraden  liegen  und  zwei  Gegenstrahlen  derselben  als  Schenkel  habcD, 
so  bilden  die  beiden  anderen  Schenkel  ebenfalls  die  Gegenstrahlen 
einer  Geraden.    Denn  wenn  pp^  eine  Gerade  und  ^PQ  =Pi^iy  so  ist 

^pq  +  qpj^  =  2jB  =  qp,  +  p^q^  =  qq^, 

also  ist  qq^  eine  Gerade. 

ß)  Die  Halbierenden  zweier  Scheitelwinkel  bilden  eine  Gerade. 

c)  Gleiche  Nebenwinkel  und  Scheitelwinkel  ergeben  sich  bei  zwei 
zu  einander   normalen   Geraden.     Aus  der   Gleich- 
heit aller  R  folgt: 

In  einem  Punkte  einer  Geraden  giebt  es  zu  dieser 
{in  der  Ebene)  nur  eine  Normale, 

d)  unter  Winkel  zweier  Geraden  kann  man 
i.  A.  jeden    der  vier  Winkel  verstehen^  welche  die 
von  ihrem  Schnittpunkt  ausgehenden  Halbstrahlen 
mit  einander  bilden.     Diese  Winkel   sind  teils  einander  gleich,  teils 
ergänzen  sie  einander  zu  2R.     Dagegen  ist  der 
Winkel  zweier  Richtungen  bestimmt;  es  ist 
nämlich  hiermit  der  Winkel  derjenigen  Halbstrah- 
len gemeint,  welche  im  Schnittpunkt  der  Geraden 
einseitig  begrenzt,  von  diesem  Schnittpunkt  aus 
nach  den  angegebenen  Richtungen  dagegen  unbe- 
grenzt sind.    So  ist  z.  B.  der  Winkel  der  beiden 
durch  Pfeile  angedeuteten  Richtungen  ^^AOB. 

7.  Positive  und  negative  Winkel.  Wird  die  Drehimg  einer 
Geraden  nach  der  einen  Seite  der  durch  sie  geteilten  Ebene  als  posi- 
tiv bezeichnet,  so  ist  die  nach  der  Gegenseite  negativ  zu  nehmen, 
und  ebenso  die  in  dem  bezüglichen  Drehungssinn  beschriebenen  Win- 
kel; d.  h.: 

-j-  a6  «=  —  6a    oder    <^  afe  -}-  6a  »=»  0. 

Hiernach  gilt  für  die  Winkel  irgend  dreier  Halbstrahlen  a,  6,  c 
eines  Punktes: 


Fig.  S4. 


Flg.  26. 


<^  ab  +  6c  =  ac, 
wobei  es   einerlei  ist,  in  welcher  Reihenfolge  die  drei  Halbstrahlen 
liegen;   denn   es   bedeutet  die  linke   Seite   der  Gleichung  stets   eine 
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'  Drehung  von  a  bis  b  und  von  da  bis  c,  so  dafs  man  von  a  aus 
schliefslich  nach  c  gekommen  ist. 

Den  Begriff  des*  Teilens  eines  Winkels  durch  eine  Gerade  über- 
trägt man  auch  auf  den  Fall^  da  der  durch  den  Scheitel  gehende  Halb- 
strahl b  aufserhalb  ^ac  liegt;  der  Halbstrahl  heifst  dann  äufserer 
Teilstrahl  und  ab  und  bc  sind  die  dabei  entstehenden  Teilwinkel. 
£iner  der  letzteren  ist  dann  als  negativ  zu  nehmen,  und  zwar  mufs, 
wenn  ^ac  positiv  gewählt  ist,  der  Teilwinkel  negativ  genommen 
werden,  welcher  gegen  wendig  zur  Drehung  von  ac  ist. 

Aus  der  Gleichung  ^  ab  -{'  bc  =  ac  folgen  noch  die  weiteren: 

^ac  —  bc  =  ab,    ^^ac  —  ab  =  bc,    <^  afe  -f-  6c  -f-  ca  =  0. 

Anmerkung.  Stellt  man  die  Bedingung,  dafs  alle  vorkommenden 
Winkel  als  gleich  wendige  aufeufassen  sind ,  so  ^afs  also 
auch  konvexe  Winkel  in  Betracht  kommen  können ,  so 
siQd  die  Yorstehenden  Gleichungen  nicht  anbedingt  rich- 
tig, indem  die  linke  und  rechte  Seite  sich  noch  um 
volle  Umdrehungen  oder  Vollwinkel  unterscheiden  kön- 
nen; solche  volle  Umdrehungen  ändern  aber  den  Rich- 
tungsunterschied  der  beiden  Halbstrahlen  nicht.  ^^^'  ^' 

S.  Kongruente  Strahlenbüschel.  Man  nennt  zwei  Strah- 
lenbüschel kongruent ,  wenn  sie .  so  auf  einander  gelegt  werden 
können,  dafs  je  ein  Strahl  des  einen  Büschels  mit  einem  des  an- 
dern zusammenfiQlt  Die  Strahlen,  Winkel,  Drehungsrichtungen, 
welche  zur  Deckung  gelangen,  heifsen  einander  entsprechend  oder 
homolog. 

Entsprechende  Winkel  kongruetiter  Strahlenbüschel  sind  einander  gleich. 

Man.  erhält  entsprechende  Strahlen,  indem  man  von  entspre- 
chenden Halbstrahlen  aus  gleiche  Winkel  in  entsprechendem  Dre- 
hungssinn anträgt. 

Wenn  zwei  kongruente  Strahlenbüschel  den  Scheitelpunkt  ge- 
meinsam haben,  so  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)    Die  Strahlenbüschel  sind   gleichwendig.     Wenn  ein  entspre- 
chendes Strahlenpaar  zusammenfallt, 
so  gilt  das  gleiche  für  alle  Paare. 

Wenn  die  entsprechenden  Strah- 
len nicht  zusammenfallen,  so  folgt  aus 

•«^  a6  =  ai&, 
dafs 

^  a6  -f-  iöi  =  6ai  +  a^ 6^ 

oder  ^^'  *7- 

-^aa^  =  bbi, 
i.  h: 

iMgen    zwei   hmgrumte    Strahlenbüschel    gleichwendig    an    einem 
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Scheitel,  so  sind  die  Winkel  zwischen  entsprechenden  Strahlenpaaren  ein- 
ander gleich. 

b)  Die  Strahlenbüschel  liegen  gegenwendig.  Alsdann  ist  för  die 
Winkelhalbierende  m  zweier  entsprechenden  Strahlen  ^^^ 

a  und  Ol :  ^  am  =  ma^  «^ 

und  da  auch  ^ba  =  a^b^  ist,  so  ist:  /   ^^^ 

<^  6a  +  ö^  =  w«!  +  a^bi  oder  6w  =»  mb^  / 

d.  h.:  ^««-  «»' 

Jw  £fw;e<  kongruenten  gegenwendigen  Strahlenbüscheln  desselben  Sdieüels 
ist  die  Winkelhalbierende  eu  zwei  entsprechenden  Strahlen  audi  Win- 
kelhalbierende aller  andern  entsprechenden  Strahlenpaare;  sie  ist  ein  sich 
selbst  entsprechender  Strahl. 

9.    Eine  Vergleichung  der  Sätze  der  §§.  6  und  7  ergiebt,  dafs 
sie  einander  gröfstenteils  entsprechen^  indem  nur  die  Begriffe  Punkt 
und  Gerade  vertauscht  sind.     Es  entsprechen  einander  nämlich: 
Punkt,  Gerade; 

Punkt  auf  einer  Geraden,  Gerade  durch  einen  Punkt; 

Verbindungsgerade  zweier  Punkte,   Schnittpunkt  zweier  Geraden; 
Strecke  zweier  Punkte,  Winkel  zweier  Geraden. 

Der  folgende  Abschnitt  behandelt  die  Kongruenz  von  Strecken 
oder  Winkeln,  Punktreihen  oder  Strahlenbüscheln  bei  nicht  gemein- 
schaftlichem Träger  derselben  und  zeigt,  durch  welche  Bewegung  sie 
zur  Deckung  gebracht  werden  können. 


IL  Abschnitt 

Vergleichang  von  Strecken  and  von  Winkeln  durch  Veränderang 

ihrer  Lage. 

§.  8.  Einleitnng:  Arten  der  Lage  Veränderung. 

1.  Figuren,  welche  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  heifaen 
kongruent,  wofür  das  Zeichen  ^;  Punkte,  Strecken,  Gerade,  Winkel, 
welche  dabei  zur  Deckung  kommen,  heifsen  ein- 
ander entsprechend  oder  homolog.  Zwei 
kongruente  Gebilde  heifsen  gleichwendig, 
wenn  die  entsprechenden  Winkel  in  gleichem 
Drehungssinn  von  den  entsprechenden  Geraden 
beschrieben  werden  (I  und  II),  gegenwendig 
bei  entgegengesetztem  Drehungssinn  (I  und  III). 

2.  Die  einfachsten  Bewegungen,  durch  welche  man  Figuren  zur 
-Deckung  bringen  kann,  sind  die  folgenden: 

a)  das  Umwenden  der  Ebene  um  eine  iij  ihr  liegende  Gerade 
als  Axe  (§  4,  3); 

b)  das  Drehen  der  Ebene  innerhalb  der  Ebene  um  einen  Punkt, 
Drehpunkt  oder  Centrum,  wobei  jede  durch  letzteres  gehende  Ge- 
rade in  der  Ebene  einen  Winkel  beschreibt  (§  4,  2). 

Hierbei  ist  besonders  die  halbe  Umdrehung  hervorzuheben, 
bei  welcher  die  durch  den  Drehpunkt  gehenden  Gegenstrahlen  ihre 
Lage  vertauschen; 

c)  das  Verschieben  der  Ebene  längs  einer  in  ihr  liegenden 
Geraden,  Leitlinie,  d.  i.  eine  Bewegung,  bei  welcher  die  Punkte 
dieser  Geraden  stets  in  derselben  Geraden  bleiben,  während  die  übrigen 
Punkte  der  Ebene  nicht  aus  der  ursprünglichen  Ebene  heraustreten. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Umwendting.     Synunetrisohe  Lage. 
§.  9.  Erklirnng  der  symmetrischen  Lage. 

Zwei  ebene  Figuren,  welche  durch  eine  Umwendung  der  sie  ent- 
haltenden Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  gegenseitig  ihre 
Lage  vertauschen   —  oder  auch  zur  Deckung  gelangen,   wenn  nur 

Lebrbuoh  der  ElemenUr-Geometrie.  2 
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§.  9.  10. 


eine  der  beiden  Figuren  umgewendet  wird  —  nennt  man  in  der  ur- 
sprünglichen Lage  mit  einander  symmetrisch  A  zu  der  Geraden 
als  Symmetrie- Axe.  Beide  Figuren 'bilden  zusammen  eine  axige 
Figur. 

Man  erhält  eine  solche  Figur  durch  beliebiges  Ausschneiden  eines 
zusammengelegten  Blattes»  eines  Doppelblattes  Papier;  die  Falte  ist  hier- 
bei die  Symmetrieaxe. 

§.  10. 

Das  symmetrische  Pnnktpaar.         Das  symmetrische  Geradenpaar. 

1.  Da  (wie  schon  in  §.  4,  8  angegeben  wurde)  beim  wiederholten 
Umwenden  um  eine  Axe  immer  nur  dieselben  Teile  der  Ebene  ein- 
ander decken,  so  folgt: 


Mit  einem  Funkt  giebt  es  m  einer 
Axe  nur  einen  symmetrischen  Punkt, 
2«  Da  beim  Umwenden  nur  die 
Punkte  der  Axe,  Axenpunkte,  an 
ihrer  Stelle  bleiben,  so  folgt: 

Jed&'  Punkt  der  Axe  entspricht  sich 
sähst  symmetrisch. 

Kein  Punkt  aufserhalb  der  Axe 
kann  sich  selbst  entsprechen. 

3«  Von  den  Strahlen  eines  Axen- 
punktes  werden  stets  solche  zwei, 
welche  mit  der  Axe  gegenwendig 
gleiche  Winkel  bilden,  beim  Um- 
wenden einander  decken,  d.  h.: 
Zwei  Strahlen    eines   Axenpunktes, 
weiche  mit  einer  Axenrichtung  gegen- 
wendig gleiche  Winkel  bilden,  sind 
symmetrisch  — 
oder  in  anderer  Fassung: 
Zu    den    Schenkeln    eines    Winkels 
ist    die    ihn    halbierende    Gerade, 
die   Winkelhalbierende,  Symme- 
trieaxe. 

Denn  beim  Umwenden  um  diese  Winkelhalbierende,  bzw.  Mittel- 
normale, kommen  die  übrigen  Teile  der  Figur  zur  Deckung. 

4.  Umgekehrt  (vgl.  S.  20,  d)  folgt: 
Der    SchniMpunkt    gweier    symme-  j  Die  Verbindungsgerade  snveier  sym- 
trischen  Geraden  ist  Axenpunkt  und  \  metrischen  Punkte  ist  Axennormale 


Mit  einer  Geraden  giebt  es  zu  einer 
Axe  nur  eine  symmetrische  Gerade. 

2\  Da  beim  Umwenden  einer 
zur  Axe  normalen  Geraden,  Axen- 
normalen,die  rechten  Winkel  ein- 
ander decken,  so  folgt: 
Die  Gegenstrahlen  jeder  Axennor- 
malen  sind  symmetrisch. 

Von  einer  zur  Axe  nicht  nor- 
malen Geraden  können  nicht  Ge- 
genstrahlen einander  entsprechen. 

3'.  Von  den  Punkten  einer  Axen- 
normalen  werden  stets  solche  zwei, 
welche  von  dem  Schnitt  der  Axe 
gleichweit  entfernt  sind,  beim  Um- 
wenden einander  decken,  d.  h.: 
Zwei  Punkte  einer  Axennortnale, 
welche  mit  deren  Axenpunkt  gegen- 
gerichtet  gleiche  Strecken  begrenzen, 
sind  symmetrisch  — 

Zu  den  Grenzpunkten  einer  Strecke 
ist  die  sie  halbierende  Normale,  die 
Mittelnörmale,  Symmetrieaxe 
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die  Äxe  selbst  ist  Winkeüuühierende 
der  beiden  Geraden. 

Wenn  also  a  A  a^  in  Bezug  auf 
m    als    Aze,    so    schneiden    ein- 


und  die  Axe  selbst  ist  Mittelnormäle 
der  Verbindungsstrecke. 

Wenn  also  Punkt  Ä  A  A^in  Be- 


Fig.  30. 

ander  a  und  a^  auf  m  und  es  ist 

Denn  man  erhält  (nach  3)  die 
symmetrisch  entsprechende  Gerade 
zn  a^  indem  man  den  Winkel  am 
an  dem  Schnitt  von  a  mit  der  Axe 
andererseits  anträgt;  es  giebt  aber 
zu  einer  Geraden  nur  eine  sym- 
metrische Gerade;  daher  mufs  die 
so  erhaltene  Gerade  mit  a^  zusam- 


Fig.  81. 

zug  auf  MN  als  Axe,  so  ist 
MN±ÄA,  und  AM^MA,. 

Denn  man  erhält  (nach  3')  den 
symmetrisch  entsprechenden  Punkt 
zu  Af  indem  man  zur  Axe  MN 
eine  Normale  durch  A  zieht  und 
auf  dieser  die  Strecke  Ton  A  bis 
zum  Schnitt  mit  der  Axe  anderer- 
seits anträgt;  es  giebt  aber  zu 
einem  Punkte  nur  einen  symme- 
trischen Punkt;  daher  nlufs  der  so 
erhaltene  Punkt  mit  A^  zusammen- 
fallen, d.  h.  es  mufs  AA^  A.  MN 
und  AM=^MAi  sein. 

&'.  Da  es  zu  einer  Strecke  nur 
eine  Mitte  und  in  dieser  nur  eine 
Normale  (§.  7,  6c)  giebt,  so  folgt: 
Zwei  Punkte  JcÖnnen  nur  zu  einer 
einzigen  Axe  symmetrisch  sein. 


menfallen,  d.  h.  es  mufs 

sein  und  es  müssen  a,  m  und  a^  in 
einem  Punkte  einander  schneiden. 
6.  Da  es  zu  einem  Winkel  nur 
eine  Halbierende  giebt,  so  folgt, 
aus  4: 

Zwei  Hcdbstrahlen  eines  Punktes 
können  nur  zu  einer  einzigen  Axe 
symmetrisch  sein. 

Da  zwei  unbegrenzte  Gerade  zwei  Winkelhalbierende  haben 
(§•  7, 6),  so  giebt  es  auch  zwei  Symmetrieaxen,  für  welche  einem  Halb- 
strahl der  einen  Geraden  ein  solcher  der  andern  entspricht. 

Bemerkung  über  die  Darstellungsart  der  Geometrie,  a)  Die 
Geometrie  bestimmt  ihren  Stoff  durch  Erklärungen  (Definitionen),  in 
welchen  Yon  dem  Gegenstand  der  Erklärung  soviel  ausgesagt  wird,  als 
zu  seiner  Bestimmung  ausreichend  ist  Dazu  gehören  die  Angabe  des 
nächst  höheren  Begriffs,  dem  der  Gegenstand  untergeordnet  ist,  und  die 
unterscheidenden  Merkmale  gegenüber  den  imter  denselben  höheren  Be- 
griff fallenden  beigeordneten  Gegenständen. 

Beispiel:  Die  Mittelnormale  einer  Strecke  ist  die  Normale,  welche 
in  der  Mitte  der  Strecke  auf  dieser  errichtet  ist. 

b)  Unter  den  Sätzen  der  Geometrie  unterscheidet  man  den  so- 
genannten Grundsatz  (Axiom),  eine  Behauptung,  welche  als  allgemein 

2* 
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gültig  angenommen  wird  (§.3,1  und  4,  §.  4,  l)  und  den  Lehrsatz 
(Theorem),  dessen  Gültigkeit  durch  ZurÜckfÜhrnng  auf  einen  Grundsatz 
oder   einen  zuvor  bewiesenen  Lehrsatz  bewiesen  wird. 

Der  Lehrsatz  besteht  a)  aus  der  Annahme  oder  Voraussetzung 
(hypothesis),  welche  den  Gegenstand  des  Lehrsatzes  bestimmt  und  die 
Bedingungen  angiebt,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Aussage 
richtig  sei;  ß)  aus  der  Behauptung  (thesis),  welche  eine  weitere' Aus- 
sage an  die  gegebenen  Bedingungen  knüpft. 

Beispiel:  Vom  Lehrsatz  in  3.'  heifst  a)  die  Annahme:  Auf  einer  Ge- 
raden als  Aze  ist  eine  Normale  errichtet  and  von  der  Axe  aus  sind  auf  der 
Normalen  gleiche  Strecken  gegengerichtet  aufgetragen:  l)ÄMAi  J^MN^ 
2)  AM  =>  MÄ^'^  ß)  die  Behauptung:  die  Grenzpunkte  dieser  Strecken 
sind  symmetrisch  zur  Axe:  ^  A  ^i  zu  MN. 

c)  Der  Beweis  des  Lehrsatzes  geht  von  der  Voraussetzung  aus 
und  zeigt,  dafs  zugleich  mit  den  gegebenen  Bedingungen  auch  die  Be- 
dingungen anderer  vorher  als  richtig  erkannter  Sätze  erfüllt  sind,  so 
dafs  sich  die  fragliche  Behauptung  als  eine  Aussage  eines  solchen 
vorher  gegangenen  Satzes  ergiebt. 

Beispiel:  Beweis  zu  obigem  Lehrsatz.  Aus  der  Annahme,  dafs 
ÄMÄ^  JL  MN  folgt,  dafs  ^  ÄMN^NMÄ^,  da  alle  rechten  Winkel 
einander  gleich  sind  (§  7,  5);  wenn  man  diese  mit  dem  Scheitel  M  und 
dem  Schenkel  MN  auf  einerlei  Seite  desselben  auf  einander  legt,  so 
decken  einander  auch  die  zweiten  Schenkel  MÄ  und  MÄ^ ,  da  (nach  §.  7, 2) 
gleiche  Winkel  auf  diese  Weise  zur  Deckung  kommen.  Aus  der  An- 
nahme, dafs  AM  =:  MÄ^  ist,  folgt  dann,  dafs  auch  A  und  Ai  zur 
Deckung  gelangen,  da  (nach  §.  6)  gleiche  Strecken  so  zur  Deckung 
kommen.  Die  angegebene  Art  des  Aufeinanderlegens  beider  Winkel 
ist  ein  Umwenden  des  einen  um  die  Axe  MN-^  daher  ist  der  Erklärung 
des  §.  9  entsprechend  A  /\  A^, 

d)  Die  Umkehrung  eines  Lehrsatzes  besteht  darin,  dafs  in  einem 
neuen  Lehrsatze  die  ursprüngliche  Annahme  und  Behauptung  ihre  Rollen 
vertauscht  haben  oder  auch  nur  entsprechende  Teile  von  Annahme  und 
Behauptung. 

Beispiel:  Der  Satz  4'  ist  eine  ümkehning  von  3':  a)  Annahme: 
Zwei  Punkte  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe:  A  A  A^  zu 
MN'  ß)  Behauptung:  die  Axe  ist  Mittelnormale  dieser  Punkte: 
1)  MN±AA^,  2)  AM  =  MAi. 

e)  Die  Umkehrung  eines  Satzes  wird  meistens  durch  das  indirecte 
Beweis  verfahren  erwiesen.  Es  werden  alle  überhaupt  denkbaren,  der 
Behauptung  widersprechenden  Aussagen  aufgeführt  und  die  Unmöglich- 
keit der  letzteren  dadurch  gezeigt,  dafs  nachgewiesen  wird,  ihre  An- 
nahme widerspreche  einem  als  richtig  erkannten  Satze,  bezw.  der  Voraus- 
setzung. 

Beispiel:  Indirekter  Beweis  zu  4':  Wäre  nicht  3IN  J.  AAi  und 
-4itf=Jf-4|,  so  würde  man  durch  eine  No'rmale  AM^  2^  MN  und 
durch  Auftragen  einer  Strecke  M^A^^^  AM^  auf  dieser  Normalen  einen 
Punkt  A^  erhalten,  welcher  (nach  3')  symmetrisch  mit  A  wÄre:  A^  /\  A 
zu  MN\  also  gäbe  es  zu  einem  Punkte  A  in  Bezug  auf  eine  Axe  MN 
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zwei  fijmmetrisclie  Punkte,  Ä^  (nach  der  Annahme)  und -^g)  ^^^  ^^' 
möglich  ist  (1.);  also  ist  es  auch  nicht  möglich,  dafs  nicht  MN  A.  AA^ 
und  AM  ==^  MA^  ist. 

.  f)  Als  Muster  einer  in  dieser  Weise  streng  durchgeführten  Dar- 
stellung der  Geometrie  gilt  auch  jetzt  noch  ein  Werk  über  die  Elemente 
der  Geometrie  ((TTo^^acr)  des  alexandrinischen  Mathematikers  Euklides 
(300  V.  Chr.). 

§.  11.  Die  Verbindniig  des  symmetrischen  Pnnkt-  nnd  Geraden-Paares. 

A. 


Gerade  durch  ein  Punktpaar. 
1.    Werden   zwei  symmetrische 
Punkte    A    und    A^    mit    einem 
Axenpunkte  B  verbunden,  so  kom- 
men beim  umwenden   A  und  A^ 


Fig.  38. 

zur  Deckung,  B  bleibt  an  seiner 
Stelle^  also  decken  einander  auch 
die  Geraden  und  Strecken  AB  und 
^iJS„  d.  h.: 

Bk  Verbindungsgeraden  eines  Axen- 
Punktes  mit  zwei  symmetrischen 
PufilUen  sind  symmetrisch. 

2.  Werden  von  der  Verbindungs- 
strecke b  zweier  sym- 
metrischen Punkte 
A  und  Ai  aus  zu 
deren  Gegenrich- 
tungen gegenwen- 
dig gleiche  Win- 
kel ba  =  bai  ange- 
tragen,, so  kommen 
die  letzteren  beim  Umwenden  zur 
Deckung,  so  dafs  wir  folgern: 
Zwei  Gerade,  welche  durch  sym- 
metrische Punkte  gehen  und  mit 
deren  Verbindungsstrecke  gegenwen- 
dig  glmhe  Winket  bilden,  sind  sym- 
metrisch. 


Plg.  34. 


Punkteaufeinem  Geradenpaar. 
1'.  Werden  zwei  symmetrische 
Gerade  a  und  a^  von  einer  Axen- 
normalen  b  durchschnitten,  so 
kommen  beim  Umwenden   a  und 


.4/ 


Fig.  33. 

ai  zur  Deckung,  b  fällt  in  sich 
zurück,  also  decken  einander  auch 
die  Punkte  und  Winkel  ab  und 
aj&,,  d.  h.: 

Die  Schnittpunkte  einer  Axennor- 
malen  mit  zwei  symmetrisdien  Ge- 
raden sind  symmetrisch. 

2',  Werden  von  dem  Schnittpunkte 
B    zweier     sym- 
metrischen   Halb- 
strahlen   a    und   a^ 
aus  gleiche  Strecken 
BA  =  BA^     abge- 
tragen, so  kommen 
die    letzteren    beim 

Umwenden  zur 
Deckung,  so  dafs  wir  folgern: 

Zwei  Punkte  y  welche  auf  zwei  sym- 
metrischen Halbstrahlen  liegen  und 
von  deren  Schnittpunkt  gleiche  Ent- 
fernungen haben,  sind  symmetrisch. 
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B. 

Symmetrie  der  Normalen  und  Parallelen. 

3*  Unter  den  Lagen,  welche  eine  Gerade  gegen  die  Symmetrie- 
axe  einnehmen  .kann,  sind  noch  insbesondere  die  normale  und  die 
parallele  hervorzuheben. 

Wird  von  einem  Punkte  A  auf  die  Axe  eine  Normale  AB  ge- 
zogen, so  mufs  auch  die  vom  symmetrischen  Punkte  A^  nach  B  ge- 
zogene A^  B  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe  machen  und  somit 
mufs  ABA^  eine  Gerade  sein  (§  7,  6  a  Zus.  y),  d.  h.: 

a)  Eine  durch  einen  Funkt  gezogene  Normale  zur  Axe  geht  audi 
durch  den  symmetrischen  Punkt 

Hieraus  folgt  weiter,  da  durch  die  beiden  symmetrischen  Punkte 
nur  eine  Gerade  möglich  ist  (vgl.  §.7,  6  c): 

b)  Durch  einen  Punkt  giebt  es  ssu  einer  Geraden  nur  eine  Normale, 
In  Bezug  auf  eine  solche  Normale  f^en  wir  hier  die  Erklärung 

bei:  Die  Strecke  der  Normalen  von  dem  Punkte  bis  zum  Schnittpunkt 
mit  der  Geraden  nennt  man  den  Abstand  oder  die  Entfernung  des 
Punktes  von  der  Geraden  (vgl.  §.  23, 10)5  der  Schnittpunkt  heifst 
Fufspunkt  der  Normalen.  Wenn  von  einer  solchen  Normalen  als  einer 
begrenzten  Geraden  gesprochen  wird,  so  ist  damit  dieser  Abstand  gemeint. 
4*  Da  zwei  Normale  zu  einer  Geraden  nicht  durch  einen  Punkt 
gehen  können,  so  folgt: 

a)  AUe  Normalm  zu  einer  Geraden  (in  einer  Ebene)  sind  parallel. 
Umgekehrt  folgt: 

b)  Wenn  von  zwei  Parallelen  eine  normal  zu  eifier  Geraden  ist, 
so  ist  es  auch  die  andere. 

Wenn  nämlich  a  ||  h  und  a  J^  c,  so  ist  die  Nor- 
male zu  c  durch  einen  Punkt  von  h  parallel  zu  a 
und  fällt  somit  mit  der  zu  a  parallelen  Geraden  h 
zusammen  (§  3,  4,  Parallelenaxiom). 

Da  c  auch  normal  zu  a  ist,  so  heifst  dieser 
Satz  auch  in  anderer  Fassung: 

c)  Jede  Normale  zu  einer  von  zwei  Parallelen  ist  auch  normal  zur 
andern. 

Zeichnung  von  Parallelen  mittels  Verschiebung  des  Winkelscheits 
am  Lineal,  wobei  der  B  an  letzterem  anliegt. 

5.  Wird  durch  einen  Punkt  A  die  Parallele  a  zur  Symmetrie- 
axe  n  gezogen,  so  kann  auch   die  symmetrische 
Gerade    durch    den   Punkt   -4^    die    Axe     nicht 
schneiden,  da    andernfalls  auch  a  durch  diesen 
Schnittpunkt  gehen  müfste,  d.  h.: 

a)  Mit   einer    Parallelen    zur  Axe   ist  eine 
ebensolche  Parallele  symmetrisch. 

Umgekehrt,   wenn    die    Gerade    a  A  a^    in  ^ig.  37. 


Fig.  36. 


a 

7 

'^i 

^ 

1 

r 

-< 
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Bezug  auf  n  als  Axe  und  a  ||  a^^  so  ist  auch  n  ||  a  und  n  ||  a^.  Denn 
wurde  n  mit  der  Geraden  a  oder  a|  zusammentreffen^  so  müfste  auch 
die  andere  von  diesen  beiden  durch  denselben  Axenpunkt  gehen^  was 
der  Annahme  a  |  £4  widerspricht,  also  folgt: 

b)  Wenn  zwei  symmetrische  Gerade  parallel  sind,  so  ist  auch  die 
Axe  parallel  zu  ihnen. 

Da  die  Schnittpunkte  der  symmetrischen  Parallelen  a  und  a^  mit 
einer  Axennormale  b  symmetrisch  liegen,  Ä  A  Ä^,  so  ist  AB  ^^BA^^ 
und  da  auch  b  normal  zu  den  Parallelen  a  und  a^  ist,  so  folgt: 

c)  Die  Symmetrieaxe  zu  zwei  Parallelen  halbiert  aUe  Normalen  zu 
diesen;  —  sie  heifst  die  Mjttelparallele  zu  den  Parallelen. 

jEs  g\M  nur  eine  Mittelparallele  zu  zum  Parallelen,  — 
da  jede  Normale  zwischen  diesen  nur  einen  Mittelpunkt  hat. 

C. 

Das  axige  Dreieck  und  Dreiseit. 

6.  Aus  der  Symmetrie  der  in  A)  betrachteten  Figuren  ergiebt 
sich  nun  die  Gleichheit  der  symmetrisch  entsprechenden  Strecken 
und  Winkel.  Um  die  hieraus  folgenden  Sätze  in  möglichst  kurze  Form 
zu  bringen,  schicken  wir  folgende  Erklärungen  voraus: 


Dreieck  heilst  eine  Gruppe  von 
drei  Punkten,  die  nicht  auf  einer 
Geraden  liegen  und  durch  drei 
Geraden  verbunden  sind. 


Dreiseit  heifst  eine  Gruppe 
von  drei  Geraden,  die  nicht  durch 
einen  Punkt  gehen  und  in  drei 
Punkten  einander  schneiden. 


Die  Punkte  heifsen  Ecken,  die  Geraden  Seiten  des  Dreiecks 
oder  Dreiseits.  Wenn  von  den  Seiten  als  Grofsen  gesprochen  wird,  so 
ist  je  die  Strecke  zwischen  zwei  Ecken  gemeint.  Unter  einem  Winkel 
des  Dreiecks  oder  Dreiseits  versteht  man  den  Winkel  zweier  solcher 
Strecken.  Jeder  Seite  liegt  ein  Eck  gegenüber.  Gegeneck,  ebenso  ein 
Winkel^  Gegenwinkel;  jedem  Winkel  eine  Seite,  Gegenseite. 


Sind  in  einem  Dreieck  die 
Yerbindungsstrecken  zweier 
Ecken  mit  einem  dritten  ein- 
ander gleich,  -40  "=  CB, 
so  heifst  es  gleichsehen- 
kelig. 

Das  dritte EckheifstSpitze^ 
des  Dreiecks,   seine   Gegen- 
seite   Grundseite    oder    Basis; 
die  gleichen  Seitenstrecken  heifsen 
Schenkel.  « 

Sind  in  einem  Dreieck  alle  drei 
Seiten  gleich,  so  heifst  es  gleich- 
seitig. 


Sind  in  einem  Dreiseit  die 
Winkel  zweier  Seiten  mit 
einer  dritten  einander  gleich, 
^  ac  '=^  cb,  so  heifst  es 
gleichgeneigi 

jf  Die  dritte  Seite  heifst 
Grundseite  oder  Basis  des 
Dreiseits,  sein  Gegeneck  Spitze 
desselben;  die  gleichen  Winkel 
heifsen  Basiswinkel. 

Sind  in  einem  Dreiseit  alle  Win- 
kel gleich,  so  heifst  es  gleich- 
winkelig. 
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?•  Aus  2  und  2'  folgt: 
a)  Zwei  symmetrische  Ptmkte  bilden 
mit  einem  Axenpimkte   ein  axiges 
Dreieck  — 


a')  Zwei  symmetrische  Gerade  hü- 
den  mit  einer  Axennormaien  ein 
aanges 


d.  h.  die  Figur  fallt  beim  Umwenden  um  die  Symmetrieaxe  in  8ich 
selbst  zurück  (§.  9).  Aus  der  gegenseitigen  Deckung  der  Teile  der 
Figur  ergiebt  sich^  dafs  sie  sowohl  gleichschenkelig,  als  gleichgeneigt 
ist.     Aus  §.  11^  2'  und  2  folgt  aber  auch  umgekehrt: 


b)  Im  gleichschenkeligen  Dreieck  ist 
die  Haibierende  des  Winkels  an  der 
Spitze  Symmetrieaxe, 


b')  Im  gleichgeneigten  Dreiseit  ist 
die  'Mittelnormale  der  Crrundseite 
Symm^rieaoDe. 


8.  Aus  der  Übereinstimmung  symmetrisch  liegender  Winkel  und 
Strecken  ergiebt  sich: 


Im  gleichgeneigten  Dreiseit  sind  die 
Gegenseiten  der  Basiswinkel  ein- 
ander gleich  — 


Im  gleichschenkeligen  Dreieck  sind 
die  Gegenmnkd  der  Schenkel  ein- 
ander gleich  — 

oder: 

In  einem  Dreieck  sind  die  Gegen- !  In  einem  Dreiseit  sind  die  Gegen- 
winkelgleicher Seiten  einander  gleich,  j  seilen  gleicher  Winkel  einander  gleich. 

Das  'gleichschenkelige  Dreieck   und   das  gleichgeneigte  Dreiseit 
sind  identische  Figuren.  —  Im  Besonderen  gilt: 

Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  auch  ein  gleichwinkeliges  und  umgekdirt. 

9.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  folgender  Sätze: 

In  jedem  gleichschenkeligen  Dreieck  (oder  gleichgeneigten  Dreiseit): 


a)  ist  die  Halbierende  des  Winkels 
an  der  Spitze  zugleich  Mittdnormcde 
der  Gnmdseite  — 

als  Axe  zu  den  Grenzpunkten  der 
Grundseite  (2'.); 

b)  halbiert  die  Normale  von  der 
Spitze  zur  Grundseite  diese  und  den 
Winkel  an  der  Spitze; 


a')  ist  die  Mitteilnormale  der  Grund- 
seite auch  Winkelhalbierende  an  der 
Spitze  — 

als  Axe  zu  den  Schenkeln  (2.); 


b')  ist  die  Verbindungsgerade  von 
Spitze  und  Mitte  der  Grundseitc 
normal  zu  letzterer  und  halbiert  den 
Winkel  an  der  Spitze; 
denn  die  Mittelnormale  der  Grundseite  geht  durch  die  Spitze  (a'), 
fällt  also  zusammen  mit  jener  Normalen  (3,  b)  bezw.  Yerbindungs- 
geraden. 

§.  12.  Zwei  und  mehr  symmetrische  Punkt-  und  Oeradenpaare. 

A. 


Punktpaare  und  Punkt- 
reihen. 
1.  Nimmt  man  zwei  Paare  sym- 
metrischer   Punkte    A  A  Ä^    und 


Geradenpaare    und   Strahlen- 
büschel. 
1'.  Nimmt  man  zwei  Paare  sym- 
metrischer   Geraden  a  A  a^    und 
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B  A  B^y    so    werden    die    durch 
sie     bestimmten     Verbindungsge- 


Fig.  89. 

raden  nach  dem  Umwenden  einander 
decken,  weil  je  zwei  ihrer  Punkte 
zur  Deckung  gelangen;  d.  h.: 
Die  Verbinduvgsgeraden  zweier  Punkte 
und  der  mit  ihnen  symmetrischen 
Funkte  sind  symmetrisch. 
AB  A  Ä[B^y  AB,  A  A,B. 


6  A  6i ,  so  werden  die  durch  sie 
bestimmten     Schnittpunkte    nach 


Fig   40. 

dem  Umwenden  einander  decken, 
weil  je  zwei  durch  sie  gehende  Ge- 
raden zur  Deckung  gelangen;  d.  h.: 
Die  Schnittpunkte  zweier  Geraden 
und  der  mit  ihnen  symmetrischen 
Geraden  sind  symmetrisch. 
Punkt  al  A  öi^j ,  ab,  A  a^b. 


2.  Aus  der  Deckung  nach  dem  Umwenden  folgt  weiter: 


Die  Verbindungsstrecke  isweier  Punkte 
ist  gleich  der  ihrer  symmetrischen 
Funkte, 

8.  Umgekehrt:  Wenn  A  A  A,y 
Richtung  AB  A  A^B,  und 

AB^^A^B,, 
80  decken  diese  Strecken  einander 
beim  Umwenden,  d.  h.: 
Trägt  man  von  zwei  symmetrischen 
Funkten  aus  auf  zwei  eben  solchen 
Halbstrahlen  gleiche  Strecken  a6,  so 
sind  die  Crrenzpunkte  dieser  •Strecken 
denfaüs  symmetrisch. 
4.  Wenn     zwei     symmetrische 
Gerade  von  >. 


Der  Winkel  zweier  Halbstrahlen  ist 
gleich  dem  ihrer  symmetrischen  Halb- 
strahlen. 

8\  Umgekehrt:    Wenn  a  A  a^, 
Punkt  ab  A  «i&i  und 

so  decken  diese  Winkel  einander 
beim  Umwenden,  d.  h.: 
Trägt  man  an  zwei  symmetrisdien 
Halbstrahlen  in  ihren  Grenzpunkten 
gegenu^endig  gleiche  Winkel  an,  so 
sind  die  Schenkel  dieser  Winkel 
ebenfalls  symmetrisch. 

4'.   Wenn     zwei    symmetrische 
Punkte  mit  einer 


/ 


einer  Reihe   von 

Axennormalen 

durchschnitten         ^ 
werden,   so  ent-       ^ 
««tehen  zwei  kon-  ^t- 
gruente,  symme-  n 
Irische      Punkt- 

reihen,  deren 
Schnittpunkt  sich  selbst  entspricht. 
—  Umgekehrt  folgt  aus  3: 


^Y. 


/ 
a    ^ 


K^ 


Fig.  41. 


Reihe  von  Axen- 
punkten  verbun- 
den werden,  so 
entstehen  zwei 
kongruente,  sym- 
metrische Strah- 
lenbüschel, deren 
Scheitelstrahl 
sich  selbst  entspricht  —  Umge- 
kehrt folgt  aus  3': 


\ 


Fig.  42. 
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Zwei    Jcongrtiente   Punktreihen,    in  \  Ztcei  kongruente  gegemvendige  Strahl 


welchen  der  Schnittpunkt  ihrer  Träger 
sich  selbst  entspricht,  sind  sym- 
metrisch 0ur  Winkelhalbierenden  der 
Träger  als  Axe. 


lenbüschd,  in  welchen  die  Verbin- 
dungsgerddeder  Scheitel  sich  sdbst  ent- 
spricht, sind  symmetri$ch  eur  Mittel- 
nomuüen  der  Scheitel  als  äxc. 


5.  Da  zwei  symmetrische  Figaren  nach  dem  Umwendes  um  die 
Äxe  einander  decken^  so  ergiebt  sich: 


Drei  Punkte  und  die 
ihnen  symmetrisch  ent- 
sprechenden Punkte  be- 
stimmen ein  Paar  gegen- 
tvendig  kongruenter  Drei- 
ecke. 


Drei  Gerade  und  die 
ihnen  symmetrisch  ent- 
sprechenden Geraden  be- 
stimmen ein  Paar  gegen- 
wendig kongruenter  Drei- 
seite, 


Allgemeiner:  yj^  ^ 

Zwei  zu  einer  Axe  symmetriscJie  Figuren  sind  gegenwendig  kongruent. 

B. 

Die  Symmetrieaxe  als  geometrischer  Ort. 

6,  Verbindet  man  zwei  symmetrische  Punkte  Ä  A  Ä^  mit  Axen- 
punkten  B,  C,  so  entstehen  Paare  symmetrischer  Strecken,  woraus 
folgt: 

a)  Jeder  Punkt  der  Mittelnormalen  eweier  Punkte  ist  von  beiden 
gleichweit  entfernt. 

Die  Umkehr ung  dieses  Satzes  lautet: 

b)  Jeder  von  zwei  Punkten  gleichweit  entfernte 
Punkt  liegt  auf  der  Mittdnormaien  derselben. 

Denn  wenn  AB  =  A^B ,  so  ist  -4  A  A^  in 
JBezug  auf  die  Winkelhalbierende  zu  AB 4i  (nach 
§.  11, 2');  die  Symmetrieaxe  zu  ^  A  -4^  ist  aber  zu- 
gleich Mittelnormale  zu  AA^\  also  geht  diese 
durch  B. 

c)  Wenn  ferner  die  Entfernungen  eines  Punktes  A  von  zwei  ge- 
gebenen Punkten  B  und  C  einzeln  übereinstimmen  mit  denen  eines 
weiteren  Punktes  A^^  von  letzteren,  so  sind  A  und  A^  symmetrisch 
zur  Verbindungsgeraden  BC  als  Axe.     Daraus  folgt: 

Einerseits  einer  Geraden  giebt  es  nur  einen  Punkt,  welche  von 
zwei  Punkten  der  Geraden  bestimmte  Entfernungen  hat 

d)  Wenn  die  Entfernungen  zweier  Punkte  A  und  A^  von  einem 
dritten  Punkte  B  übereinstimmen,  BA  '^  BA^,  so  sind  jene  sym- 
metrisch zu  der  durch  B  gehenden  Normalen  ihrer  Verbindungs- 
geraden  AA^.     Daher  ergiebt  sich: 


Fi«,  u: 
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Einerseits  der  Normalen  van  einem  Purste  zu  einer  Geraden 
giebt  es  auf  dieser  nur  einen  Punkt  mit  bestimmter  Entfernung  von 
ersterem  Punkte. 

7.  Fällt  man  von  einem  Axenpuukte  B  Nor- 
male nach  zwei  symmetrischen  Geraden  a  A  a^, 
also  BÄ  JL  a,  BÄ^  >i-  ^u  ^^  ^^^^  Aie^t  Normalen 
symmetrische  Strecken,  da  der  Normalen  BÄ  eine 
Normale  auf  a^  entspricht,  die  durch  B  geht,  d.  i. 
BA^  (nach  §.  12,  s');  daher  ist  AB  =^  A^B^, 
d.  h.: 

a)  Jeder  Punkt  der  Winkellidlhierenden  zweier  Geraden  ist  von  beiden 
gleichweit  entfernt. 

Umgekehrt  gilt: 

b)  Jeder  Punkt,  welcher  von  zwei  Geraden  gleichweit  entfernt  ist, 
liegt  (mf  der  Winkelhalbierenden. 

Denn  wenn  AB  '^  A^B,  BAj^a,  BA^±.ai,  so  ist  in  Bezug 
auf  die  Winkelhalbierende  zu  ABA^  BAABA^  und  (3')  aAai*, 
daher  halbiert  die  Axe  auch  den  Winkel  aa^  und 'JB  liegt  somit  auf 
der  Halbierenden  des  letzteren. 

8.  Sind  die  symmetrischen  Geraden  a  und  a^  parallel,  so  werden 
ihre  Normalen  durch  die  Axe  halbiert  (§.  11,  5  c),  m.  a.  W.: 

a)  Jeder  Punkt  der  Mittdpardttden  zweier  Parallelen  ist  vofh  beiden 
gleidiweit  entfernt. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  läfst  sich  leicht  erweisen: 

b)  Jeder  von  zwei  Parallelen  gleichweit  entfernte  Punkt  liegt  auf 
der  Mittdparallelefh  derselben  ^ 

d.  h.  auf  einer  Geraden,    welche  durch    die  Mitte  einer  Normalen 
zwischen  beiden  Parallelen  parallel  zu  diesen  gezogen  ist. 

c)  Da  auch  die  zu  den  Parallelen  BC\B^  C^ 

normalen  Strecken  BB^  und  CC^  parallel  sind,    b^ *- 

80  sind  letztere  auch  symmetrisch  zu  ihrer 
Mittelparallelen  m^,  zu  welcher  BG  und  B^  Ci 
Axennormalen  sind.  Da  die  symmetrischen 
Strecken  BB^  imd  CC^  zur  Deckung  gebracht 
werden  können,  so  folgt: 

Alle  normiüen  Strecken  zwischen  Parallelen  sind  einander  gläch. 
Man  nennt  jede  dieser  Strecken  den  Abstand  der  Parallelen. 

d)  Eine  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet: 

'Punkte,  welche  von  einer  Geraden  einerseits  derselben  gleiche  Ab- 
stände haben,  liegen  in  einer  Parallelen  zu  der  Geraden, 

Denn  wenn  B^B  und  0^0  normal  zu  BC  und  B^JB  =  CiC^  so 
sind  diese  Strecken  parallel  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  ihre 
Mittelparallele  m^,  Bj  A  C^,  woraus  folgt,  dafs  B^Ci  wie  5 C  normal 
ru  Wi,  d.  h.  ^jC,  I  BG  (§.  11,  4a). 


J^ 


Fig.  46. 
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§.  13.  14. 


Viertes  Kapitel. 

Die  halbe  Umdrehung.    Diametrale  Lage. 

§.  13.  Erklärung  der  diametralen  Lage. 

Zwei  ebene  Figuren,  welche  nach  einer  halben  Umdrehung  ihrer 
Ebene  um  einen  in  ihr  liegenden  Punkt  gegenseitig  ihre  Lage  ver- 
tauschen —  oder  auch  zur  Deckung  gelangen,  wenn  nur  eine  der 
beiden  Figuren  eine  halbe  Umdrehung  macht  —  nennt  man  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage  diametral  H  zu  dem  Punkt  als  Centrum 
der  Drehung.   Beide  Figuren  bilden  zusammen  eine  centrische  Figur, 


§.14. 


Das  diametrale  Pnnktpaar. 
1.  Da  die  halbe  Umdrehung 
stimmte  Lage  ergiebt  (§.  3,  4),  so 
Mit  einem  Punkt  giebt  es  m  einem 
Centrum    nur    einen    diametralen 
Punkt 

2.  Da  beim  Umdrehen  das  Cen- 
trum allein  an  seiner  Stelle  bleibt, 
so  gilt: 

Das  Centrum  entspricht  sich  selbst 
diametral. 

Kein  Punkt  aufser  dem  Centrum 
kann  sich  selbst  diametral  ent- 
sprechen. 

3.  Von  den  Punk- 
ten einer  Centralen 
werden  stets  zwei 
vom  Centrum  gleich- 
weit entfernte  Ä  und 
A^  bei  halber  Um- 
drehung einander 
decken. 


Fig.  47. 


•^. 


Zwei  Punkte,  welche  mit  dem  Cen- 
trum gegengerichtet  gkiclie  Sirecken 
begrenzen^  sind  diametral  — 
oder: 

Zu  0wei  Punkten  ist  der  Mittelpunkt 
ihrer  Verbindungsstrecke  Centrum. 


Das  diametrale  Oeradenpaar. 

um  einen  Punkt  eine  eindeutig  be- 
folgt: 

Mit  einer  Geraden  giebt  es  Bu  einetn 
Centrum  nur  eine  diametrale  Gerade. 

2\  Danach  halberUmdrehungvon 
jeder  durch  das  Centrum  gehenden 
Geraden,  Centralen,  die  Gegen- 
strahlen einander  decken,  so  folgt: 
Die  Gegenstrahlen  einer  Centralen 
sind  diametral. 

Von  keiner  Geraden  liegen  Gegen- 
strahlen diametral  aufser  denen,  die 
im  Centrum  einseitig  begrenzt  sind. 

3'.  Von  den  Nor- 
malen einer  Centra- 
len werden  stets  zwei 
vom  Centrum  gleich-  ^\      '}y      |^^ 
weit  entfernte  Halb- 
strahlen   a    und    a^ 
auf  den  Gegenseiten        Fig.  48. 
der  Normalen  bei  halber  Umdreh- 
ung einander  decken. 
Zwei    Normalen     einer    Centralen^ 
welche  vom  Centrum  gleiche  Abstände 
hohen  y  sind  diametral  — 
oder: 

Zu  zwei  Parallelen  liegt  das  Cen- 
trum auf  der  Mittdparällelen. 


§.  14.  15. 
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Wenn  man  um  die  Mittelparallele  zu  a  und  a^  als  Axe  die  Ebene 

umwendet,  so  kommen  die  Geraden  a  und  a^  zur  Deckung.     Damit  nun 

aber  die  diametral  gelegenen  Halbstrahlen  dieser  Geraden  zur  Deckung 

gelangen,  mufs  noch  eine  zweite  Umwendung  um  die  zu  a  und  a^  normale 

Centrale  c  ausgeführt  werden.     Die   durch   halbe  Umdrehung   erreichte 

zweite  Lage  der  Ebene  läfst  sich  sonach  dadurch  erzielen,  dafs  man  nach 

einander  um  zwei  zu  einander  normale  Centralen   als  Axen    umwendet. 

^ine  von  zwei  symmetrisch  liegenden  Figuren  kommt  daher  in  diametrale 

Lage  mit  der  andern  durch  Umwenden  um  eine  Axennormale. 

4.  Unigekehrt:  Wenn  ^  H^i  in  j      4'.  Umgekehrt:  Wenn  a  H  a^  in 

Bezug   auf  C  als  Centrum,  so  ist  Bezug  auf  C  als  Centrum,  so  ist 

ACA^  eine  Gerade  und  ^(7=  CA^.  \^\^i  ^^^  für  die  normale  Centrale 

Denn  man  erhält  (nach  3)   einen  ,  >!l6^=(7^i.  Denn  man  erhält  (nach 

mit  A  diametral  liegenden  Punkt,  3')  eine  mit  a  diametrale  Gerade,  in- 

indem  man  auf  der  Verlängerung  '  dem  man  zur  Normalen  CÄl.a  im 


von  AC  diese  Strecke  abträgt.  Es 
giebt  aber  zu  einem  Punkte  A  nur 
einen  diametral  liegenden;  daher 
mufs  der  Punkt  A^^  den  genannten 
Forderungen  entsprechen: 
Die  Verbindungsstrecke  zweier  dia- 
metralen Punkte  geht  durch  das 
Centrum'  und  wird  durch  dasselbe 
halbiert. 

5.  Da  es  zu  einer  Strecke  nur 
einen  Mittelpunkt  giebt,  so  folgt 
aus  4: 

Zwei  Punkte  können  nur  zu  einem 
einzigen  Punkt  als  Centrum  diame- 
tral sein. 


gleichen  Abstand  andrerseits  vom 
Centrum  eine  Normale  zieht.  Es 
giebt  aber  zu  einer  Geraden  a  nur  eine 
diametrale;  diese  mufs  also  den  ge- 
nannten Forderungen  entsprechen: 
Zwei  diametrale  Gerade  sind  parallel^ 
und  das  Centrum  liegt  auf  der  Mittel- 
parallelen. 

6'.  Da  jeder  Punkt  der  Mittel- 
parallelen  den  Forderungen  in  4' 
entspricht,  so  folgt: 
Zwei    Parallele    können    in   Bezug 
auf  jeden  Punkt  ihrer  Mittelparalle- 
len diametral  sein. 
Dagegen  können  zwei  einander  schneidende  Gerade  nicht  diametral 
sein.    Ebenso  wenig  kann  ein  Punkt  aufserhalb  der  Mittelparallelen 
zu  zwei  Parallelen  Centrum  sein. 

§.  15.  Die  Verbinduiig  des  diametralen  Punkt-  niid  Geradenpaares. 

A. 

Gerade  durch  ein  Punktpaar.    PunkteaufeinemGeradenpaar. 


1.  Werden  durch  zwei 
diametrale  Punkte  A  ^  A^ 
zwei  Parallele  gezogen,  so 
müssen  diese  diametral  sein, 
da  diametrale  Gerade  durch 
ebensolche  Punkte  gehen 
und  parallel  sein  müssen. 


A^       1'.   Werden      diametrale 
/        Gerade    a  |/1  a^    durch    eine 
/     ^    Centrale   C  geschnitten,  so 
/         *  müssen     die    Schnittpunkte 
A  und  A^  diametral  sein,  da 
beimümdrehen  sowohl  dieGe- 
Fig.  49.        raden  a  und  a^  als  die  Halb- 
strahlen von  Czur  Deckung  kommen: 
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§.  15. 


Irgend  ewei   Parallele  durch   zwei 
diametrale  Funkte  sind  diametral. 


Die  Schnittpunkte  einer  Centralen 
mit  zwei  diametralen  Geraden  sind 
diametral. 

Der  Satz  1'  führt  noch  zu  einem  andern  Beweis  für  §.  14,  4': 
Sollten  zwei  diametrale  Gerade  einander  schneiden,  so  müfsten  sie  ein- 
ander auch  in  dem  zum  Schnittpunkt  diametralen  Punkte  treffen, 
also  in  zwei  Punkten,  was  unmöglich  ist 


2,  Werden  in  zwei  diametralen 
Punkten  Ay\A^  an  deren  Cen- 
tralen auf  verschiedenen  Seiten 
mit  den  Gegenrichtungen  derselben 
gleichwendig  gleiche  Winkel  an-, 
getragen,  -^ca  ^^  ca^,  so  kommen 
deren  Schenkel  bei  halber  Um- 
drehung zur  Deckung,  so  dafs  wir 
folgern: 


Zwei  Gerade  durch  zu>ei  diametrale 
Punkte,  welche  mit  den  Gegen- 
richtungen  der  Centralen  der  letzteren 
beiderseits  gleichwendig  gleiche  Winkel 
bilden,  sind  selbst  diametral. 


2\  Werden  nach  zwei  diametra- 
len Geraden  a^a^  vom  Centrum 
aus  auf  verschiedenen  Seiten  der 
normalen  Centralen  gleiche  Strecken 
abgetragen,  CA^^CA^,  so  sind 
diese  diametral,  da  der  mit  A 
diametrale  Punkt  auf  a^  liegen 
und  die  gleiche  Entfernung  wie 
A  vom  Centrum  haben  mufs  und 
es  (nach  §.  12,  6  d)  nur  einen  sol- 
chen Punkt  giebt.  Somit: 
Zwei  Punkte  zweier  diametralen  Ge- 
raden, welche  beiderseits  der  nw- 
malen  Centralen  liegen  und  vom 
Cenlrum  gleiche  Abstände  halben, 
sind  selbst  diametral. 


B. 

Winkel  zwischen  zwei  Parallelen  und  einer  Transversalen. 

3,  Zwei  parallele  Gerade  mit  irgend  einer  sie  schneidenden 
Geraden,  Transversalen,  bilden  eine  centrische  Figur  zur  Mitte 
der  Strecke  zwischen  beiden  Parallelen.  Um  die  für  die  Winkel 
zwischen  Parallelen  und  Transversalen  sich  hieraus  ergebenden  Sätze  in 
die  kürzeste  Form  zu  bringen,  schicken  wir  einige  Erklärungen  voraus. 
Werden  zwei  Gerade  von  einer  dritten,  der  Transversalen,  geschnitten, 
so  entstehen  an  jedem  der  beiden  Schnittpunkte  vier  Winkel.  Um 
die  Lage  eines  Winkels  an  einem  Schnittpunkte  gegen  die  eines 
Winkels  an  dem  andern  Schnittpunkte  auszu- 
drücken,  hat  manfolgendeBenennungen  eingeführt: 

Zwei  Gegenwinkel  sind  die  Winkel  der  .^^, 
beiden  Halbstrahlen  auf  einerlei  Seite  der 
Transversalen  mit  einerlei  Richtung  der  letz- 
teren, z.B.  a  und  a^,  y  und  y^.  —  Zwei  Wechsel- 
winkel sind  die  Winkel  der  beiden  Halbstrahlen 
auf  den  Gegenseiten  der  Transversalen  mit 
den  Gegenrichtungen  derselben,  z.  B.  a  und  d^, 


Fig.  60. 


§.  16.  16. 
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y  und  ^1.  —  Von  der  Transversalen  aus  gemessen  sind  zwei  Gegen- 
winkel gleichwendige  Winkel,  ebenso  zwei  Wechselwinkel. 

Zwei  gegenwendige  Winkel  sind  die  Winkel  der  beiden  Halb- 
strahlen  auf  einerlei  Seite  der  Transversalen  mit  deren  Gegen- 
richtungen,  z.  B.  a  und  y^^  a^  und  y^  sowie  die  Winkel  der  beiden 
Halbstrahlen  auf  den  Gegenseiten  der  Transversalen  mit  einerlei 
Richtung  der  letzteren,  z.  B.  a  und  /S^,  y  und  A^. 

Für  diese  Winkelpaare  folgt  aus  §.7,  6a  und  b  der  Satz: 

a)  Wenn  an  den  beiden  Schnittpunkten  zweier  Geraden  mit  einer 
Transversalen  irgend  zwei  gleichwendige  Winkel  einander  gleich  oder  die 
Summe  zioeier  gegenwendigen  2R  ist,  so  gilt  dasselbe  auch  ßr^  die 
übrigen  Paare  von  gleichu?endigen,  bezw.  gegenwendigen  Winkeln, 

b)  Bei  jeder  dieser  Annahmen  sind  die  Geraden  parallel. 

Denn  da  die  Wechselwinkel  gleich  sind,  so  sind  die  Geraden 
diametral  in  Bezug  auf  die  Mitte  der  Transversalen  zwischen  beiden  (2) 
und  somit  parallel  (§.  14,  4'). 

Dies  wird  benützt  beim  Zeichnen  von  Parallelen  mittels  Ver- 
schiebung eines  Winkelscheits  an  einem  Lineal,  wobei  ein  beliebiger 
Winkel  an  letzterem  anliegt. 

c)  Von  den  Winkeln  zweier  Parallelen  mit  einer  Transversalen  sind 
zwei  gleichwendige  einander  gleich,  die  Summe  zweier  gegenwendigen  2R. 

Denn  die  Parallelen  liegen  diametral  zur  Mitte  der  Transversalen 
und  müssen  sonach  mit  dieser  gleiche  Wechselwinkel  bilden. 

§.  16.  Zwei  und  mehr  diametrale  Punkt-  nnd  Oeradenpaare. 


Punktpaare  und  Punkt- 
reihen. 
1.  Nimmt  man  zwei  Paare  dia- 
metraler Punkte  A]/\  A^,  B]/\Bi^ 
80  werden  die  durch  sie  bestimmten 
Verbindungsgeraden  bei  halber 
Umdrehung  zur  Deckung  kommen, 
weü  je  zwei  Punkte 
derselben  einander 
decken. 

Die  Verbindungsge- 
raden zweier  Punkte 
«nd  der  mit  ihnen 
diümelraien  Punkte 
^nd  diametral. 


.''.A 


Fig.  51. 


Geradenpaare  und  Strahlen- 
büschel. 
1'.  Nimmt  man  zwei  Paare  dia- 
metraler Geraden,  a  |/1  «i,  6H&i? 
so  werden  die  durch  sie  bestimmten 
Schnittpunkte  bei  halber  Um- 
drehung zur  Deckung  kommen, 
weil  je  zwei  ihrer 
Strahlen  einander 
decken. 

Bie  Schnittpunkte 
zweier  Geraden  und 
der  mit  ihnen  dia- 
metralen Geraden 
sind  diametral, 

abV[a^\, 

a6,  l/jaife. 


Fig.  5S. 
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2.  Hieraus  folgt  weiter: 
Die  Verbindungsstrecke  zweier  Punkte 
ist   gleich    der    ihrer    diametralen 
Punkte. 

3.  Trägt  man  von  zwei  dia- 
metralen Punkten  auf  zwei  solchen 
Halbstrahlen  gleiche  Strecken  oft,  so 
sind  die  Grenzpunkte  dieser  Strecken 
ebenfalls  diametral. 

Denn  wenn         A^Ä^, 
'    Richtung  AB]/\A^B^ 
und  AB  =^  A^B^y  so  decken  ein- 
ander nach  halber  Umdrehung  diese 
Strecken. 

4.  Wenn  zwei  diametrale  Ge- 
rade von  einem  Büschel  von  Cen- 
tralen durchschnitten  werden,  so 
entstehen  zwei   kongruente  ge- 


Der  Winkel  zweier  HcUbstrahUn 
ist  gleich  dem  ihrer  diametrakn 
Halbstrahlen. 

3'.  Trägt  man  an  zwei  diame- 
tralen HaJbstrahlen  zweier  solchen 
Punkte  gleiche  Winkel  gleichwendig 
an,  so  sind  die  SchenJcel  dieser  Winkel 
ebenfalls  diametral 

Denn  wenn       a\/\  a^, 
Punkt  abl^a^bi 
und  -«^  a6  =  a^ft, ,  so  decken  ein- 
ander  diese   Winkel   nach   halber 
Umdrehung. 

4'.  Wenn  durch  zwei  diametrale 
Punkte  Büschel  paarweise  par- 
alleler Geraden  gezogen  werden; 
so    entstehen    zwei    kongruente 


Fig.  58. 

gengerichtet  parallele  dia 
metrale  Punktreihen.  —  ümge 
kehrt  folgt  aus  3: 


Fig.  64. 

gleichwendige  diametrale 
Strahlenbüschel,  von  deren 
Scheitelstrahl  die  Gegenrichtungen 
einander  entsprechen.  —  Umge- 
kehrt folgt  aus  3': 
Zwei  kongruente  gleichwendige  Stroh- 
lenbüschelyVonderen  Scheitelstrahl  sidi 
die  Gegenrichtungen  entsprechefij  sind 
diametral  zur  Mitte  dieses  Strahles. 


Zwei  kongruente  gegengerichtet  paral- 
lele Punktreihen  sind  diametral  zur 
Mitte  der  Verbindungsstrecke  zweier 
homologen  Punkte, 

5.  Da  zwei  diametrale  Figuren  nach  halber  Umdrehung  einander 
decken,  so  ergiebt  sich: 
Drei  Punkte  oder  Geraden  und  die 
ihnen  diametral  entsprechenden  Punkte 
bzw.  Geraden  bestimmen  zwei  gleich- 
wendig kongruente  Dreiecke  oder  Drei- 
Seite. 

Allgemeiner: 

Zwei   zu  einem   Centrum    diametrale    Figuren    sind  gleichwendig 
kongruent. 


Flg.  65. 
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B. 

Winkel  und  Strecken  zwischen  Paaren  von  Parallelen 
und  Transversalen. 

6.  In  Bezug  auf  die  Winkel  folgt  aus  der  diametralen  Lage 
zweier  Paare  von  Parallelen: 

a)  Zwei  Winkel  mit  paarweise  parallelen  Sclienkeln 
sind  einander  gleich,  wenn  sie  von  einem  parallelen  Scheyikel- 
paare  aus  gleichwendig  liegen;  liegen  sie  gegenwendig,  so  ist 
ihre  Summe  2R, 

Denn    die    Schenkel    der    gleichwendig    liegenden 
Winkel  sind  diametral  zur  Mitte  der  Verbindungsstrecke 
der  Scheel;  von  gegenwendigen  Winkeln  ist  der  eine  ein        rig.  56. 
Nebenw^fkel  zu  dem   mit  dem  andern  diametralen  Winkel.  —  Um- 
gekehrt folgt  aus  3': 

b)  Wenn  von  iswei  gleichwendig  gleichen  Winkeln  das  erste  ScJienkel- 
paar  parallel  ist,  so  ist  es  atich  das  andere, 

7.  Aus  der  diametralen  Lage  der  Parallelen  ergiebt  sich  in  Bezug 
auf  die  Grofse  der  Strecken:  ^  ^ 

a)  Parailele  Strecken  zwischen  Parallelen  sind        "/  ""  7 
einander  gleich,                                                              ^               / 
als  diametrale  Strecken  in  Bezug  auf  die  Mitte  ^~.            ^ 
der  Yerbindungsstrecke  zweier  gegenüberliegen-               ^^'  ^''• 

der  Grenzpunkte.  —  Umgekehrt: 

b)  Wenn  zwei  Stredcen  parallel  und  gleich  sind,  so  sind  es  auch 
die  Verbindungsstrecken  gleichliegender  Grenzpunkte, 

(d.  h.  die  Verbindungsstrecken,  von  welchen  die  gegebenen  Strecken 
je  auf  einer  Seite  liegen).  Denn  wenn  -4J5  ||  und  ^^  A^B^,  so  liegen 
beide  Strecken  diametral  in  Bezug  auf  die  Mitte  von  AA^  (3),  somit 
ist  (1)  AB^  H  A^B  d.  h.  AB^  |  und  ^^  A,B. 

8.  Werden  (Fig.  58)  zwei  Parallele  AA^  ||  BB^  von  zwei  Trans- 
versalen AB  und  -4.,i?i  geschnitten,  so  sind  erstere  Geraden  diametral 
zu  den  Mittelpunkten  M  oder  M^  der  beiden  Transversalen  (§.  15,  i). 
Daher  liegt  (nach  §.  14,  4')  sowohl  M  als  M^  auf  der  Mittelparallelen 
zu  ersteren  Parallelen,  d.  h.: 

a)  Biß  Mittelpunkte  der  Transversalen  zunsclien  j^, ^ 

Parallelen  liegen  auf  der  Mittelparallelen  der  letz-   d. x^y 

tfren,  ^  ^. 


b)  Die  Parallele  durch  die  Mitte  einer  Trans-  ^  ^ 

versalen  zwischen  zwei  Parallelen  ist  Mittelparallele  ^'*  *®- 

und  halbiert  somit  jede  andere  Trcmsversale. 

Werden  also  auf  einer  Geraden  (Fig.  59)  gleiche  Strecken  aufgetragen, 
AB  =  BC^CD 

LelurbQch  dn  EleiBtntor-Geometrie.  3 
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und  durch  ihre  Teilpunkte  Parallele  gezogen, 

so  ist  A^B^  =  B^C^  =  CiA,  d.  h.: 

c)  Wenn  Fardllele  auf  einer  Geraden 
gleiche  Strecken  abschneiden  y  so  schneiden  sie 
auf  jeder  Transversalen  ebenfalls  einander 
gleiche  Strecken  ab. 

9.  Werden  zwei  Parallele  ÄA,  ||  BB,  ^*»-  ^' 

von  zwei  Transversalen  AB  und  A^B^   geschnitten  und  zieht  man 

noch  durch  die  Mitte  der  einen  Transver-      ^ ^        ^, 

salen  die  Parallele  zur  andern                            1                     ^\~~/ 
A^M.B^IliAMB,  d -^ 

und  es  ist  MM^  =  AA^  =  AA^  +-^1-^2    ^  ^^      ^ 

und  MM^  =  BB^  =  BB,  -  B^ B,  Fig.  so. 

(7a);  hieraus  folgt:  2MM^  =  AA^  +  BB^,  d.  h.: 

Wenn  mvei  Parallele  von  zwei  Transversalen  begrenzt  werden  ^  so 
ist  die  halbe  Summe  der  parallelen  Strecken  gleich  der  Strecke  der  Mittel- 
parallelen  zwischen  den  Transversalen, 

Für  den  Fall,  dafs  die  Strecken  auf  den  Parallelen  von  einer 
Transversalen  aus  gegengerichtet  liegen,  ist  eine  derselben  negativ 
zu  nehmen. 

10.  Wird  die  Strecke  auf  einer  der  Parallelen  verschwindend 
klein,  so  folgt  aus  8  a,  b  und  9: 

a)  Die   Verbindungsstrecke  zweier  Seitenmitten  0^^          ^ 
emes  Dreiecks  ist  parallel  der  dritten  Seite.  r\       7 

b)  Die  Parallele  zu  einer  Seite  eines  Dreiecks  ^^       ^^[ml 
durch  die  Mitte  einer  zweiten  Seite  halbiert  auch  die  j           /\^ 
dritte.  I           I        X 

c)  Die  Verbindungsstrecke  zweier  Seitenmitten  -®  -^  ^ 
eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Hälfte  der  dritten  Seite.  ^«.  «i- 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Drehung. 

§.  17.  Drehung  der  Geraden  um  einen  Punkt  in  ihr. 

Aufeinanderfolgende  Drehungen  um  verschiedene  Punkte. 

1.  Die  Drehung  einer  Geraden  um  einen  Punkt  in  ihr  wurde 
schon  in  §.  7  behandelt.  Wird  aber  eine  Gerade  nach  einander  um 
verschiedene  ihrer  Punkte  gedreht^  etwa  a  um  A  in  die  Lage  b,  dann 
b  um  B  in  die  Lage  Cj  und  -denkt  man  mit  der  zweiten  Drehung 
eine  gleich  grofse  um  den  ersten  Drehpunkt  A  von  b  nach  c^  aus- 
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geführt^  80  dafs  '^  6c  =  6C|  ist,  so  wird  Cj  1  c  (§.  15,  3  b),  also  auch 
(§.  15,  3  c)  ^  ac  =  ac^  =  aft  +  bc^  =  afe  +  bc.  —  Wötde  die  Ge- 
rade noch  in  eine  vierte  Lage  d  gedreht,  so  ergäbe  sich  ein  weiterer 


Flg.  6t. 

zu  addirender  Winkel  und  es  würde  sein:  ^  ad  =  a&  +  ^^  4"  ^^• 
Dabei  ist  immer  der  Drehungssinn  zu  beachten.  So  gilt  denn  all- 
gemein der  Satz: 

Wird  eine  Gerade  nach  einander  um  beliebige  je  in  ihr  liegende 
Punkte  gedreht,  so  ist  der  Winkel  zwischen  der  ersten  und  letzten  Rich- 
tung gleich  der  Summe  der  nacheinander  durch  die  einzelnen  Drehungen 
erlangten   Winkel. 

Man  vergleiche  hiermit  §.  7,  7,  insbesondere  auch  die  Anmerkung 
daselbst. 

B.  Die  Winkel  des  Dreiecks. 

2.  In  einem  Dreieck  heifst  jeder  Nebenwinkel  eines  Dreiecks- 
winkels Aufsenwinkel  des  Dreiecks,  z.  B.  d,  — 
Die  Verlängerung  der  Seite  a  kann  einerseits  direkt 
durch  Drehung  um  das  zugehörige  Eck  B  in  die 
Lage  der  benachbarten  Seite  c  übergeführt  werden, 
^  d  =  aCf  andererseits  durch  Drehung  um  das 
zweite  auf  ihr  liegende  Eck  C  zunächst  in  die 
Lage  der  Seite  6,  -^06  =  ^  und  dann  durch  Drehung  um  das  dritte 
Eck  nach  c,  -^6c  =  a;  somit  ist  (nach  1):  ^ac  =  a6  +  6c, 
-^  d  =  y  +  «;  ^-  J^-- 

Ein  Aufsenwinkel  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der  ifim 
nicht  anliegenden  Dreieckswinkel. 

Zusatz:  Ein  Aufsenwinkel  ist  also  grofser  als  ein  nicht  an- 
liegender Winkel  des  Dreiecks. 

3,  Da  nun  noch  d  +  1^  =  2  JB  oder '  auch  —  wenn  die  Gegen- 
richtung von  a  mit  a^  bezeichnet  wird  —  weil: 

^ab  +  bc  +  ca^  =  2iJ, 
so  folgt: 

a)  Die  Summe  der  Winkel  im  Dreieck  beträgt  2R, 
woraus  sich  sofort  ergiebt: 


jr» 


Fig.  63. 
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b)  Stimmen  zwei  Dreiecke  in  zwei  Winkeln  überein,  so  sind  atM^ft 
ihre  dritten  Winkel  einander  gleicti. 

Jedes  Dreieck  kann  höchstens  einen  rechten  oder  stumpfen 
Winkel  haben  ^  zwei  derselben  sind  stets  spitz.  Man  teilt  hiernach 
die  Dreiecke  ein  in  spitzwinkelige,  rechtwinkelige,  stumpf- 
winkelige, je  nachdem  in  dem  Dreieck  kein  grösserer  Winkel  als 
ein  spitzer,  rechter  oder  stumpfer  vorkommt. 

Von  den  Seitenstrecken  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  heifst  die 
dem  rechten  Winkel  gegenüberliegende  die  Hypotenuse,  die  beiden 
andern  heifsen  die  Katheten. 

c)  In  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  beträgt  die  Summe  der  WinM 
an  der  Hypotenuse  IR. 

d)  In  einem  gleichseitigen  Dreieck  beträgt  jeder  Winkel  f  JB  (§.  11,8). 

C.   Die  Winkel  des  Vielecks. 

4.  Wird  ein  Halbstrahl  um  einen  Punkt  auf  ihm  nach  einem 
weiteren  Punkte  gedreht,  dann  um  diesen  Punkt  nach  einem  weiteren 
u.  s.  f.,  so  bilden  die  Strecken  zwischen 
den  auf  einander  folgenden  Punkten  einen 
Geradenzug.  In  einem  solchen  ist  (nach  1) 
der  Winkel  der  ersten  und  letzten  Rich- 
tung gleich  der  Summe  der  Winkel  der 
einzelnen  Drehungen.  —  Wenn  die  Strecken 
eines  Geradenzuges  einander  nicht  durch- 
schneiden und  der  letzte  Zielpunkt  der 
Drehungen  der  Anfangspunkt  des  ersten 
Halbstrahls  ist,  so  entsteht  ein  Vieleck,  welches  einen  Teil  der  Ebene 
begrenzt.  Der  umgrenzte  Teil  heifst  das  Innere  des  Vielecks.  Die 
Punkte   heifsen  Ecken,  die  Verbin-  ^^^ 

dungsstrecken  zweier  aufeinander  fol- 
genden     Punkte      Seitenstrecken, 
die   Summe    derselben    der  Umfang 
des   Vielecks.      Nach    der    Zahl    der 
Ecken  oder  Seiten  unterscheidet  man 
Dreiecke,   Vierecke,   Fünfecke 
u.  s.  w.    Die  Winkel  zwischen  je  zwei 
aufeinander  folgenden  Seiten  gemessen 
im  Innern  des  Vielecks  heifsen  Innen- 
winkel, während  man  unter  Auf^enwinkeln  diejenigen   versteht, 
welche  je   eine  Seite  und   die   Verlängerung   der  angrenzenden   mit 
einander  bilden.     Die  Verbindungsstrecken  zweier  nicht  aufeinander 
folgenden  Ecken  heifsen  Diagonalen. 

5.  Die  Gesamtheit  der  Winkel,  welche  je  zwei  auf  einander 
folgende  Richtungen  mit  einander  bilden,  in  welchen  ein  den  Umfang 
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durchlaufender  Punkt  sich  bewegt^  nennt  man  zusammengehörige 
Aufsen Winkel.  Dieselben  bilden  die  Winkel  der  Drehungen  einer 
Geraden^  der  Art,  dafs  die  letzte  Richtung  mit  der  ersten  zusammen- 
fallt; daher  ist  ihre  Summe  ein  voller  Winkel^ 

^ab  +  bc  +  cd  +  de  +  ef+  fa^-^aa^^  4JB, 
wobei  noch  zu  beachten,  dafs  falls   die  Verlängerung  in  das  Innere 
des  Vielecks  TAH,  der  Aufsen winkel  negativ  zu  nehmen  ist. 

Die  Summe  der  zusammengehörigen  Aufsenwinkel  eines  Vielecks 
beträgt  4  JB. 

6.  Wenn  die  Verlängerung  einer  Vieleckseite  aufserhalb  des 
Vielecks  liegt,  so  bilden  an  dem  betreffenden  Eck  ein  Innen-  und  ein 
Aufsenwinkel  ein  Paar  Nebenwinkel;  fällt  sie  aber  in  dasselbe,  so 
übertrifft  der  Innenwinkel  den  Aufsenwinkel  um  einen  gestreckten 
Winkel ;  der  Aufsenwinkel  ist  aber  in  diesem  Fall  negativ  zu  nehmen, 
so  dafs  auch  nun  die  Summe  beider  Winkel  an  einem  Eck  2R  be- 
trägt. Da  in  einem  n-Eck  die  Anzahl  dieser  2R  betragenden  Winkel 
n  ist,  die  Summe  der  Aufsenwinkel  aber  4R  beträgt,  so  folgt: 

Die  Summe  der  Innenwinkel  eines  n-Ecks  beträgt  (2n  —  4)i2, 
z.  B.  die  Summe  der  Innenwinkel  eines  Vierecks  4jB,  eines  Fünfecks 
6B,  eines  Sechsecks  82i  u.  s.  w. 

§.  18.  Drehung  der  Geraden  um  einen  Punkt  anfser  ihr. 

A.  Ein  Punkt  und  eine  Gerade. 

1.  Während  die  Umwendung  und  die  halbe  Umdrehung  voll- 
ständig bestimmt  sind,  sobald  die  Axe,  bezw. 
das  Centrum  gegeben  ist,mufs  bei  der  Drehung 
einer  Ebene  um  einen  Drehpunkt  (Situations- 
punkt) aufser  diesem  noch  der  Winkel,  um 
welchen  zu  drehen  ist,  der  Drehungswinkel, 
gegeben  sein.  —  Da  die  Strecke  vom  Drehpunkt 
nach  einem  Punkt,  bzw.  die  Normale  vom  Dreh-  ^^^'  ^' 

piinkt  zu  einer  Geraden  ihre  Lage  nur  so  bei  der  Drehung  ändert,  dafs  der 
eine  Grrenzpunkt  der  Strecke  im  Drehpunkt  bleibt,  so  ergiebt  sich  sofort: 

a)  Bei  einer  Drehung  bleibt  der  Abstand  eines  Pufüctes  oder  einer 
Geraden  vom  Drehpunkt  unverändert. 

Gemäfs  §.  12,  6  b,  bzw.  §.  12,  7  b  folgt  hieraus: 


b)  Die  Mittelnormale  zu  den 
lagen  eines  Punktes  vor  und  nach 
einer  Drehung  gM  durch  den  Dreh- 
punkt — 

nnd  umgekehrt: 

c)  Ein  Punkt  läfst  sich  mit  einem 
anderen  zur  Deckung  bringen  durch 


V)  Die  Halbierende  des  Neben- 
unnkels  der  Richtungen  einer  Ge- 
raden vor  und  mich  einer  Drehung 
geht  durch  den  Drehpunkt  — 

c')  Eine  Gerade  läfst  sich  mit  einer 
andern  zur  Dechu/ng  bringen  durch 
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18. 


Drehung  um  einen  beliebigen  Punkt 
der  Mittelnormalen  beider  Punkte. 


Drehung  um  einen  bdi^gen  Punld 
einer  ihrer  beiden  Winkelhalbierenden, 


2.  Hiernach  kann  man  einen  Punkt  Ä  und  einen  Halbstrahl  a 
durch  denselben  mit  einem  zweiten  Punkt  Ä^  und  einem  Halbstrahl  a^ 
durch  denselben  zur  Deckung  bringen  durch  eine  Drehung  um  den 
Schnittpunkt  S  der  Mittelnormalen  m  von  ÄÄ^  mit  der  Halbierenden 
des  Nebenwinkels  der  Richtungen  von  a  und  a^.     " 

B.  Zwei  und  mehr  Punkte  und  Geraden. 

3.  Von  zwei  gleichen  Strecken  AB  und  Ä^Bi  (Fig.  67) können  die 
Grenzpunkte  Ä  und  Ä^ ,  B  und  Bi  zur  Deckung  gebracht  werden  durch 
Drehung  um  den  Schnittpunkt  8  der  Mittelnormalen  ihrer  Verbindungs- 


^a 


Fig.  67.  Flg.  «8. 

strecken  AA^  und  BB^.  —  Die  beiden  gleichen  Strecken  können 
auch  noch  auf  eine  zweite  Weise  zur  Deckung  kommen^  nämlich 
auch  so,  dafs  A  und  B^j  A^  und  B  einander  decken. 

Von  zwei  gleichwendig  gleichen  Winkeln  ab  und  aj)^  (Fig.  68) 
können  die  ersten  Schenkel  a  und  a^  und  gleichzeitig  die  zweiten  l 
und  6i  zur  Deckung  gelangen  durch  Drehung  um  den  Schnittpunkt  /S, 
welchen  die  Halbierende  des  Nebenwinkels  der  Richtungen  a  und  a^ 
mit  der  Halbierenden  des  Nebenwinkels  von  bb^  bildet  Voraus- 
gesetzt ist  dabei,  dafs  a  und  a^  einander  schneiden;  über  die  Deckung 
bei  paralleler  Lage  siehe  das  folgende  Kapitel. 

4«  Aus  der  Gleichheit  zweier  gleich  wendigen  Winkel  ab  und  a^h^ 
(Fig. 69 u.  70) folgt:  ^  aa^  =  aft  +  ba^  =  ba^  +  a^b^  =  bb,  (§.  17,  i); 
d.  h.: 

a)  Von  zwei  gleichwendig  gleichen  Winkeln  bilden  die  Richtungen 
der  ersten  Schenkel  denselben 
Winkel,  une  die  Ruhtungen  ^'^^\,^^^ 

der  zweiten.  XZ4* 

Ist  im  besonderen 

^ab^^a^b^  —  JB, 
so  ergiebt  sich  sofort: 

b)  Der  Winkd  zweier  Nor- 
malen zu  den  Schenkeln  eines 


Flg.  69. 


Fig.  70. 
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Wir^k  ist  diesem  gleich  oder  ergänzt  ihn  zu  2Rf  je  nachdem  von  zwei 
zu  einander  Normalen  aus  beide  Winkel  gleich-  oder  gegenwendig  liegen. 

Stellen  a  und  aj  die  Lage  einer  Geraden  vor  and  nach  einer 
Drehung  dar^  ebenso  b  und  b^,  so  ist,  da  der  Winkel  a&  in  die  Lage 
a,6,  kommt,  -^  a5  «=  o^fei  und  es  folgt  nach  a):  ^  aa^  =  bb^j  d.  h. 
in  Worten: 

c)  Bei  der  Drehung  einer  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  beschreiben 
alle  Geraden  gleiche  Winkel,  d.  h.  der  Winkel  je  ihrer  ersten  und  zweiten 
Richtung  ist  für  alle  der  gleiche^  nämlich  gleich  dem  Drehungswifikel. 

Für  die  Winkel  der  Geraden  vom  Drehpunkte  aus  nach  Punkten  in 
erster  und  zweiter  Lage  ergiebt  sich  der  Satz  unmittelbar  aus  §.  7, 7. 
Es  erscheinen  somit  die  Verbindungsstrecken  der  entsprechenden 
Punkte  beider  Lagen  vom  Drehpunkte  aus  unter  dem  gleichen  Winkel 
(Gesichtswinkel). 

5.  Wenn  der  Halbstrahl  a,  der  von  dem  Punkte  A  begrenzt 
ist,  bei  einer  Drehung  in  die  Lage  a,  mit  dem  Grenzpunkte  A^  kommt, 
so  werden  auch  gleichgerichtet  kongruente  Punktreihen  auf  diesen 
Halbstrahlen,  welche  sich  an  A  und  A^  als  an  entsprechende  Punkte 
anschliefsen,  einander  decken,  ebenso  auch  gleich  wendig  kongruente 
Strahlenbüschel  dieser  Punkte,  welche  sich  an  die  Halbstrahlen  a  und  a^ 
als  entsprechende  Strahlen  anschliefsen.     Es  gilt  also  der  Satzf 

Zwei  kongruente  Punktreihen  oder  zwei  gleichu^endig  kongruente 
Strahlenbüschel  lassen  sich  zur  Deckung  bringen  durch  eine  Drehung  um 
den  Schnittpunkt  der  Mitteltiörmalen  je  zweier  entsprechenden  Punkt- 
paare, bzw.  der  Halbierenden  der  N^entvinkel  je  zweier  entsprechenden 
RuMungspaare,  —  Diese  Mittelnormalen ,  bzw,  Winkdhdibierenden  für 
alle  entsprechenden  Paare  schneiden  einander  in  einem  Punkte. 

6.  Wird  das  Dreieck  ABC  durch  Drehung  um  S  in  die  Lage 
A^By^G^  gebracht,  so  ist  dieses  Dreieck  dem  ersteren  gleich weiidig 
kongruent.  Umgekehrt  folgt,  da*  zwei  kongruente  Dreiecke  aus  drei 
kongruenten  Paaren  von  Strecken,  bzw. 
aus  drei  kongruenten  Paaren  von  Zwei- 
strahlen  zusammengesetzt  sind: 

Zwei  gleickwendig  kongruente  Dreiecke 
Vmnen  zur  Deckung  gebracht  werden  durch 
Drehung  um  den  Schnitt  der  Mittelnor- 
malen  zu  je  zwei  entsprechenden  Ecken  oder 
um  den  Schnitt  der  Halbierenden  der  Neben- 
winkel je  zweier  entsprechenden  Seitenrich- 
tutigen.  Diese  Schnittpunkte  fallen  ßr 
dlk  sokhe  Paare  in  einen  Pttnkt.  ^»  "'*• 

Das  Gleiche   ergiebt  sich  für   irgendwelche   gleichwendig   kon- 
gruente Vielecke. 
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Sechstes  Kapitel. 

Die  Versohiebtuig.    FerspektiviBOhe  Kongruenz. 

§.  19.  Ent^stehnng  perspektivisch  kongruenter  Figuren. 

Zwei  Figuren,  welche  durch  Verschiebung  der  einen  längs  einer 
Geraden  (§.8,  2  c)  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  nennt  man 
in  der  ursprünglichen  Lage  perspektivisch  kongruent  #.  Die 
zur  Deckung  gelangenden  Punkte,  Geraden,  Strecken,  Winkel  heifsen 
entsprechend  oder  homolog.  Die  Verbindungetetrecken  entspr^hen- 
der  Punkte  werden  projicierende  Strahlen  genannt.  Die  eine  Figur 
heifst  auch  die  perspektivisch  kongruente  Projektion  der 
andern. 

§.  20.  Perspektivisch  kongruente  Punkt-  und  Geradenpaare. 

A.  Ein  perspektivisch  kongruentes  Punkt-  und  Geradenpaar. 

1.  Die  Verschiebung  ist  bestimmt,  sobald  die  Gerade  b,  die 
Leitlinie,  längs  welcher  die  Verschiebung  stattfindet  und  auf  dieser 
zwei  Punkte  B  und  B^  gegeben  sind,  welche  einander  entsprechen. 
Kommt  hierbei  ein  Punkt  A  nach  J.^,  eine 
durch  ihn  gezogene  Gerade  a  nach  a^ ,  der  Schnitt 
C  von  a  mit  b  nach  C^  («i6i),  so  ist  CA  «=  C^Ai 
und  ^ab  ==»  a^b^f  als  verschiedene  Lagen 
derselben  Gebilde.  Daraus  folgt  nun,  dafs 
a  II  Ol  (§.  15,  3  b)  und  weiter,  dafs  AAj^  \\  und 
=  CCi  (§.  16,  7  b).     Wir  folgern  also:  ^^«'  " 

a)  In  perspektivisch  kongruenten  Figuren  sind  die  prqjicierendm 
Strahlen  xyaralUl  (der  Leitlinie)  und  je  zwei  entsprechende  Gerade  ein- 
ander parallel.  * 

b)  Alle  Verbindungsstrecken  entsprechender  Punkte  sind  einander 
gleich^ 

nänjiich  gleich  der  Strecke  BB^y  um  welche  die  Verschiebung  statt- 
finden mufs,  damit  beide  Figuren  einander  decken;  wenn  C^B^  die 
zweite  Lage  von  OB  ist,  so  ist  CB  ==  C^Bi,  somit 

CB  +  BC,  =  BC,  +  C,B,  oder  CC^  =  BB, ; 
dahqr  auch  AA^  =  BB^. 

Die  Verschiebung  kann  hiemach  längs  der  Verbindungsstrecke 
irgend  welcher  zwei  entsprechenden  Punkte  vorgenommen  werden 
und  ist  durch  zwei  solche  Punkte  bestimmt. 

2.  Bezeichnen  wir  parallele  Halbstrahlen  a  und  a^,  welche  auf 
einerlei  Seite  der  Verbindungsgerade  ihrer  Grenzpunkte  A  und  Ä^ 
liegen,  als  gleichgerichtet  parallel,  so  ergiebt  sich  (nach  1  und 
dem  Parallelen- Axiom): 


§.  20. 


41 


Gleichgerichtet  parallele  HalhsiraMen  durch  entsprechende  Pufücte 
perspektivisch  kongruenter  Figuren  sind  perspektivisch  kongruent. 

B.  Zwei  und  mehr  perspektivisch  kongruente  Punkt- 
und  Geradenpaare. 


3,  Wird  nun  aufser  Ä  noch  ein 
Punkt  B  auf  a  gewählt,  so  führt 
die  Verschiebung  A  und  B'  bzw. 
nach  A^  und  B^,  so  dafs 
A^B^  II  und  =  AB 


ft- 


Flg.  73. 

sein  mufs.     Wird  umgekehrt 

A,B,==AB 
gemacht^  so  sind  auch  B  und  B^^ 
entsprechende  Punkte^  d.  h.: 

Trägt  man  in  perspektivisch  hm- 
gruenten  Figuren  auf  entsprechenden 
Richtungen  von  entsprechenden  Funk- 
im  Aus  gleiche  Strecken  ab,  so  sind 
deren  Grenzpunkte  perspektivisch  kon- 
gruent. 


3'.  Wird  nun  aufser  a  noch  eine 
Gerade   h    durch   A   gewählt,    so 
führt   die  Verschiebung   a   und  i 
bzw.  nach  a^  und  \y  so  dafs 
■^0^6^  =  ai 

^4 


Fig.  74. 

sein  mufs.     Wird  umgekehrt 

^a^\^ah 
gleichwendig  angetragen,  so  sind 
auch  h  und  \  entsprechende  Halb- 
strahlen, d.  h.: 

Trägt  man  in  perspektivisch  kon- 
gruenten Figuren  an  entsprechenden 
Punkten  und  Bichtungen  gleichwen- 
dig gleiche  Winkel  an,  so  sind 
deren  Schenkel  perspektivisch  kon- 
gruent. 

4.  Für  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  bzw.  Geraden 
ergiebt  sich  sofort  aus  ihrer  Deckung  nach  der  Verschiebung: 

Die  Verbindungsgeraden  entspre-  Die  Schnittpunkte  entsprechender 
chender  Punktpaare  in  perspekti-  Geradenpaare  in  perspektivisch  kon- 
visch  kongrueräen  Figuren  sind  per-  gruenten  Figuren  sind  perspektivisch 
spektivisch  kongruent]  kongruent; 

sie  sind  also  parallel.  sie  liegen  also  auf  einer  Parallelen 

zu  den  projicierenden  Strahlen. 

5.  Wird  a  als  Träger  einer  Punktreihe,  bzw.  A  als  Scheitel 
eines  Strahlenbüschels  angenommen,  so  entsteht  beim  Verschieben 
ein  kongruentes  Gebilde  und  es  ist  nur  eine  wiederholte  Anwendung 
der  in  4  enthaltenen  Sätze,  wenn  wir  behaupten: 


^wei  kongruente  PunktreiJien  auf 
gkichgerichtä  parallelen  Geraden 
sind  perspektivisch. 


Zwei  gleidmendig  kongruente  Stroh- 
lenbüschel,  in  welchen  einerlei  Rich- 
tung des  Scheitelstrahls  sich  selbst 
entspricht,  sind  perspektivisch. 
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6.  Drei  Punkte  oder  Gerade  und  die  mit  ihnen  perspektiviscli 
kongruenten  Punkte  bzw.  Gerade  bestimmen  zwei  perspektiviscli 
kongruente  Dreiecke.  Wenn  umgekehrt  zwei  gleichwendig  kon- 
gruente Dreiecke  so  liegen,  dafs  von  der  Verbindungsgeraden  AA^ 
zweier  entsprechenden  Punkte  aus  die  entsprechenden  Seiten  gleich- 
gerichtet parallel  sind,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  entsprechender 
Winkel  beider  Figuren,  dafs  auch  die  übrigen  entsprechenden  Geraden- 
paare  parallel  sind  (§.  16,  6  b),  und  aus  der  Gleichheit  entsprechen* 
der  Seitenstrecken,  dafs  die  Ecken  paarweise  auf  Strahlen  eines 
Parallelstralilenbüschels  liegen  (§.16,  7  b).     Wir  folgern  also: 

Ztvei  gleichwendig  Icongniente  Dreiecke,  von  welchen  ein  Paar  ent- 
sprechender Seiten  gleichgerichtet  parallel  ist,  sind  perspektivisch  hn- 
gruent 

Das  Gleiche  folgt  für  gleichwendig  kongruente  Geradenzüge  oder 
Vielecke. 

Bemerkung.  Wir  können  somit  zwei  gleich  wendig  kongruente 
Figuren  in  perspektivische  Lage  bringen,  indem  wir  die  eine  um  einen 
beliebigen  Punkt  drehen,  bis  zwei,  also  alle  entsprechenden  Seiten  parallel 
werden.  Von  gegenwendig  kongruenten  Figuren  mufs  die  eine  stuvor  ] 
um  eine  beliebige  Gerade  umgewendet  werden,  damit  beide  in  gleich- 
wendige Lage  kommen.  —  Nachdem  wir  nun  die  verschiedenen  Arten 
kennen  gelernt  haben,  kongruente  Gebilde  zur  Deckung  zu  bringen, 
wenden  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Bedingungen  für  die  Kongruenz, 
welche  von  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  kongruenten  Figuren 
unabhängig  sind. 


§.  21.  Bedingungen  für  die  Kongruenz  der  Dreiecke. 

1.  Wenn  zwei  Dreiecke  kongruent  sind,  so  stimmen  ihre  drei 
Seiten  und  ihre  drei  Winkel  paarweise  in  der  Gröfse  überein:  a  =^  ö,, 
6  =  6i,  c  -*  c^,  <):«&  =  c^bi,  ^bc  =  b^c^,  <^  ca  =  c^a^.  Dafs  von 
diesen  sechs  Gleichheiten  zunächst  die  letzte  eime  Folge  der  zwei 
vorangehenden,  ist  aus  §.  17,  3b  ersichtlich;  dafs  aber  auch  die  übrij?en 
fünf  nicht  unabhängig  von  einander,  soll  nun  gezeigt  werden. 

2.  Wenn  nämlich  in  zwei  Dreiecken  ^ 

etwa   nur   a  =  «j ,   6  «=  6j ,   ^  a6  «=  a^fti       ^/\     

imd   diese   Winkel   gleichwendig   sind,  so       /^  \ 
kann  man  das  eine  Dreieck  in  der  Ebene      %--— V" 
SO  drehen,   dafs  a  ||  aj    wird;   dann   mufs         äv  y 

(§.  16,  6  b)   ft  II  ftj    sein;   aber   es   ist   auch         .j^L 

a^^ai,  6  =  &|,  somit  (§.20,3)  a#ai  und  -^  *» 

b#bi.     Sind  aber  <^  a6  und  a^b^   gegen-  *' 

wendig,   so  genügt  das  Umwe^nden  des  einen,  um  sie  gleichwendig 
und  dann 'perspektivisch  kongment  zu  machen.     Wir  folgern: 
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Zwei  Dreiecke  sind  kongruent^  wenn  sie  in  zwei  Seiten  tmd  in  dem 
von  denselben  eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen. 

3.  Wenn  für  die  Dreiecke  nur  a  =  «j ,  -^  afe  =  a|  6, ,  -^  ac.==  a^  c, , 
so  kann  man  wieder  das  eine  Dreieck  so  drehen ,  dafs  a  ||  a^  wird; 
dann  mufs,  wenn  die  Winkel  gleichwendig  sind  (§.  20,  3'),  6  #  6^  und 
c  #  Ci  sein;  sind  aber  die  Winkel  gegeuwendig,  so  mufs  sich  dasselbe 
ergeben,  wenn  man  das  eine  Dreieck  zuvor  noch  umwendet.  —  Wären 
die  zwei  Dreiecke  nicht  in  zwei  der  gleichen  Seite  anliegenden  Winkeln 
übereinstimmend,  sondern  wäre  etwa  a=^  a^j  sowie  *^  a6  =»  ajt^  und 
^6c«=6iCi,  so  müfste  natürlich  auch  ^ac=^a^c^  sein  und  alles 
Übrige  bliebe  bestehen.     Wir  folgern: 

Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  in  einer  Seite  und  in  zwei 
gleiMiegenden  Winkeln  übereinstimmen. 

4.  Wenn  für  die  beiden*  Dreiecke  a^^  a^,  J  =  6^ ,  c  «=  Cj  ist,  so 
kann  man  wieder  das  Dreieck  so  drehen,  dafs  a  ||  a^  wird.  Sind 
dann  die  Winkel  gleich  wendig,  so  mufs  A^  auf  diejenige  Seite  von  a^ 
fallen,  auf  welcher  der  mit  A  perspektivisch  kongruente  Punkt  liegt, 
da  perspektivisch  kongruente  Dreiecke  ebenfalls  gleichwendig  sind. 
Sind  aber  die  Winkel  gegenwendig,  so  genügt  ein  Umwenden  um 
a^,  um  das  Dreieck  in  die  eben  bezeichnete  Lage  zu  bringen.  Der 
dem  Punkt  A  entsprechende  Punkt  mufs  aber  von  B^  und  C^  ebenso- 
weit entfernt  sein,  als  A^^  da  c^  c^  und  Z) «»  b^  ist.  Daher  ist  A^ 
(§.  12,6c)  der  entsprechende  Punkt  zu  A.     Wir  folgern: 

Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  in  ihren  Seiten  mberein- 
stimmen. 

5.  Wenn  für  die  zwei  Dreiecke  a^^  a^^  h  =  \  und  <^  ac  «=  a^c^y 
so  läfst  sich  durch  Drehung  allein  oder  durch  Drehung  und  Um- 
Wendung  <^  ac  #  a^c^  machen,  so  dafs  dann  die  Strecken  a  und  a^  und 
die  Richtungen  c  und  c,  perspektivisch  kongruent  sind.  Der  dem 
Punkte  A  entsprechende  Punkt  mufs  nun  auf  Cj  liegen  und  von  C^  um 
i  =  &i  entfernt  sein.  Es  giebt  aber  (§.12,  6  d)  auf  jeder  Seite  der 
Normalen  von  Cj  auf  c^  nur  je  einen  Punkt  in  dieser  Entfernung;  also 
mufs  A^  einer  dieser  Punkte  sein.  Der  dem  Punkte  A  entsprechende 
Punkt  wird  daher  mit  A^  zusammenfallen,  wenn  die  Winkel  bei  A 
und  Ay^  beide  spitz  oder  beide  stumpf  oder  beide  Rechte  sind.  Wir 
folgern: 

Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  in  zwei  Seiten  überein- 
stimmen^ während  die  Gegenwinkel  eines  Paares  gleicher  Seiten  einander 
fjleich,  die  Gegentcinkel  des  andern  Paares  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sind. 

6.  Diese  vier  Kongruenzsätze  werden  häufig  angewendet,  um  die 
Gleichheit  zweier  Strecken  oder  zweier  Winkel  nachzuweisen,  welche 
nicht  durch  Umwendung  oder  halbe  Umdrehung  zur  Deckung  ge- 
langen; man  sucht  die  fraglichen  Stücke  als  zu  kongruenten  Drei- 
ecken gehörig  aufzufassen  und  schliefst: 
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In  kongrtienten  Dreiecken  liegen  übereinstimmenden  Strecken  eben 
solche  Winkel  gegenüber  und  umgekehrt 

?•  Wenn  wir  in  den  Dreiecken  ABC  und  A^B^C^  die  erste 
Seite  a  und  öf-,  jeweils  weglassen  und  dafür  B  und  C,  bzw.  JBj  und 
C^  durch  Geradenzüge  verbinden^  deren  Seiten  und  Winkel  in  gleicher 
Folge  übereinstimmen,  so  sind  diese  Geradenzüge  kongruent  und 
bilden  mit  BAC,  bzw.  B^A^C^  kongruente  Vielecke,  wenn  die  Lage 
der  Punkte  A  und  A^  analog  den  Bedingungen  der  vier  Eongruenz- 
sätze  bestimmt  ist.  Beachten  wir  nämlich,  welche  Strecken  und 
Winkel  jeweils  unter  diesen  Bedingungen  nicht  genannt  sind,  so 
ergiebt  sich,  dafs  es  zur  Kongruenz  der  Vielecke  genügt,  wenn 
von  ihnen  folgende  Stücke  übereinstimmend  und  in  gleicher  Folge 
gegeben  sind: 

a)  alle  Seiten  bis  auf  eine  und  alle  Winkel  bis  auf  die  beiden 
an  dieser  Seite; 

b)  alle  Seiten  bis  auf  zwei  aufeinander  folgende  und  alle  Winkel 
bis  auf  einen  (§.  17,  e); 

c)  alle  Seiten  und  alle  Winkel  bis  auf  drei  aufeinander  folgende 
Winkel,  deren  mittlerer  in  beiden  Vielecken  von  derselben  Art  ist 
(kleiner  bzw.  gröfser  als  2Ü); 

d)  alle  Seiten  bis  auf  eine  und  alle  Winkel  bis  auf  zwei  auf- 
einander folgende,  von  denen  nur  einer  an  jener  Seite  liegt  und  in 
beidfen  Vielecken  von  derselben  Art  ist  (kleiner  bzw.  grofser  als  IJR). 


IIL  Abschnitt. 

Die  Kreislinie:  ibre  Anwendung  zur  Übertragung  und  Vergleicliang 
von  Strecken  und  Winkeln. 

Siebentes  Kapitel. 

Der  Kreis  in  Verbindung  mit  Punkt,  Gerade  und  Kreis. 

§.  22.  Ein  Kreis. 

1.  Wenn  eine  Strecke  um  einen  ihrer  Grenzpunkte  in  der  Ebene 
eine  volle  Umdrehung  macht,  so  beschreibt  ihr  anderer  GrcDzpunkt 
eine  Linie,  welche  Kreislinie  (Kreis)  heifst  Der  Kreis  ist  also  eine 
geschlossene  ebene  Linie  und  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes, 
welcher  von  einem  gegebenen  Punkte  einen  gegebenen  Abstand  hat 

Gebrauch  des  Zirkels. 

Der  Drehpunkt  heifst  Mittelpunkt  oder  Centrum,  die  bewegte 
Strecke  der  Halbmesser  oder  Radius. 

Zwei  gegengerichtete  Radien  bilden  einen  Durchmesser 
(DiamSter). 

Alle  Badiefi  eines  Kreises  sind  einander  gleich^  ebenso  alle  Ihirch- 
messer, 

2.  Der  von  der  Kreislinie  umschlossene  Teil  der  Ebene 
heifst  Kreisfläche-,  die  Kreislinie  wird  der  Umfang 
oder  die  Peripherie  der  Kreisfläche  genannt.  —  Ein  von 
zwei  Punkten  Ä  und  B  begrenzter  Teil  einer  Kreislinie 

heifst  Kreisbogen,  bezeichnet  durch  AB]  durch  zwei         ^^^  ^^ 
Punkte  wird  der  Kreis  in  zwei  Bögen  geteilt 

3.  Da  bei  halber  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  die  zwei 
Grenzpunkte  je  eines  Durchmessers  ihre  Lage  vertauschen,  so  folgt: 

Der  Kreis  ist  eine  centrische  Figur. 

Wird  die  einen  Kreis  enthaltende  Ebene  um  dessen  Mittelpunkt 
beUebig  gedreht,  so  decken  einander  stets  die  neue  und  die  frühere 
Lage  des  Kreises  (§.  18,  la);  Bögen,  welche  dabei  zur  Deckung  kommen, 
heifaen  gleiche  Bögen  (—  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Bögen 
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wie  bei  Strecken,  vgl.  §.  6,  3  und  4.  — ).  Bei  einer  halben  Um- 
drehung deckt  der  einerseits  von  einem  Durchmesser  gelegene  Kreis- 
bogen den  anderseits  gelegenen,  d.  h.: 

Ein  Durchmesser  teilt  den  Kreis  in  zioei  Halbkreise  ^ 
d.  i.  in  zwei  kongruente  Teile. 


§.  23.  Kreis,  Punkt  und  Gerade. 
A.  Punkt. 

1.  Ein  Punkt  liegt  auf  einem  Kreise  oder  aufserhalb  oder 
innerhalb  desselben,  je  nachdem  sein  Abstand  vom  Mittelpunkt« 
(seine  Centraldistanz)  bezüglich  gleich  oder  gröfser  oder  kleiner 
ist  als  der  Halbmesser. 

B.  Sekante  und  Sehne. 

2.  Eine  Gerade  kanii  in  Bezug  auf  einen  Kreis  verschiedene 
Arten  von  Lage  haben.  Zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  eine  Gerade 
wegen  ihrer  Erstreckung  ins  Unendliche  nicht  ganz  in  eine  Kreis- 
fläche fallen  kann:  eine  Gerade,  welche  zum  Teil  in  eine  Kreisfläche 
fallt y  heifst  eine  Sekante  des  Kreises. 

3.  Hat  eine  Gerade  g  mit  einem  Kreise  einen  Punkt 
A  gemeinsam  und  wird  durch  den  Mittelpunkt  die  Nor- 
male zu  g  gezogen,  so  giebt  es  in  Bezug  auf  letztere 
einen  mit  A  symmetrischen  Punkt  5,  und  es  ist  MB=MA 
(§.  11,  i),  so  dafs  B  auch  auf  dem  Kreise  liegt.  Es 
giebt  aber  (nach  §.  12,  6d)  keinen  weiteren  Punkt  auf  «g.  77. 
der  Geraden  g  in  der  gleichen  Entfernung  von  M.     Wir  folgern: 

Eine  Gerade,  welche  die  Kreislinii  in  einetn  Punkte  schneidet^ 
schiieidet  diese  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  sie  kann  aber  keine  drei 
Punkte  mit  der  Kreislinie  gemeinsam  haben. 

Die  innerhalb  der  Kreisfläche  liegende  Strecke  einer  Sekante 
heifst  Sehne. 

4.  Da  die  Grenzpunkte  einer  Sehne  gleichen  Abstand  vom  Cen- 
trum haben,  so  folgern  wir  nach  §.  12,6b  bzw.  §.  11,9: 

a)  Die  Mittelnormale  einer  Sehne  geht  durch  das  Centrum. 

b)  Ein  Durchmesser  halbiert  jede  zu  ihm  normale  Sehne;  der  Kreis 
ist  also  eine  cuvige  Figur  für  jeden  Durchnesser  als  Axe. 

c)  Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  auf  dem  zu  ihnen  norfnaleti 
Durchmesser. 

Zusatz,  a)  Ein  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Mittelnormalen 
zweier  Punkte  liegt  und  der  durch  einen  dieser  Punkte  geht,  geht 
auch  durch  den  andern. 
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ß)  Zwei  zu  einander  normale   Durchmesser  teilen  die  Kreis- 
linie und  die  Kreisfläche  in  vier  gleiche  Teile,  sog.  Quadranten. 

5.  Da  der  Kreis  eine  axige  Figur  ist,  so  bringt  die  Umwendung 
um  einen  Durchmesser  auch  die  Bogenteile,  welche  durch  ihn  und 
eine  normale  Sehne  begrenzt  sind,  zur  Deckung,  woraus  sich  ergiebt: 

a)  Der  zu  einer  Sehne  normale  Durchmesser  haihkrt  die  durch  die 
Sehne  begrenzten  Bögen. 

In  Verbindung  mit  4  folgt  hieraus  weiter: 

b)  Die  Gerade  durch  zwei  der  vier  Putücte:  Centrum,  Mitte  einer 
Sehne  und  Mitten  der  zugehörigen  Bogen  geht  auch  durch  die  anderen 
zwei  und  ist  normal  zur  Seltne. 

C.  Tangente. 

7.  Wird  eine  Sekante  des  Kreises  um  einen  ihrer  Schnittpunkte 
80  gedreht,  dafs  der  andere  sich  gegen  den  ersteren  zu  bewegt,  so 
tritt  schliefslich  eine  sog.  Grenzlage  ein,  bei  welcher  die  Schnitt- 
punkte zusammenfallen  in  einen:  in  dieser  Grenzlage  heifst  die  Ge- 
rade eine  Berührungsgerade  oder  Tangente  des  Kreises,  und 
der  Punkt,  welchen  sie  mit  dem  Kreise  gemeinsam  hat,  heifst  ihr 
Berührungspunkt. 

Die  Tangente  hat  aufsei'  dem  Berührungspunkte  keinen  weiteren  Punkt 
mit  dem  Kreise  gemeinsam; 

denn  dies  wäre  soviel  als  die  Gerade  hätte  mit  dem  Kreise .  drei 
Punkte  gemeinsam,  da  im  Berührungspunkte  zwei  Schnittpunkte 
zusammenfallen^ 

8,  In  jener  Grenzlage  fällt  die  Sehnenmitte  mit  dem  Berührungs- 
punkte zusammen  und  wir  folgern  nun  aus  5b,  4b  und  4a  bezüg- 
lich die  Sätze: 

a)  Die  Tangente  ist  normal  zu  dem  nach  ihrem  Berührungspunkte 
gehenden  Badiüs. 

b)  Der  zur  Tangente  normale  Eadius  geht  durch  den  Berührungs- 
punkt, 

c)  Die  im  Berührungsptmkte  der  Tangente  zu  dieser  gezogene  Nor- 
male geht  durch  das  Centrum. 

Zusatz  zu  a).  Die  Tangenten  an  den  Grenzpunkteu  eines  Durch- 
messers sind  mit  einander  und  mit  den  vom  Durchmesser  halbierten 
Sehnen  parallel. 

9,  Auch  die  Umkehr ung  von  8a- gilt: 

Die  im  Endpunkte  eines  Radius  zu  diesem  gezogene  Normale  ist 
Tangente  des  Kreises; 

denn  ihre  von  jenem  Punkte  ausgehenden  Halbstrahlen    sind    sym- 
metrisch in  Bezug  auf  den  Radius  als   Axe,    müfsten   daher   aufser 
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dem  Endpunkte  des  Radius  noch  zwei  symmetrische  Punkte  mit 
dem  Kreise  gemeinsam  haben,  wenn  sie  überhaupt  einen  weiteren  mit 
ihm  gemein  hätten;  letzteres  ist  also  unmöglich. 

10.  Nun  liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  auf  der 
Kreislinie;  ihre  übrigen  Punkte  aber  aufserhalb  derselben,  d.  h.: 

Alle  Punkte  einer  Tangente  liegen  vom  Kreismittdpunkte  weiter 
entfernt  als  der  Berührungspunkt, 

Zusatz.    Wir  verwerten  dies  zu  folgender  Aussage: 
Dis  von  einem  belidngen  Punkte  nach  einer  Geraden  gehende  Nor- 
male ist  der  kürzeste  Abstand  eunschen  jenem  Punkte  und  den  Pavikx^ 
der  Geraden; 

denn  ein  Kreis  mit  jenem  Punkte  als  Gentrum  und  der  normalen 
Strecke  als  Radius  hat  die  Gerade  zur  Tangente. 

11.  Eine  Gerade,  deren  Abstand  vom  Centrum  grofser  als  der 
Radius,  hat  mit  dem  Kreise  keinen  Punkt  gemeinsam;  denn  alle 
Punkte  der  Geraden  sind  um  mehr  als  den  Radius  vom  Centrum  ent- 
fernt, da  ihr  nächster  Punkt  schon  weiter  entfernt  ist. 

§.  24.   Kreis  und  zwei  Gerade. 
a)  Zwei  gleiche  Sehnen. 

1.  Wählt  man  zunächst  zwei  von  demselben  Kreispunkte  aus- 
gehende  gleiche   Sehnen,   AB  ^=^  AB^,    so   geht   die 
Mittelnormale  zu  BB^  durch  A  (nach  §.  12,  6b),  aber 
auch  durch  M  (nach  §.  23,  4  a),  so  dafs  wir  folgern: 

Zwei  von  demselben  Punkte  A  ausgehende  gleich^ 
Sehnen  liegen  symmetrisch  m  dem  durd^  jenen  Punkt 
A  geilenden  Durchmesser,  ebenso  die  jsugehörigen  Bögen.  ^^-  '^ 

2.  Wählt  man  aber  zwei  beliebige  gleiche  Sehnen,  AB  =  A^B^ 
und  bringt  man  durch  Drehung  der  einen  um  das 
Centrum  ihren  einen  Grenzpunkt  mit  dem  benachbar- 
ten der  andern  Sehne  zur  Deckung,  etwa  A  mit  A^, 
so  kommt  ihr  anderer  Grenzpunkt  etwa  nach  B^,  und 
es  wird  A^B^  A  AiB^  und  B2  A  B^  in  Bezug  auf 
den  Durchmesser  MA^,  so  dafs  auch  A^B^^^  A^B^,  Fig.  79. 

also  auch  AB  =^  A^B^,  Umgekehrt:  wenn  AB  =  A^B^,  so  zeigt 
die  Deckung  sofort,  dafs  auch  AB  =^  A^B^'^  d.  h.: 

a)  Zu  gleichen  Sehnen  gehören  gleiche  Bögen  sotvohl  auf  den  Seiten, 
welche  dem  Centrum  abgewendet,  als  auf  denen,  die  ihm  zugewendet  sind, 
und: 

b)  Zu  gleichen  Bögen  gekoren  gleiche  Sehnen. 

3.  Gleiche  Sehnen  und  Bogen  lassen  sich  auch  erhalten,  indem 
man  beliebige   zwei   parallele  Sehnen   zieht,  etwa   AA^  \\  BB^]   da 
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nämlich   deren  Grenzpunkte   symmetrisch  sind   in  Be- 
zug auf  den  zu  ÄA^  und  BB^  normalen  Durchmesser 

(§.  23,  4b),  so  ist  auch  AB  =  Ä^B^  und  AB  =  A^B^. 
D.  h.: 

a)  Zwischen  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Bögen 
und  Sehnen.  \ 

Umgekehrt  läfst  sich  aber  auch  behaupten:  ^«-  ^' 

b)  Gleiche  Bögen  oder  Sehnen  werden  von  parallelen  Sehnen  he- 
grenst,  wenn  sie  von  je  einer  der  letzteren  nach  einerlei  ßeite  liegen, 
und  man  beweist  dies  leicht  indirekt  mit  Benützung  von  a). 

4.  Aus  3b  ergiebt  sich  nun  mit  Benützung  von  §.  23,  4b,  c  und 
10,  4  sofort  die  folgende  Verallgemeinerung  von  1: 

Gleiche  Bögen  oder  Sehnen  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
Verbindungsgerade  des  Centrums  mit  dem  Schnittpunkte  der  Sehnen, 

5.  In  Bezug  auf  die  Lage  gleicher  Sehnen  zum 
Gentrum  gilt: 

Gleiche  Sehnen  eines  Kreises  haben  gleiche  Abstände 
vom  Centrum; 

denn  wenn  AB  «^  -^i^i>  so  sind  A  und  Ai,  B  und  Bj, 
also  auch   die   Mitten  G  und  0^  symmetrisch   zu   der 
Mittelnormalen  auf  AA^  (§.  23,  4  b),  daher  ist  auch 
MG  A  MC,,  also  MC  =  MG,. 

6.  Aber  auch  die  ümkehrung  von  5  ist  richtig,  nämlich: 

Vom   Centrum   eines   Kreises  gleichweit   abstehende    Sehnen    sind 
gleich; 

denn  wenn  MC  =  MC,,  so  ist  C  A  C,  in  Bezug  auf  den  den  ^  CMC, 
halbierenden  Durchmesser  a  (§.  11,  2');  dann  sind  aber  auch  (§,  12,  s') 
die  zu  MC  und  MC,  Normalen  symmetrisch  zu  a  und  auch  die  durch 
a  gebildeten  Halbkreise,  also  auch  die  Schnittpunkte  beider,  d.  h. 
A  A  Ai  und  B  A  B,,  somit  ist  AB  =  A,B,. 

Anmerkung.  Die  Sätze  5  und  6  lassen  sich  auch  durch  halbe 
Umdrehung  um  M  und  auch  durch  Kongruenz  von  Dreiecken  MAC  und 
MAfi,  beweisen. 

b)  Zwei  Tangenten. 

7.  Werden  in  beliebigen  Punkten  A  und  A,  des  Kreises  M  die 
Tangenten  gezogen,  so  schneiden  diese  ein- 
ander in  8:  der  von  den  Tangenten  gebil- 
dete Winkel  ASA,  heifst  Tangenten  win- 
ke!, die  Verbindungsstrecke  AA,  der  Be- 
rührungspunkte heifst  Berührungssehne 
jener  Tangenten.  In  Bezug  auf  die  Mittel- 
normale zur  Berührungssehne  als  Axe  sind 
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MA  und  MAi  symmetrisch;  da  ferner-  ^  MAS  ==  ^  MA^S  =  R, 
so  ist  auch  AS  A  A^S.     Wir  folgern  also: 

Die  Mütelnormäle  zur  Berühningssehne  zweier  Tangenten  ist  Syni- 
metrieaxe  für  diese  Tangenten,  sie  geht  also  durch  derben  Schnittpunkt  und 
halbiert  den  TangentenunnkeL 

8.  Aus  7  folgt  auch^  dafs  die  von  den  Berührungspunkten  his 
zum  Schnittpunkte  der  Tangenten  reichenden  Strecken,  die  sog. 
Längen  der  Tangenten,  gleich  sind  —  oder: 

Zwei  von*  einem  Punkt  aus  an  einen  Kreis  gehende  Tangenten  sind 
gleichlang. 

9.  Weiter  ergiebt  sich  aus  7  unmittelbar  (vgl.  §;  23,  5  b): 

a)  In  einem  Kreise  liegen  Centrum ,  Mitte  einer  Sditie,  die  Mit- 
ten der  zugehörigen  Bögen  und  der  Schnittpunkt  der  in  den  Grenz- 
punkten der  S^ne  gezogenen  Tangenten  auf  einer  Geraden;  eine  durdi 
zwei  der  fünf  Punkte  gezogene  Gerade  geht  auch  durch  die  übrigen 
drei  Funkte  und  ist  normal  zur  Berührungssehne. 

b)  Die  Halbierende  eines  Tangentenwinkels  geht  durcli  das  Cen- 
trum, durch  die  Mitten  efe>-  zugehörigen  Bogen,  durch  die  Mitte  dei'  Be- 
rührungssehne und  steht  zu  letzterer  normal. 

10.  Wir  folgern  femer: 

Liegt  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  auf  der  Halbierenden  eines 
Winkels  und  berührt  der  Kreis  den  einen  Schenkel,  so  berührt  er  aucli 
den  andern; 

denn  die  Winkelhalbierende  ist  Symmetrieaxe  fär  die  durch  sie  ge- 
bildeten  Halbkreise  und  für  die  Wiukelschenkel;  einem  Berührungs- 
punkte zwischen  Gerade  und  Kreis  einerseits  derselben  entspricht 
symmetrisch  ein  solcher  anderseits. 

§.25.  Kreis  and  Kreis. 

1.  Zwei  Kreise  mit  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte  heifsen  kon- 
centrisch. 

In  nicht  kon centrisch en  Kreisen  heifst  die  durch  die  Mittelpunkte 
derselben  bestimmte  Gerade  Centrale.  Diese  ist  für  jeden  der 
Kreise  Durchmesser;  aus  §.  23,  4b  folgt  also: 

Die  Centrale  zweier  Kreise  ist  für  beide  zugleich  Symmetrieaxe. 

2.  Was  die  gegenseitige  Lage  zweier  Kreise  betriflFk,  so  ist  un- 
mittelbar klar,  dafs  die  Fläche  des  einen  Kreises  entweder  ganz 
aufserhalb  der  Fläche  des  andern  liegen  kann  oder  ganz  innerhalb 
oder  teils  aufserhalb  teils  innerhalb. 

Im  letzten  Falle  mufs  jede  Kreislinie  in  die  von  der  andern 
umschlossene  Fläche  eindringen,  die  beiden  Kreise  müssen  dann  also 
einander  schneiden.  Einem  gemeinsamen  Punkte  beider  Kreise  muis 
aber   nach  1   ein  anderer  in  Bezug  auf  ihre  Centrale  als   Axe  sym- 
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metrisch  entsprechen;  wollte  man  jedoch  annehmen^  dafs  auf  einer 
Seite  der  Centralen  zwei  Schnittpunkte  der  Kreise  lägen^  so  müfste 
die  Mittelnormale  derselben  durch  beide  Ereismitten  gehen  ^  müfste 
also  Centrale  sein^  was  der  Annahme  widerspricht.    Wir  folgern  also: 

2jwei  Kreise  können  einander  nur  in  zwei  Punkten  schneiden,  und 
diese  liegen  symmetrisch  zu  ihrer  Centralen. 

Znsätze,  a)  Die  gemeinsame  Sehne  zweier  einander  schneiden- 
den Kreise  wird  durch  die  Centrale  normal  halbiert. 

b)  Durch  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  ist  ein 
Kreis  eindeutig  bestimmt. 

3.  Wenn  nun  zwei  Kreise  einander  schneiden  —  ihre  Mittel- 
punkte seien  M^  und  M^,  ihre  Radien  r^  nnd  r^  —  imd  wenn  P  ein 
beiden  Kreisflächen  gleichzeitig  angehörender  Punkt  der  Centralen 
ist;  so  ist: 

M^P<r,,  PM^<r„  also:  M,P  +  PM,<r,  +  r^, 
d.  h.: 

M,M^<(r,  +  r,y, 

a.  ^ — ^  1>. 


Fig.  83. 

wenn    aber  Q  ein  nur  der  einen  Kreisfläche  M^  angehörender  Punkt 
der  Centralen  ist,  so  ist: 

M,Q>r,,  r^>M^Q,  also:  M,Q  +  r.,>  r,  + M^Q 
oder: 

-Mio  -  M^Q  >  r,  -  r^,  d.  h.:  M^M^  >  (r^  —  r^). 

Wir  folgern: 

Wenn  zwei  Kreise  einander  schneiden,  so  ist  ihre  Centraldistanz 
Meiner  als  die  Summe  und  gröfser  als  die  Differenz  ihrer  Radien. 

4,   Umgekehrt  läfst  sich  aber  auch  behaupten: 

Wenn  die  Centraldistanz  zweier  Kreise  kleiner  als  die  Summe  und 
gröfser  als  die  Differenz  ihrer  Radien  ist,  so  schneiden  die  Kreise 
einandei'. 

Denn  wenn  JÜfj  Jtfg  <  ('i  +  ^'2)9  zugleich  aber  M^M^  >  (r^  —  r^) 
und  wenn  zuerst  X  so  gewählt  wird,  dafs  3/2^  =  ^2  ^^  ^®^  Rich- 
tung M1M2,  80  ist  M1M2  +  -M2X>  r^  —  »'2  +  r^  oder  MiX>  r^, 
d.  h.  X  liegt,  aufserhalb  des  Kreises  um  M^ ;  wenn  ferner  ilfg  ^  =*  ^2 
in  der  Richtung  M^M^,  so  ist  M^M^  —  M^Y  <r^'\-  r^  —  r^  oder 
YM^  <r^,  d.  h.  der  Punkt  Y  des  Kreises  um  M^  liegt  innerhalb 
des  Kreises  um  M^ 
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5.  Gehen  wir  nun  über  zu  dem  Fall,  dafs  die  Kreise  einander 
nicht  schneiden,  so  können  sie  zunächst  einander  berühren. 

Man  sagt  von  0t€ei  hrummen  Linien:  yfiie  herühren  einander*^  wenn 
sie  eine  gemeinsame  Tangente  mit  gemeinsamem  Berührungspunkte  haben, 
oder  —  was  dasselbe  ist  —  wenn  zwei  Schnittpunkte  der  hrummen  Linien 
in  einem  Punkte  zusammenfallen. 

Zwei  Kreise  können  also  nur  einen  Berührungspunkt  haben, 
weil  sie  ja  überhaupt  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemeinsam  haben  können 
(2),  also  auch  nur  einen,  in  welchem  zwei  Punkte  zusammenfallen. 

6.  Dieser  eine  Berührungspunkt  kann  nun  nicht  auf  der  einen 
Seite  der  Centralen  liegen,  weil 
sonst     anderseits     ein     zweiter 
Berührungspunkt  liegen  müfste  ^.--^ 
(1),  was  unmöglich  ist.    Somit:  \^ 

Wenn  zwei  Kreise  einander 
berühren  y  so  liegt  ihr  Berüh- 
rungspunkt auf  der  Centralen 
und  die  Centraldistanz  ist  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Radien. 

7.  Umgekehrt  behaupten  wir: 

Wenn  die  Centraldistanz  zweier  Kreise  gleich  der  Summe  oder 
Differenz  ihrer  Radien  ist,  so  berühren  die  Kreise  einander,  und  zwar 
ausschliefsend  bzw.  einschliefsend. 

Denn  wenn  Jfj  J/g  =  r^  +  r^  und  wenn  Jfj  P  =  r^ ,  so  ist  PM2  =  r^ , 
d.  h.  es  treffen  auf  der  Centralen  die  Endpunkte  zweier  Radien  zu- 
sammen und  die  in  diesem  Endpunkt  auf  der  Centralen  errichtete 
Normale  ist  die  den  beiden  Kreisen  gemeinsame  Tangente.  Ebenso 
wenn  M^M^  =  r^  —-  r^. 

8.  Behandeln  wir  nun  auch  noch  den  letzten  Fall,  dafs  näm- 
lich MiM^  >  (r^  +  ^2)  oder 
<  (rj — Tg),  so  sei  bei  der 
ersten  Annahme  (Fig.  85  a) 
X-Mj  =  r2  in  der  Richtung 
MiM2y  dann  ist 

M^M^  —  XM2  >  ^1  -f  r^  —  r^ 
oder  MiX^r^y  d.  h.  X  liegt  aufserhalb  des  Kreises  um  Mi  und 
um  so  mehr  jeder  andere  innerhalb  des  Kreises  um  M^  gelegene 
Punkt  der  Centralen.    Bei  der  zweiten  Annahme,  wenn 

M^M^Kri  —  rg, 
sei  (Fig.  85b)  M2Y  :=^  r^  in  der  Verlängerung  von   M^M^]   dann  ist 

MiM^  +  M^YKr^  -  r^  +  r, 
oder  Jlf,  F<rj,  d,  h.  Y  liegt  innerhalb  des  Kreises  um  Mi  und  um 
so  mehr  jeder  andere  innerhalb  des  Kreises  M2  gelegene  Punkt  der 
Centralen.     Aus  beidem  folgern  wir: 
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Wenn  die  Centraldistanz  sswder  Kreise  gröfser  ist  als  die  Summe 
ihrer  Radien ,  so  liegen  sie  ganz  aufser  einander;  ist  sie  kleiner  als  die 
Differenz  ihrer  Badien,  so  schliefst  der  gröfsere  Kreis  den  kleineren 
ganz  ein. 


Achtes  Kapitel. 

Der  EreiB  als  Mittel  der  Übertragung  gleicher  Strecken. 

(Zirkel  kons  truktionen). 

§.  26.  Die  Eonstrnktionsanfgabe. 

Konstruktion  von  Winkel  und  Dreieck. 

1.  Die  geometrische  Konstruktionsaufgabe  verlangt  eine  Figur 
zu  zeichnen  (konstruieren),  welche  gewisse  Bedingungen  'erfüllt.  Sie 
beschränkt  sich  hierbei  auf  die  Anwendung  der  Geraden  und  des 
Ej-eises  (des  Lineals  und  Zirkels).  Die  gegebenen  Bedingungen  heifsen 
Bestimmungsstücke  der  Aufgabe.  Durch  dieselben  wird  die  A-uf- 
gabe  entweder  bestimmt,  und  zwar  eindeutig,  wenn  nur  ein  Re- 
sultat möglich,,  mehrdeutig,  wenn  deren  mehrere  möglich  sind,  oder 
die  Aufgabe  heifst  unbestimmt,  wenn  sie  eine  unendliche  Zahl  von 
Losungen  zuläfst.  Sind  mehr  Bedingungen  gegeben,  als  für  die  ein- 
deutige Bestimmung  der  Aufgabe  notwendig  sind,  so  heifst  die  Auf- 
gabe überbestimmt  und  die  Lösung  wird  im  Allgemeinen  dadurch 
unmöglich.  Unmöglich  sind  nämlich  solche  Aufgaben,  deren  Be- 
stimmungsstücke einander  oder  den  Forderungen  der  Aufgabe  wider- 
sprechen. 

Z.  B.  die  Aufgabe:  „Einen  Punkt  X  so  zu  bestimmen,  dafs  seine 
Entfernungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  A  und  B  bzw.  gleich 
a  und  h  sind",  ist  zweideutig  bestimmt.  Mit  der  Angabe  der  Seite 
von  -4.JB,  auf  welcher  der  fragliche  Punkt  liegen  soll,  wird  sie  ein- 
deutig (§.  12,  6c).  Bleibt  die  Seite  jedoch  gleichgültig  und  ist  es 
einerlei,  von  welchem  der  beiden  Punkte  A  und  B  aus  die  Entfernung 
gleich  a  oder  h  sein  soll,  so  ist  die  Lage  des  Punktes  vierdeutig  be- 
stimmt. Uberbestimmt  wäre  die  Aufgabe,  wenn  der  gegebene  Punkt 
auch  noch  von  einem  dritten  Punkte  C  eine  gegebene  Entfernung  haben 
sollte.  Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  die  Summe  der  beiden 
Strecken  a  und  h  kleiner  als  AB  oder  ihre  Differenz  gröfser  als 
AB  ist 

2.  Unter  den  unbestimmten  Aufgaben  sind  diejenigen  von  be- 
sonderer Bedeutung,  welche  die  Lage  eines  Punktes  nur  durch  eine 
Bestimmung  angeben  und  in  Folge  dessen  eine  unendliche  Anzahl 
von  Lagen  für  den  Punkt  geben;  die  Gesamtheit  der  letzteren  heifst 
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der  geometrische  Ort  des   Punktes.     Als  Beispiele  hierfür  sind 
besonders  zu  merken: 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  welcher  einen  gegdjenen  Ab- 
stand hat 

a)  von  einem  Punlcte,  ist  ein  Kreis  um  diesen  Punkt  mit  jenem 
Abstand  als  Badius; 

b)  von  einer  Geraden,  ist  das  Paar  von  ParaUdeti-  zu  dies^  Ge- 
raden in  dem  gegebenen  Abstände; 

c)  von  einem  Kreise,  ist  das  Paar  koncentrisclier  Kreise,  weldic 
mit  der  Summe  bzw.  der  Differenz  des  gegebenen  Abstandes  und  des  Ra- 
dius beschrieben  tverden,  — 

wobei  man  nämlich  unter  dem  Abstände  eines  Punktes  von  einem 
Kreise  jede  der  auf  seiner  Centraldistanz  gemessenen  Strecken  ver- 
steht, welche   von  dem  Punkte  und  der  Kreislinie  begrenzt  sind. 

Ist  nun  die  Lage  eines  Punktes  durch  zwei  (gesondert  in  Be- 
tracht zu  ziehende)  geometrische  Örter  bestimmt,  so  liegt  der  Punkt  in 
der  That  im  Schnittpunkte  der  betreffenden  Linien. 

3,  Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  durch  die  sog.  Analysis  ein- 
geleitet. Man  zeichnet  eine  vorläufig  als  richtig  geltende  Figur, 
welche  die  gegebenen  Stücke  und  die  gesuchte  Lösung  darstellt, 
fafst  die  in  ihr  gegebenen  Stücke  einerseits  und  die  gesuchten  ander- 
seits ins  Auge,  was  dadurch  erleichtert  wird;  dafs  man  die  ersteren 
mit  den  Anfangs-,  die  letzteren  mit  den  letzten  Buchstaben  des 
Alphabetes  bezeichnet.  Man  sucht  die  fraglichen  Stücke  gemäfs  Folge- 
rungen bekannter  Lehrsätze  in  Beziehung  zu  den  gegebenen  zu  brin- 
gen, indem  man  untersucht,  welche  Stücke  zugleich  mit  den  gege- 
benen Stücken  bestimmt  sind.  Solche  mitbestimmte  Stücke  oder 
Data  lassen  sich  aus  den  Lehrsätzen  entnehmen,  welche  die  gege- 
benen Stücke  in  ihrer  Annahme  enthalten.  Zur  Aneinanderreihung 
solcher  Sätze  und  mitbestimmten  Stücke  müssen  oft  Punkte  der  Figur 
durch  Hülfslinien  verbunden  werden.  Nachdem  man  durch  die 
Analysis  der  Aufgabe  die  Abhängigkeit  der  fraglichen  Stücke  von 
den  gegebenen  erkannt  hat,  geht  die  nun  auszuführende  Konstruk- 
tion vom  Bekannten  mittelst  der  mitbestimmten  Stücke  zum  Gesuch- 
ten. In  gleicher  Ordnung  wird  der  Beweis  geführt,  dafs  die  Lo- 
sung den  Anforderungen  der  Aufgabe  entspricht.  Schliefslich  wird 
in  der  sog.  Determination  der  Aufgabe  untersucht,  ob  die  Auf- 
gabe ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  ist;  es  wird  zunächst  die  Zahl 
der  möglichen  Lösungen  unter  den  gegebenen  Bedingungen  im  All- 
gemeinen, dann  werden  die  unter  diesen  enthaltenen  besonderen 'Be- 
dingungen gesucht,  welche  eine  Beschränkung  dieser  Zahl  bewirken, 
und  die  Abänderungen  in  der  Methode  der  Lösungen  unter  solchen 
Bedingungen  ins  Auge  gefafst;  schliefslich  werden  noch  diejenigen 
Bedingungen  aufgestellt,  unter  welchen  die  Lösung  unmöglich  ist. 
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4.  Die  Aufgabe:  Einen  Punkt  Xzu  hestimmen^  dessen  Entfernun- 
gen a  und  b  voti  zwei  gegebenen  Funkten  A  und  B  bestimmt  sind,  wird 
hiernach  in  folgender  Weise  gelost.  Der  Punkt 
X  mufs;  da  seine  Entfernung  von  A  gleich  a 
ist;  auf  einem  um  A  mit  a  als  Radius  beschrie- 
benen Kreise  liegen  (2,  a),  aus  gleichem  Grunde 
auf  einem  um  B  mit  b  beschriebenen  Kreise. 
Durch  die  Konstruktion  der  beiden  Kreise  erge- 
ben sich  die  Schnittpunkte,  welche  die  Auf- 
gabe lösen.  —  Es  ergeben  sich  zwei  Punkte, 
wenn  a  +  ^  >  ^^  ^^d  a  —  6  <  AB,  nur  ein 
Punkt  zwischen  A  und  B,  wenn  a  -{-  b  =  AB,  und  nur  ein  Punkt 
auf  der  Verlängerung  von  AB,  wenn  a  —  &  «=  AB  ist;  in  den  bei- 
den letzten  Fällen  genügt  ein  Abtragen  der  Strecke  a  von  A  aus 
auf  AB.     Die  Lösung  ist  unmöglich  wenn 

a-\-b<  AB  oder  a  —  6  >  AB 
ist.     (Vgl.  §.  25,  4,  7  und  8;  siehe  auch  §.  30,  4.) 

5.  Die  Lage  einer  Geraden  ist  am  einfachsten  bestimmt  durch 
ihren  Schnittpunkt  und  Winkel  mit  einer  gegebenen  Geraden.  Dies 
führt  zu  der  Aufgabe:  Eine  Gerade  in  eifiem  gegebenen  Punkte  A^  einer 
Geraden  A^B^  unter  bestimmtem   Winkel  a  anzutragen, 

Analjsis.  Es  sei  Z^  ein 
beliebiger  Punkt  des  fraglichen 
Schenkels,  so  entspricht  ihm 
ein  Punkt  Z  auf  dem  Schen- 
kel des  ursprünglichen  Win-  / 
kels,  wobei  AZ  =  A^Z^  ist;  ^— 
ebenso  entsprechen  einander 
auf  der  gegebenen  Geraden 
iljJBi  ein  Punkt  Y^  und  ein  Punkt  Y  des  ersten  Schenkels,  wenn 
AY  =  Ay^Y^  ist.  Da  beide  Figuren  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  so  mufs  auch  YZ  =  F,  Z,  sein,  d.  h.  Z^  mufs  von  A^ 
und  Y^  bezw.  die  Jlntfemungen  AZ  und  YZ  haben,  wodurch  die 
Aufgabe  auf  die  vorige  zurückgeführt  ist. 

Konstruktion.  Man  trage  auf  den  Schenkeln  des  gegebenen 
Winkels  und  auf  der  gegebenen  Geraden  die  beliebigen  Strecken 
4r==^j  Yj  und  -4Z  ab  und  konstruiere  dann  Zj  als  Schnittpunkt 
von  Kreisbögen  aus  A^  und  Y^  mit  AZ  und  YZ  bzw.  als  Radien. 

Beweis.  Die  beiden  durch  AZY  und  A^ Z^ Y^  bestimmten 
Dreiecke  sind  kongruent,  da  sie  in  den  drei  Seiten  übereinstimmen; 
daher  sind  auch  die  den  gleichen  Seiten  YZ  und  Y^  Z^  gegenüberlie- 
genden Winkel  einander  gleich,  d.  h.: 
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Determination.  Die  Aufgabe  ist  vierdeutig  bestimmt ,  solange 
nicht  darüber  verfügt  ist,  auf  welcher  Seite  und  an  welcher  Rich- 
tung der  Geraden  der  Winkel  angetragen  werden  soll ;  wird  die  Seite 
oder  die  Richtung  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  zweideutig,  werden 
Seite  und  Richtung  der  Geraden  bestimmt,  so  ist  sie  eindeutig. 

6.  Die  in  4  gegebene  Aufgabe  stimmt  mit  der  überein:  Ein 
Dreieck  atis  drei  gegebenen  Seiten  m  konstruieren,  die  in  5  löst  auch 
die  Aufgabe:  Ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Win- 
kel zu  zeichnen.  —  Sind  von  einem  Dreieck  eine  Seite  und  die  bei- 
den anliegenden  Winkel  gegeben  (deren  Summe  natürlich  kleiner  als 
2R  sein  mufs),  so  werden  an  die  gegebene  Strecke  in  deren  Grenz- 
punkten die  beiden  Winkel  einerseits  angetragen;  ist  ein  ihr  anlie- 
gender und  ein  gegenüberliegender  Winkel  gegeben,  so  ist  auch  der 
dritte  Winkel  ein  mitbestimmtes  Stück  (§.17,  3b)  und  wird  zuerst 
als  Nebenwinkel  zur  Summe  der  beiden  gegebenen  Winkel  kon- 
struiert. —  Sind  zwei  Seiten  a  und  6  und  der  Gegenwinkel  a  der 
einen  dieser  Seiten  a  gegeben,  so  trägt  man  auf  dem  einen  Schenkel 
dieses  Winkels  die  Seite  h  an  und  beschreibt  vqm  Endpunkte  dieser 
Strecke  mit  a  einen  Kreisbogen,  der  den 
andern  Schenkel  entweder  zweimal  schnei- 
det, so  dafs  die  Aufgabe  zweideutig  ist 
(indem  ihr  als  Losung  ein  spitz-  und  ein 
stumpfwinkeliges  Dreieck  entspricht),  oder 
berührt  (so  dafs  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  entsteht)  oder  nur  ein- 
mal trifft,  indem  a  =  &  oder  a  >  6  (wobei  der  zweite  Schnittpunkt 
auf  den  Gegenstrahl  des  Schenkels  von  a  fallt),  in  welchen  beiden 
Fällen  die  Aufgabe  eindeutig  bestimmt  ist,  während  sie  unmöglich 
wäre  für  den  Fall,  dafs  a  kleiner  als  die  vom  Endpunkte  von  i  auf 
den  andern  Schenkel  gezogene  Normale  ist. 

§.  27.  Halbierung  von  Strecke  und  Winkel,  Konstruktion 
der  Normalen  nnd  Parallelen. 

1.  Aufgabe.  Die  Mittelnormale  (Mitte)  zti  einer  gegebenen  Sirecke 
AB  ist  zu  konstruieren, 

Analysis.  Ein  Punkt  X  auf  der  Mittel- 
normalen in  irgend  einer  Entfernung  AX  von  A 
(welche  gröfser  als  die  Hälfte  von  AB)  hat  von 
B  die  gleiche  Entfernung. 

Konstruktion.  Man  konstruiert  einen  -^ 
Schnittpunkt  zweier  Kreisbögen,  die  yon  A  und  B 
mit  gleichem  Radius  beschrieben  werden.  Dieser 
Punkt  und  der  zweite  Schnittpunkt  der  betreffen- 
den Kreise  oder  auch  zweier  Kreise  mit  einem  an- 
dern Radius  geben  die  Lage  der  Mittelnormalen  an. 


Fig.  8«. 
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Beweis.  Da  iiX  =  XJB,  so  ist  X  auf  der  Mittelnormalen  zu 
AB  (§.  12,  6b),  ebenso  X^. 

Determination.  Die  Aufgabe  hat  stets  eine  einzige 
Losung. 

2.  Aufgabe.  Die  Halbierende  eines  ge- 
gdenen   Winkels  ist  zu  konstruieren. 

Analysis.  Zu  zwei  beliebigen  Punkten 
der  Schenkel  in  gleichem  Abstände  vom 
Scheitel  ist  die  fragliche  Halbierende  Mittel- 
normale: daher  Konstruktion  gemäfs  1.  Es 
genügt  die  Konstruktion  eines  Punktes. 

Die  Aufgabe,  einen  beliebigen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  zu 
teilen  (seit  der  Zeit  der  altgriechischen  Mathematiker  berühmt  und  schon 
um  420  y.  Chr.  gelöst),  ist  unter  alleiniger  Anwendung  von  Gerade  und 
Kreis  nicht  zu  lösen,  sondern  erfordert  die  Benützung  andersartiger 
krummer  Linien.  —  Da 

so  ist 

u.  s.  w. ; 
somit    Iftfst    sich    die    Dreiteilung    durch    wiederholte    Vierteilung   an- 
nSherungsweise  bewerkstelligen;  die  Dreiteilung  des  R  ergiebt  sich  leicht 
mittels  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 

3.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte 
einer  Geraden  ist  die  Normale  m  errichten. 

Analysis.  Da  der  gegebene  Punkt  0 
ab  Scheitel  eines  flachen  Winkels  betrachtet 
werden  kann,  so  kommt  die  Aufgabe  auf  2 
zurück. 

4.  Aufgabe.     Von  einem  gegebenen  Punkte  ist  die  Normale  auf 
eine  Gerade  m  ßUen. 

Analysis  a)  Zu  zwei 
Punkten  der  Geraden,  welche 
von  dem  gegebenen  Punkte 
gleich  weit  entfernt  sind,  ist 
die  gesuchte  Gerade  Mittel-  -^^ 
normale. 

Konstruktion.      Man 
zieht  einen   Kreisbogen   um   . 
den  Punkt,  welcher  die  Gerade 
in   zwei    Punkten   schneidet 
und  verfahrt  dann  wie  in  1. 

Analysis  b)  Zwei  Kreise,  deren  Centrale  die  Gerade  ist  und 
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die  einander  in  dem  gegebenen   Punkte  schneiden^  treffen  einander 
zum  zweiten  Male  in  einem  symmetrisch  entsprechenden  Punkte. 

Konstruktion.  Man  beschreibt  von  zwei  beliebigen  Punkten 
Ä  und  B  der  Geraden  Kreisbogen,  welche  durch  0  gehen;  der  zweite 
Schnittpunkt  dieser  Kreisbögen  bestimmt  dann  die  Lage  der  Nor- 
malen. 

5.  Aufgabe.  ImGrenzpimkte  eines  HaJbstrahles  ist  die  Normale 
zu  errichten,  ohne  den  Gegenstrahl  zu  benützen. 

Änalysis.  Denkt  man  sich  eine  beliebige 
Gerade  durch  beide  zu  einander  Normalen  be- 
grenzt, so  mufs  diese  Strecke  Hypotenuse  und  die 
Spitze  0  mufs  von  deren  Mitte  A  um  AB^=AX 
entfernt  sein  (vgl.  Aufg.  §.  7,  7). 

Konstruktion.  Man  beschreibt  um  einen 
beliebigen  Punkt  A  innerhalb  des  zu  konstruieren- 
den rechten  Winkels  einen  Kreisbogen  durch  den 
gegebenen  Grenzpunkt  0  und  zieht  im  zweiten 
Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  der  Geraden  B  einen  Durchmesser; 
der   andere  Grenzpunkt  desselben  liegt  dann  auf  der  Normalen. 

6.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  ist  die  Parallele  zu  einer  Ge- 
raden zu  zielien. 

Änalysis  a)  Eine  Trans-        \  ^  ^ 

versale  durch  ^en  Punkt  P 
und  die  Gerade  ergiebt  mit 
letzterer  einen  Winkel,  zu 
welchem     ein     gleichwendig 

gleicher  Winkel  in  dem  Punkte  '         \        ßj 

an  die  Transversale  anzu- 
zutragen ist. 

Änalysis  b)  Man  kann  P  als  diametralen  Punkt  zu  einem 
beliebigen  Punkte  P^  der  Geraden  auffassen.  Zu  einem  beliebigen 
zweiten  Punkte  Qi  der  letzteren  liegt  der  diametrale  Punkt  Q  auf  der 
gesuchten  Parallelen  und  ist  dadurch  bestimmt,  dafs  seine  Entfernun- 
gen von  P  und  P^  gleich  PiQi  bzw.  PQ^  sind  und  dafs  er  ander- 
seits als  Qi  von  der  Verbindungsgeradeh  PP^  liegt. 

7.  Aufgabe.    Zu  einer 

Geraden  ist  in  gegebenem  Ab-         ^ ^ 

stofifide    a    die    Parallele    zu      .    \  ^ — \  ^ 


^ 
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Auflösung  a)  Man  kon- 
struiert eine  Normale  zur 
Geraden,  trägt  a  auf  ihr  ab 
und   zieht  durch   den  erhal- 
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tenen  Grenzpunkt  die  Parallele  zur  ursprQnglichen  oder  die  Normale 
zur  normalen  Geraden  (§.  11,  4a). 

b)  Man  konstruiert    zwei  Normalen    mittels  eines  Kreises  wie 
in  5  und  trägt  auf  ihnen  a  ab  (§.  12,  8d). 

c)  Man  beschreibt  um  zwei  Punkte  A  und  B  der  Geraden  Kreise 
mit  dem  Radius  a  und  legt  eine  Gerade  (Lineal)  tangierend  an  beide 
Kreisbogen  an. 

Beweis.    Da  Ä^B^  Tangente  in -4|  und  inJ5,,  so  ist  ÄA^  und 
BB^  J_  A^B^  (§.  23  8a),  und  da  auch  AA^  =  BB^,  so  ist  A^B^  || 
AB  (§.  12,  8d),  somit  AA,  und  BB,  ±  AB  (§.  11,  4b). 

Wollte  man  die  Berührungspunkte  selbst  genau  erhalten,  so 
müfsten  in  A  und  B  die  Normalen  zm  AB  errichtet  werden. 


§.  28.  Konstraktion  von  Tangenten  an  den  Kreis. 

(Gerade  in  gegebenem  Abstände  von  Punkten.) 

1.  Aufgabe.  Durdi  einen  Punkt  der  Kreislinie  ist  die  Tangente 
zu  ziehen. 

Auflosung.  Da  die  Tangente  im  Endpunkte  des  Radius  nor- 
mal steht,  so  kann  die  Aufgabe  wie  in  §.  27,  3  oder  5  gelost  werden. 

2.  Aufgabe.  Eine  Tangente  ist  parallel  eti  einer  Geraden  an 
einen  Kreis  m  ziehen. 

Auflösung.  Die  Normale  vom  Centrum  zur  Geraden  trifft  die 
Kreislinie  in  den  Berührungspunkten. 

3.  Aufgabe.  '  Durch  einen  Punkt  aufserhalb  des  Kreises  sind 
Tangenten  an  ihn  zu  zieheii,  bzw.  deren  Berührungspunkte  zu  be- 
stimmen. 

Analysisa)   Es  sei  A  der  Mittelpunkt,  B  der  gegebene  Punkt, 


Fig.  M. 


Z  der  fragliche  Berührungspunkt.     In  Bezug  auf  ZB  als  Axe   wird 
der  zu  A  symmetrisch  liegende  Punkt  Y  auf  der  Axennormale  AZY 
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liegen.  Die  Lage  dieses  Punktes  Y  ei^iebt  sich  aber  aus  AY= 
=  2-4Z  =  dem  doppelten  Radius  und  aus  BY  =^  BA. 

Konstruktion.  Man  zeichne  mit  doppeltem  Radius  einen  kon- 
centrischen  Kreis  und  mit  BA  von  A  aus  einen  Kreisbogen,  ver- 
binde die  Schnittpunkte  beider  Hülfskreise  mit  dem  Gentrum  des 
gegebenen  Kreises;  diese  Yerbindungsgerade  geht  durch  die  Be- 
rührungspunkte. 

Beweis.  Da  AZ^ZY  und  AB  ^  BY,  so  ist  BZ  Mittel 
normale  zu  AY,  also  normal  zu  AZ, 

Analysis  b).  Gemäfs  §.  27,  5  mufs  der  Berührungspunkt  Z 
von  der  Mitte  von  AB  um  \AB  entfernt  sein.  Der  Berührungs- 
punkt ist  daher  der  Schnittpunkt  des  gegebenen  Kreises  mit  dem  um 
AB  als  Durchmesser  beschriebenen. 

Zusatz.  Hiermit  ist  auch  die  Aufgabe  gelöst:  Durch  einm 
Punkt  B  eine  Gerade  m  ziehen^  welche  von  einem  Punkte  A  einen  ge- 
gebenen Abstand  hat. 

4.  Aufgabe.  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen  sind  die  gemeinsamen 
Tangenten  zu  zieJien,  bzw.  deren  Berührungspunkte  zu  bestimmen. 

Analysis.    Wenn  die  beiden  Kreise  einander  ganz  ausschliefsen, 


Fig.  97. 


80  ist  die  gemeinsame  äufsere  Tangente,  von  welcher  ab 
Kreise  einerseits  liegen,  zu  unterscheiden  von  der  gemeinsamen 
inneren  Tangente,  auf  deren  Gegenseiten  beide  Kreise  liegen. 
Denken  wir  zur  Tangente  die  Parallele  durch  das  Centrum  des  klei- 
nem Kreises  gezogen,  so  ist  deren  Abstand  vom  Centrum  des  an- 
deren Kreises  im  ersten  Falle  gleich  der  Differenz  der  Radien,  im 
zweiten  gleich  deren  Summe  und  berührt  somit  einen  zu  dem  gro- 
fseren  koncen  tri  sehen  Kreis,  welcher  mit  dieser  Differenz  bzw.  Summe 
der  Radien  beschrieben  ist  Damit  ist  die  Aufgabe  auf  3  und  2 
zurückgeführt  —  Determination. 

Zusatz.  Die  Aufgabe:  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  von  zwd 
gegebenen  Punkten  A  und  B  bestimmte  Abstände  r  und  R  hat,  ist 
übereinstimmend  mit  der  vorstehenden  zu  lösen. 
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§.  29.  Konstruktion  von  Berttlirnngskreisen. 

(Punkte  in  gegebenen  Abständen  von  Punkten  und  Geraden.) 

1.  Um  die  Lage  des  Mittelpunktes  eineis  Kreises  zu  erhalten, 
wenn  dieser  durch  einen  Punkt  gähen,  bzw.  eine  Gerade  oder  einen 
Kreis  berühren  soll,  ist  zu  beachten ,  dafs  der  Abstand  des  Mittel- 
punktes von  letzteren  Gebilden  stets  gleich  dem  Radius  sein  mufs. 
Aus  §.  26;  2  folgt  somit: 

Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  eines  mit  gegebenem  Radius 
zu  beschreibenden  Kreises, 

a)  welcher  durch  einen  Funkt  geht,  ist  ein  Kreis  um  diesen  Punkt 
mit  dem  gegebenen  Radius; 

b)  welcher  eine  Gerade  berührt,  ist  das  Paar  von  Parallelen  zu  der 
Geraden  in  einem  dem  Radius  gleichen  Abstatide; 

c)  welcher  einen  Kreis  berührt^  ist  das  Paar  koncentrischer  Kreise 
mit  der  Summe  und  mit  der  Differenz  der  Radien  als  Radius.  (Erstere 
giebt  ausschlief  sende ;  letztere  giebt  einschlief  sende  Berührung.) 

2.  SoU  ein  Kreis  mit  gegebenem  Radius  je  zwei  der  Elemente 
Punkt  Py  Gerade  6r,  Kreis  K  berühren,  so  ergeben  sich  die  folgenden 
sechs  mehrdeutig  bestimmten  Einzelaufgaben.  Es  sollen  berührt  werden: 

1)  P„P,;  2)  Pi,(?.;    3)  P„  K,;   4)  G,,  Q,;   5)  G„K,;   6)  K„  K,. 

Die  Dermination  der  Aufgabe  hat  die  Abhängigkeit  der  Anzahl 
der  fraglichen  Kreise  von  der  Grofse  des  gegebenen  Radius  und  den 
Abstanden  der  gegebenen  Stücke  (bzw.  Radien  der  gegebenen  Kreise) 
darzulegen. 

Zusatz.  Eine  etwas  allgemeinere  Fassung  dieser  Aufgabe  ist  die 
folgende:  Punkte  zu  suchen,  welche  gegebene  Abstände  haben  von  je  zweien 
der  Elemente  Punkt,  Gerade  oder  Kreis. 

3.  Ist  der  Radius  nicht  gegeben,  während  der  Kreis  zwei  der 
Elemente  Punkt,  Gerade  und  Kreis  berühren  soll,  so  ergeben  sich 
für  die  Lage  des  Mittelpunktes  geometrische  Örter,  von  welchen  hier 
nur  die  angeführt  werden  können,  welche  der  ersten  und  der  vierten 
der  sechs  Einzelaufgaben  in  2  entsprechen.  Aus  §§.  23,  4  Zusatz  a 
und  24, 10  folgt  nämlich: 

Der  geometrische  Ort  des  Mittelpmiktes  eines  Kreises,  welcher 

a)  durch  zwei  Punkte  geht,  ist  deren  Mittelnonnale; 

b)  zwei  einander  schneidende  Gerade   berührt,   ist  das  Paar   von 
Winkelhalbierenden  der  Geraden; 

c)  zum  Parallele  berührt,  ist  die  Mittelpardllele. 

Hiemach  lassen  sich  leicht  die  Aufgaben  lösen:  Zu  drei  Punkten 
oder  drei  Geraden  die  berührenden  Kreise  zu  ziehen  (s.  §.  37). 

Als  geometrische  Örter  des  Mittelpunktes  für  die  Fälle  No.  2,  3, 
5,  6  ergeben  sich  Kurven,  deren  Betrachtung  in  einem  späteren  Kurs 
folgen  wird. 
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4.  Die  den  Fällen  2  und  3  entsprechenden  geometrischen  Orter 
lassen  sich  aber  hier  noch  angeben,  sobald  der  gegebene  Punkt  auf 
einem  der  gegebenen  Elemente  liegt. 

Bei  gegebenem  Berührungspunkte  auf  einer  Geraden  oder  auf 
einem  Kreise  ergiebt  sich  aus  §§.  23,  8  und  2b,  6: 

Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises,  wddiei'  in 
einem  gegebenen  Punkte 

a)  eine  Gerade  berührt,  ist  die  Normale  des  Beführungspunktes; 

b)  einen  Kreis  berührt,  ist  die  Centrale  des  Punktes. 

5.  Mit  Hülfe  der  in  3  und  4  angegebenen  geometrischen  Orter 
lassen  sich  die  Aufgaben  lösen: 

Kreise  zu  konstruieren,  von  welchen  ein  Berührungspunkt  entweder 
sk)  au f  einer  Geraden  oder 
b)  auf  einem  Kreise  gegeben  ist 
und  welche  aufserdem  entweder 
a)  einen  Punkt  oder 
ß)  eine  Gerade  oder 
y)  einen  Kreis  berühren. 
Für  die  letzteren  Fälle  ist  zu  beachten: 

a)  Die  Berührungspunkte  eines  Kreises,  der  eine  Gerade  und  einen 
Kreis  berührt,  liegen  auf  einet*  Geraden  mit  einem  Grenispunkte  dte  eur 
Geraden  normalen  Durchmessers  des  letzteren  Kreises. 

b)  Die  Berührungspunkte  zweier  Kreise  mit  einem  dritten  liegen 
auf  einer  Geraden  mit  einem  Grenzpunkte  de^enigen  Durchmessers  emes 
der  beiden  Kreise,  welcher  mit  dem  Radius  na^ch  dem  Berührungspixfikte 
des  andern  Kreises  parallel  ist. 

Zum  Beweise  sind  zu  benützen:  §.  15,  3c,  §.  11,8,  §.  17,  s  und 
§.  7,  6. 


Neuntfes  Kapitel. 

Vergleiohung  ungleicher  Strecken  mittels  des  Kreises« 

§.  30.  Strecken  zwischen  einem  Punkte  und  einer  Geraden. 

1.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  mit  allen  Punkten  einer  Gera- 
den verbunden,  so  ist  unter  diesen  Strecken  nur  eine  zur  Geraden 
normal  (§.  11,  3b)  und  diese  ist  unter  allen  die  kürzeste  (§.  23,  lo 
Zusatz);  alle  übrigen  heifsen  schief  zur  Geraden  und  sind  paarweise 
gleich  (§.  12,  6),  nämlich  je  zwei  solche,  deren  Fufspunkte  vom 
Fufspunkte  der  Normalen  gleichweit  entfernt  sind. 

2.  Werden  aber  zwei  Schiefe  als  verschieden  grofs  angenom- 
men,  etwa  AD>  AC  und   liegen   sie   auf  einerlei   Seite   von -i-B, 
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der  Nor  malen,  so  schliefst  ein  Kreis  um  Ä  mit  AD  als  Radius  die 
Sehne  DD^  und  den  Punkt  C  ein  (§.  23,  i),  so  dafs  BC  <  BD 
und  (nach  §.  17,  2) 

^BCÄ>BDA 

sein  mufs.  Liegen  aber  die  ungleichen 
Schiefen  auf  yerschiedenen  Seiten  von 
AB,  etwa  -4D,  >  AC,  so  giebt  es  (1) 
auf  derselben  Seite  mit  AC  eine  mit 
ADi  gleiche  Strecke  AD  \x,  s.  w.  Wir 
folgern: 

Gehen  von  einem  Funkte  axis  nckch  einer  Geraden  die  Normale  und 
ungleiche  Schiefe^  so  ist 

a)  der  Fufspunkt  der  gröfseren  weiter  als  der  der  kleinet-en  vom 
FußptinJUe  der  Normalen  entfernt,  tmd 

b)  die  ^öfsere  Schiefe  bildet  mit  der  Richtung  nach  letgterem  den 
kleineren   Winkel. 

3.  Wenn  umgekehrt  BD>  BC,  so  hat  ein  um  A  mit  AC  als 
Radius  beschriebener  Kreis  BC  als  halbe  Sehne  und  D  liegt  aufser- 
halb  des  Kreises,  somit  ist  AD>  AC,  daher  (nach  2) 

^ACB>ADB. 

Wenn  aber,  in  zweiter   Umkehrung, 

^  ACB  >  ADB, 

so  kann  nicht  AD  =^  AC  und  nicht  AD  <.AC  sein  (2),  somit  mufs 
AD>AC  sein;  dann  ist  aber  auch  BD>  BC  (2). 

Wir   behaupten  also: 

Gehen  von  einem  Punkte  aus  nach  einer  Geraden  die  Normale  und 
ztcei  Schiefe,  so  ist  von  letzteren 

a)  diejenige  mit  gröfserem  Abstände  ihres  Fufspunktes  vom  Fufs- 
pt(nkte  der  Normalen  die  gröfsere,  und 

b)  diejenige,  weiche  mit  der  Richtung  nach  dem  Norfnalenfufspunkte 
den  kleineren   Winkel  bildet,  die  gröfsere. 

4.  Gehen  von   einem  Punkte  A   aus  nach  einer  Geraden   zwei 
beliebige  StreckcQ,  AB   und   AC,  so  kann  man 
letztere  als  Radien  zweier  Kreise  betrachten,  deren 
Centraldistanz  BC  ist;  dann  ist  (nach  §.  25,  3) 

BA  +  AC>BC  und  BA^-AC<BC, 

d.  h.: 

Die  Summe  der  Entfernungen  eines  Punktes  seitlich  einer  Strecke 
von  deren  Grenfspunkten  ist  größer  als  die  Strecke,  die  Differenz  jener 
Entfernungen  ist  kleiner  als  die  Strecke, 
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Fig.  lOO. 


5.  Werden  nun  seitlich  von  einer  Strecke 
BC  beliebige  Punkte,  etwa  A,  A^,  A^  ge- 
wählt, 80  ist  (4): 

BA,  <BA   +  AA, 

BX<BA,  +A,X. 

XC  <XA^  +A^C 
folglich: 

BA^  +  BX+  XC  <BA   +  AA,  +  BA^  +  A,X  +  X^  +  A,C 
oder:  BC  <BA    +  AA^  +  A^A^  +  A^C\  d.  h.: 

Die  Verhindungsstrecke  zweier  Funkte  ist  kleiner  als  die  Summe  der 
Strecken  eines  Geradenjmges,  welcher  die  beiden  Punkte  verbindet. 

§.  31.  Strecken  von  zwei  Punkten  nach  einer  Geraden,  von  zwei 
Geraden  nach  einem  Punkte. 

1.  Wählt  man  zwei  Punkte  A  und  B  auf  derselbell  Seite  einer 
Geraden  BS  und  zu  dem  einen,  etwa  J9,  den 
symmetrischen  B^  zxi  RS  als  Axe,  so  ist 

AB,  =  AC+CB,  =  AC+CB, 

letztere  Summe  ist  >  AB,  also 

.     AB,>AB. 

Zwei  Punkte  auf  derselben  Seite  einer 
Geraden  sind  einander   näher,  als  einer  von  *' 

ihnen  dem  symmetrischen  Punkte  des  andern  m  der  Geraden  als  Axe, 

2.  Und  umgekehrt: 

Wenn  ein  Punkt  dem  einen  von  zwei  zu  einer  Geraden  symme- 
trischen Punkten  näher  liegt  als  dem  andern,  so  liegt  er  mit  ersterew 
auf  derselben  Seite  der  Geraden. 

Denn  wenn  AB  KAB,  und  A  läge  nicht  mit  B  sondern  mitBi 
auf  einerlei  Seite,  so  wäre  AB,  <CAB,,  entgegen  der  Annahme. 

3.  Wird  nun  noch  die  Summe  AC  -\-  CB^  mit  der  Summe  der 
Entfernungen  eines  beliebigen  andern  Punktes  X  der  Geraden  vou 
A  und  B  verglichen,  so  zeigt  sich,  dafs 

AC+CB  =  AC+CB,  =  AB, 

und  AX  +  XB  =  AX  +  XB,-,  aber  AB,  <AX  +  XB„  somit  ist 
AC+CB<AX+  XJ?;  d.  h.: 

Liegen  zwei  Punkte  auf  derselben  Seite  einer  Geraden,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Entfernungen  von  je  einem  Punkte  der  letzteren  am  klein- 
sten für  den  Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  des  einen  jener  PHnkte 
mit  dem  zum  andern  symmetrischen  in  Bezug  auf  die  Gerade  als 
Axe. 
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4.  Wählen  wir  nun  zwei  Gerade  SA^  SB  und  einen  Punkt  P 
zwischen    der  Haihierenden   des  <^  A8B 

und  dem  einen  Schenkel  SA,  ferner  die 
Normalen  PÄ  und  PB,  so  schneidet  letz- 
tere die  Winkelhalbierende  in  M.  Wenn  nun 

MB,  J_  SA,  so  ist  MB,  =  MB 

(§.  12,  7  a);  aber  wegen 

PB^PM+  MB,  ist  PB  >  PB,  >  PA 

(§.  23,  10  Zus.).    Somit  folgt: 

Jeder  Punkt,  loeleher  zwischen  der  Halbierenden  eiwis  Winkels  und 
dessen  einem  Schenkel  liegt,  hat  von  letzterem  geringeren  Abstand  als 
vom  andern  Sehenkel, 

5.  Auf  indirektem  Wege  erweist  man  leicht  die  Umkehrung 
hiervon :  « 

Jeder  Punkt  innerhalb  eines  Winkels,  welcher  von  dessen  einem 
Schetücel  kleineren  Abstand  hat'  als  vom  anderen^  liegt  mit  ersterem  auf 
derselben  Seile  der  Halbierenden  des  Winkels. 


JUf^ 


%.  32.  Strecken  zwischen  Punkt  und  Kreis. 

1*  Ein  auf  einer  Kreislinie  liegender  Punkt  A  begrenzt  mit  an- 
deren Punkten  derselben  verschiedene  Bogen.  Wenn  etwa 

AB>AB, 

fjedoch  AB  nicht  grofser  als  der  Halbkreis),  so  liegen  B, 
und  A  auf  dem  Halbkreise  einerseits  BC,  also  auch 
einerseits  des  Durchmessers  XY,  der  die  Symmetrie- 
axe  zu  BB,  ist.    Dann  ist  aber  (§.  31,  i)  ÄB>  AB,.       ^^^^T 
Würden  die  ungleichen  Bögen  nicht  wie  eben  von  dem-  ^**'  ^^'" 
selben   Punkte  A  ausgehen,  so  konnte  man  den  einen   so  gedreht 
denken,  dafs  dies  der  Fall  ist,  und  es  gilt  wieder  die  vorige  Über- 
legung.                                                                 

Wenn  aber  umgekehrt  die  Sehne  AB>  AB,,  so  kann  nicht 
AB  =  AB,   und  nicht  AB  <  AB,  sein,   weil  sonst  AB  =  AB, 

(§.  24,  2),  bzw.  AB  <  AB,  sein  müfste;  es  kann  also  nur  AB  >  AB, 
sein.     Wir  folgern: 

Zum  gröfseren  Bogen  eines  Kreises  gekört  die  gröfsere  Sehne  und 
umgekehrt,  fcdls  die  Bögen  nicht  grofser  als  der  Halbkreis  sind, 

Zusatz.  Zum  Halbkreise  selbst  gehört  also  auch  die  gröfste 
Sehne,  d.  h.: 

Der  Durchmesser  ist  die  gröfste  Sehne  im  Kreis. 

2.  Verschieden  grofse  Sehnen  erhält  man  auch  durch  Annahme 
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verschiedener  Entfernung  derselben  von  der  Ereismitte.  Dreht  man 
dann  die  Sehnen  in  Parallellage,  so  kommen  die  Nor- 
malen MA^  und  MB^  in  einerlei  Richtung,  ohne  Ände- 
rung ihrer  Grofse;  wenn  dann  MB^  >  MÄ^y  so  liegt  BB^ 
auf  der  vom  Mittelpunkte  abgewendeten  Seite  von  AA^ 
begrenzt  also  nur   einen  Teil    des  Bogens   AA^-^   d,  h.:    ^v^        ^ 

Von  0wei  Sehnen  ist  die  mit  kleinerem  Abstände  vom        ^ 
Mittelpunkte  die  gröfsere  —  und  umgekehrt  —  pig.  104. 

letzteres,  weil,  wenn  AA^  >  BB^  ist,  dann  nicht  MA^^^MB^  (§-24,6i 
und  nicht  MA^  >  MB^  sein  kann. 

Zusatz.  Der  kleinste,  bzw.  grofste  Abstand  vom  Mittelpunkte^ 
welchen  eine  Sehne  haben  kann,  ist  0,  bzw.  r:  die  zugehörige  Sehne 
ist  dann  2r  bzw.  0.  Das  erste  Ergebnis  stimmt  mit  dem  Zusatz 
zu  1  überein;  das  zweite  führt  auch  hier  zur  Erkenntnis,  dafs  eine 
Tangente  aufzufassen  ist  als  eine  Sekante,  dere^  Schnittpunkte  mit 
dem  Kreise  in  einen  Punkt  zusammenfallen. 

3.  Wird  nun  Punkt  A  in  der  Ebene  des  Kreises  beliebig  ange- 
nommen, so  hat  auch  er  von  den  verschiedenen  Punkten  des  lete- 
teren  verschiedene  Entfernun- 
gen. Stets  aber  ist  (§.  30,  4): 

AB>AM-MB 
oder 

AB>AC    und 

AB  <  AM  +  MB 

oder  Fig.  106. 

AB<ACi,  d.  h.: 
Unter  allen  Verbindungsstrecken  eines  beliebigen  Punktes  $n%t  den 
Punkten  einer   Kreislinie   ist  diejenige    die  gröfste,   tvelche   durdh  dm 
Mittelpunkt  geht;  diejenige  ist  die  kleinste^  deren  Verlängerung  durch  dm 
Mittelpunkt  geht 

4.  Wählen    wir   unter  sämtlichen   Sehnen,    welche  durch  einen 
innerhalb  eines  Kreises  liegenden  Punkt  A  möglich 
sind,    eine   beliebige   BC^   femer   den  Durchmesser 
durch  A  und  die  zu  demselben  normale  Sehne  X  7, 
so  ist  die  Normale 
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MF<MA 

(§.  23,  10  Zus.),  also  (2)  ist 

BOXY]  d.  h.: 

Von  edlen  Sehnen,  welche  durch  einen  (innerhalb  eines  Kreises  ge- 
legenen) Punkt  gehen,  ist  die  mm  Durchmesser  jenes  Punktes  normok 
Sehne  die  kleinste. 


§.  33.  34.  67 

Zehntes  Kapitel. 
Kreis  und  Winkel. 

§.  33.  Arten  der  Winkel  beim  Kreise. 

Tritt  zu  einem  Kreise  ein  Winkel  in  Beziehung,  so  kann  dessen 
Scheitel  verschiedene  Arten  der  Lage  haben. 

a)  Liegt  derselbe  innerhalb  und  zwar  zunächst  im  Mittelpunkte, 
so  dafs  seine  Schenkel  Radien  sind,  so  heifst  er  Gentriwinkel; 
liegt  er  aber  aufser  der  Mitte,  so  heifst  er  Sehnenwinkel. 

b)  Liegt  der  Scheitel  auf  der  Kreislinie  und  sind  seine  Schenkel 
Sehnen,  so  entsteht  ein  Peripheriewinkel*,  ist  aber  nur  sein  einer 
Schenkel  eine  Sehne,  sein  anderer  eine  Tangente,  so  wird  diese  be- 
sondere Art  des  Peripheriewinkels  Berührungswinkel  genannt. 

c)  Liegt  der  Scheitel  auf  serhalb  und' sind  seine  Schenkel  Tan- 
genten oder  Sekanten,  so  nennt  man  ihn  Tangentenwinkel,  bzw. 
Sekantenwinkel. 

In  allen  diesen  Fällen  hat  der  Winkel  einen  oder  zwei  zuge- 
hörige Bögen,  nämlich  denjenigen,  welcher  von  seinen  Schenkeln 
(bzw.  deren  Gegenstrahlen)  eingeschlossen  wird. 

§.  34.  Yergleichnng  der  Winkel  beim  Kreise. 

1.  Betrachten  wir  zunächt  zwei  gleiche  Gentriwinkel  dessel- 
ben Kreises  (oder  zweier  Kreise  mit  gleichen  Radien), 
so  ergiebt  sich  sofort  deren  Deckungsfähigkeit;  hier- 
aus folgt: 

2^  gleichen  Centriwinkeln   eines  Kreises  gehören 
gleiche  Sehnen  und  Bögen  —  und  umgekehrt 

2.  Zeichnen  wir  nun  noch  an  den  Enden  der 
Radien    r^  und  r^  eines    Centriwinkels    a    die  Tan-  ^^-  io7. 
genten  t^    und  ^,   so    bilden    letztere   einen   Tangentenwinkel  /3. 
Nun  folgt  aus  (§.  18,  4b),  dafs 

-^  «  =  a, 
sowie  ^  «  -f  /3  =  2B;  d.  h.: 

a)  Ein  Tangentenunnkel  ergänzt  den  Win- 
hi  der  BugdkSrigen  Beruhnmgsradien  0u  2R.  ,  ^^9-  lo»- 

Mit  Rücksicht  auf  1  folgt  hieraus  : 

b)  Zu  gleichen  Tangentenwinkeln  eines  Kreises  gehören  gleiche  (Centri- 
tvinkel  und)  Sehnen  und  Bögen  —  und  umgekehrt. 

Zusatz.  Rücken  die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten 
mehr  und  mehr  zusammen,  so  wird  schlief slich  a  =  0,  /J  =  2JB  wer- 
den, d.  h.  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  fällt  in  den  Be- 
rührungspunkt, beide  Tangenten  bilden  eine  einzige. 
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3.  Gehen  wir  weiter  zu  Sehnen-  und  Sekanten winkel^  so 
zeigt  die  Figur,  dafs  (§.  17,  2)  für  den  ersteren  <^  a  =  /J  +  y,  für 
den  letzteren  -^  a'  =  /J'  —  /,  d.  h.: 

a)  Ein  Sdmenwinkel  ist  gleich  der  Sum- 
me  der    Peripherietvinkel,   welciie  auf  dem  von 
ihm    und   seinem    SdteiteUoinkel   abgeschnittenen 
Bögen  stehen  — 
und: 

b)  Ein  Sekantenunnkel  ist  gleich  der  Dif- 
ferenz der  Peripher iewinkdy  welche  auf  den  von 
seinen  Schenkeln  eingeschlossenen  Bögen  stehen. 

4.  Ist  femer  t^s  ein    Berührungswinkel   und  wird  der  za- 
gehörige Centriwinkel  r^r^  durch  r  halbiert  und 
im  Ende  von  r  die  Tangente  t  gezogen,  so  ist 

^t,t^r,r, 

da  eine  Drehung  um  Jlfim  Betrag  des  ^r^r  den 
Winkel  r^t^  auf  rt  bringt  (§.  18,  4c);  femer  ist 
^  l  5,  weil  beide  J_  r;  also  ist 

^  tj^s  =  r^r  c=  ir^r^,  d.  h.: 

Ein  Beruhrungswinkd  ist  halb  so  grofs  als  der  mit  ihm  auf  glei- 
chem Bogen  stehende  Ceniriumkel, 

6.  Wählen  wir  endlich  einen  Peripheriewinkel  a,  zu  welchem 
der  auf  demselben  Bogen  stehende  Centriwinkel  a 
gehört,  und  zieht  man  im  Scheitel  von  a  die  Tan- 
gente, so  ist: 

nun  lehrt  aber  4,  dafs 

ß 


■\  und  y  =  ^, 


Fig.  W. 


somit  mufs: 


^« 


Y  sein;   d.  h.: 


Ein  Peripheriewinkd  ist  halb  so  grofs  als  der  mit  ihm  auf  gleidim 
Bogen  stehende  Centriunnkel. 

Zusätze.  1)  Wächst  der  Centriwinkel  bis  180^,  so  wächst  auch 
der  zugehörige  Peripheriewinkel  und  wird  schliefslich  90";  d.  h.: 

Ein  auf  oder  in  einem  Halbkreise  oder  über  einem  Durchmesser 
stehender  Peripheriewinkel  ist  ein  Rechter. 

2)  Wächst  der  Centriwinkel  über  180^,  so  wird  der  zugehörige 
Peripheriewinkel  gröfser  als  90^,  und  wenn  letzterer  zwischen  «einen 
Schenkeln  den  ganzen  umfang  enthält,  so  wird  er  =  180^  (Vgl- 
2.  Zusatz.) 

3)  Aus  4  und  5  folgt  noch; 
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Ein  Peripherie-  und  ein  Berührungswinkel  auf  gleichem  Bogen 
sind  einander  gleich. 

Daf s  z.  B.  (Fig.  1 1 2)  ^  a = /)  ist^  ergiebt  sich  übrigens  auch  d  urch  eine 
um  den  Mittelpunkt  stattfindende  Drehung  des  Winkels  5^  im  Betrag  des 

halben  Bogens  AB,  so  dafs  B  nach  B^  kommi 
Alsdann  ist  nämlich  ti^  AB  und,  da  C  um  einen 

Bogen  CC^^^  AB^  gedreht  wurde,  auch 

B,C,  B  AC  (§.  24,  3b); 

somit  ist  <^  /J  =  /J'  =  a. 

6.  Aus  dem  yorigen  Satze  5  ergiebt  sich, 
weil  auf  einem  Bogen  nur  ein  Centriwinkel,  aber 
unendlich  viele  Peripheriewinkel  stehen  können,  sofort  die  Folgerung: 

a)  Peripheriewinkel  auf  demselben  Bogen  oder  auf  gleichen  Bögen 
sind  von  gleicher  Gröfse  — 

oder : 

b)  Jede  Kreissehne  erscheint  von  sämtlichen  Punkteti  des  einen  durch 
sie  abgeschnittenen  Bogens  aus  betrachtet  unter  demselben  Winkel. 

7.  Von  Wichtigkeit  ist  auch  die  Umkehrung  yon  6b,  nämlich: 

a)  Der  geometrische  Ort  des  Scheitels  eines  Winkels  von  bestimmter 
Gröfse,  dessen  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  ist  ein  Paar  durch 
jene  Punkte  gehender  Kreisbögen,  su  deren  Ergänzung  {mm  Kreise) 
jener    Winkel  als  Berührungswitücel  gehört. 

Denn  wenn  a,  ß,  y  solche  Winkel  sind,  deren  Schenkel  durch 
Ä  und  B  gehen,  so  ist  durch  A,  B  und  den  Scheitel  von  a  ein 
Kreis  bestimmt  (§.  25,  2  Zusatz  b).  Läge  daun  der  Scheitel  von  ß 
etwa  innerhalb  desselben,  so  wäre  /J  >  /5'  (§.  17, 
2.  Zus.),  aber  /J'  «»  a,  so  dafs  ß  nicht  =  a  sein 
konnte;  läge  aber  der  Scheitel  eines  Winkels 
y  aufserhalb  jenes  Kreises,  so  wäre 

y  <  y,  aber  /  =  a, 
so  dafs  y  nicht  «=  a  sein  könnte.  Die  Winkel, 
deren  Scheitel  innerhalb  oder  aufserhalb  des 
Bogens  liegen,  sind  somit  nicht  =»  a,  so  dafs 
die  Scheitel  der  mit  a  gleichen  Winkel  sämtlich 
auf  dem  Kreise  liegen  müssen. 

Als  specieller  Fall  von  a)  folgt: 

b)  Der  geometrische  Ort  des  Scheitels  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks 
mit  gegAener  Hypotenuse  ist  der  über  der  Hypotenuse  als  Durchmesser 
beschrübene  Kreis, 

8.  Es  lassen  sich  die  Sätze  in  6  und  7  noch  anders  gewinnen  und 
deuten.    Wenn  nämb'ch  a^  und  by  zwei  durch  denselben  Punkt  S^  der 
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Kreislinie  gehende  Gerade  sind  und  a^,  b^  die  durch  S^  nach  den  Schnitt- 
punkten der  ersteren  mit  dem  Kreise   gehenden 
Geraden,  und  wenn  t  die  Tangente  ux  S^,  f  der 
Scheitelstrahl  8281,  so  ist: 

^  ta^  =  fa^  und  -^th^^^fb  (5,  Zus.  3), 
also: 

oder: 

d.  h.: 

a)  Drehen  sich  gum  Gerade  um  sswei  Punkte  einer 
Kreislinie  so,  dafs  sie  einander  stets  in  einem  wei- 
teren KreispunJcte   schneiden,    so    drehen  sie  sich 
gleichzeitig  um  gleiche  Winkel   — 
oder: 

a')  Irgend  zwei  Funkte  eines  Kreises  sind  die 
MittdpuvJcte  zweier  kongruenten  gleichwendigcn  Strahlenbüschel,  deren 
entsprechende  Strahlen  einander  in  den  übrigen  Funkten  des  Kreises 
schneiden;  dabei  entsprechen  dem  Scheitelstrahle  beider  Büschel  wechsel- 
seitig die  in  den  Scheiteln  gezogenen  Tangenten. 

Der  Satz  7  a  läfst  sich  dann  auch  als  Umkehrung  hiervon  auf- 
fassen: 

b)  Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  kongruenten 
gleichwendigen  Strahlenbüschel  bilden  einen  durth  die  Scheitel  dessäben 
gehenden  Kreis. 
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IV.  Abschnitt. 

Strecken,  Winkel  nnd  Kreise  geschlossener  Figuren. 

•Elftes  Kapitel. 
Dreieck  und  Dreiseit. 

§.  35.  Beziehungen  zwischen  Seiten  nnd  Winkeln. 

A.   Seiten  und  Winkel  eines  Dreiecks. 

Der  Fall,  dafs  in  einem  Dreiecke  zwei  Seiten  oder  zwei  Winkel 
einander  gleich  sind^  das  axige  Dreieck  und  Dreiseit,  wurde  schon 
in  §.  11,  C  behandelt.  Wir  fassen  hier  nur  noch  den  Fall  unglei- 
cher Seiten  und  Winkel  ins  Auge.  . 

1.  Aus  §.  30,  4  folgt  sofort: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  zweier  Seiten  gröfser  ah  die  dritte, 
die  Differenz  derselben  Meiner  als  die  dritte  Seite. 

2.  Der  Satz  in  §.  30,  2b  fQhrt  zu  folgendem: 

Ist  in  einem  und  demselben  Dreieck  eine  Seite  gröfser  als  eine. andere, 
so  liegt  der  gröfseren  Seite  auch  der  gröfsere   Winkel  gegenüber, 

3.  Als  Umkehrung  von  2  folgern  wir  sofort  aus  §.  30,  3b: 

Ist  in  einem  und  demselben  Dreieck  ein  Winkel  gröfser  als  ein 
anderer,  so  liegt  dem  gröfseren  Winkel  auch  die  gröfsere  Seite  gegenüber. 

Zusätze,  a)  Dem  gröfsten  Winkel  eines  Drdecks  liegt  die  gröfste 
Seite  gegenüber, 

b)  Im  stumpfwinkeligen  Dreieck  ist  die  dem  stumpfen  Winkel  gegen- 
überliegende Seite  die  gröfste. 

c)  Im  rechkoifikeligen  Dreieck  ist  die  Hypotenuse  gröfser  als  jede 
einzelne  der  beiden  Katheten. 

B.   Seiten  und  Winkel  zweier  Dreiecke. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  Dreiecke  in  allen  Stücken 
übereinstimmen,  sind  schon  in  §.  21  angegeben,  so  dafs  hier  nur 
noch  die  Fälle  teilweiser  Übereinstimmung  in  Betracht  zu  ziehen  sind. 

4.  Wenn  zum  Dreiecke  in  einer  Seite  und  einem  anliegenden 
Winkel  übereinstimmen,  so  liegt  a)  dem  gröfseren  der  beiden  anderen  anr 
liegenden  Winkel  auch  die  gröfsere  Seite  gegenüber,  und  umgekehrt  b)  der 
gröfseren  den  ersteren  Winkel  mitbildenden  Seite  auch  der  gröfsere  Winkel. 
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Denn  legt  man  die  Dreiecke  mit  den  übereinstimmenden  Seiten 
AB   und  Winkeln  A  auf   einander,   so    mufs  für 
den  Fall  a),  dafs 

^  GBA  >  C,BÄ 

ist,  der  Punkt  (7j  auf  AC  liegen,  da  bei  der  Dre- 
hung um  B  von  BA  aus  erst  BC^  und  dann  BG 
erreicht  wird.    Also  ist  dann  AC>AC^. 

Für  den  Fall  b),  dafs  AC>  AC^  ist,  mufs  BC^  in  den  Winkel 
CBA  fallen,  d.  h'.  es  mufs 

^CBA>C,BA, 

sein. 

5.  Wenn  zwei  Breiecke  in  je  zwei  Seiten  übereinstimmen,  so  liegt 
a)  dem  gröfseren  der  eingeschlossenen  Winkel  die  gröfsere  Seite  gegenüber^ 
Ufid  umgekehrt  b)  der  gröfseren  Seite  der  gröfsere  Winkel. 

Legt  man  im  ersten  Falle  die  Dreiecke  so, 
dafs  zwei  gleiche  Seiten  in  AB  einander  decken 
und  ^C^AB  einen  Teil  von  ^CAB  bildet,  so 
sind  die  Endpunkte  des  anderen  Paares  gleicher 
Seiten,  C  und  C^  symmetrisch  zur  Winkelhalbie- 
renden von  CiAC'j  Ci  liegt  aber  auch  auf  dersel- 
ben Seite  der  Symmetrieaxe  mit  JB,  da  bei  der 
Drehung  um  A  aus  der  Lage  AB  erst  -4(7,,  dann 
die  Axe,  dann  AC  erreicht  wird.    Daher  ist  BC^  <BC  (§.  31,  i). 

Im  zweiten  Falle  werden  zwei  gleiche  Seiten  in  AB  zur  Deckung 
gebracht  und  beide  Dreiecke  auf  einerlei  Halbebene  von  AB  aus 
gelegt.  Da  dann  BCi<BC,  so  liegt  B  und  C,  auf  einerlei  Seite 
der  Symmetrieaxe  zu  (7(7,  (§.  31,  2)  und  da  diese  durch  A  geht,  so  ist 

^  C^AB  <  GAB. 

6.  Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Seite  übereinstimmen,  die  anlie- 
genden  Winkel  aber  in  dem  einen  Dreieck  kleiner  sind  als  in  dem  an- 
dern, so  ist  die  Summe  der  beiden  cmderen  Seiten  im  ersteren  ämfaUs 
kleiner  als  im  letzteren. 

Denn  wenn  die  beiden  Dreiecke  mit  den  glei-  ^ 

eben  Seiten  in  AB  einander  decken,  und  G  und 
Gl  nach  einerlei  Seite  von  AB  gelegt  sind,  so 
mufs  (7i  in  den  Winkelraum  von  SAG,  sowie 
von  ABG  fallen,  da 

-^G^ABkGAB  und  ^  ABG,  <  ABG 
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ist. 


Verlängert  man  AG,  bis  zum  Schnitt  D  mit  BG,  so  ist 
AG,  +GiD<AG  +GD 
G^B  <G,D  +  DB 

AG,  +  G,B  <AC  +  GB,  d.  h.: 
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Die  Summe  der  Verbindungsstrecken  irgend  eines  Punktes  einer 
Dreiecksfiäche  mit  den  Grenepunkten  einer  Seile  ist  kleiner  als  die 
Summe  der  beiden  anderen  Seiten. 


Fig.  118. 


§.  36.  Die  besonderen  Punkte  des  I>reiecks. 

1.  In  jedem  beliebigen  Dreieck  ABC  ist  die  Mittelnormale  c 
zu  AB  der  geometrische  Ort  des  von  A 
und  ^  gleich  weit  entfernten  Punkte8(§.l  2,6a), 
ebenso  ist  die  Mittelnormale  a  zw  BC  der 
geometrische  Ort  des  von  B  und  C  gleich- 
weit entfernten  Punktes;  der  Schnittpunkt 
von  c  und  a  mufs  also  auch  yon  C  und 
A  gleich  weit  entfernt  sein,  folglich  mufs  er 
auf  der  Mittelnormalen  b'  zu  CA  liegen 
(§.   12,  6b).     Wir  folgern  also: 

Die  Mittelnormalen  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  gehen  durch  einen 
Punkt,  das  sog,  Centrum  der  Ecken. 

Verschiedene   Lagen    des    Centrums   der   Ecken,  je  nachdem   das 
Dreieck  spitz-,  recht-  oder  stumpfwinkelig  ist. 

2.  Zeichne^  wir  ferner  die  Halbierenden  zunächst  der  Innenwinkel 
eines  Dreiseits  abc,  so  ist  fürs  erste 
die  den  ^  ab  Halbierende  c^  der 
geometrische  Ort  des  von  a  und  b 
gleich  weit  entfernten  Punktes  (§.12, 7a), 
ebenso  ist  die  den  ^  b  c  Halbie- 
rende Gl  der  geometrische  Ort  des  von 
h  und  c  gleich  weit  entfernten  Punk- 
tes; der  Schnittpunkt  von  c^  und  a^ 
mufs  also  auch  yon  c  und  a  gleich- 
weit entfernt  sein,  er  mufs  also  auf 
der  Halbierenden  b^  des  '^  ca  lie- 
gen (§.  12,  7b)  —  d.  h.: 

Die  Halbierenden  der  Innenwin- 
kel eines  Dreiseits  gehen  durch  einen 
Punkt,  das  sog.  Centrum  der  Seiten. 

Zusatz,  a)  Die  Abschnitte  solcher  von  den  Ecken  durch  einen 
Punkt  gezogenen .  Geraden  (Ecktransversalen),  welche  einerseits 
von  den  Ecken  begrenzt  sind,  heifsen  obere,  die  anderen  untere 
Abschnitte. 

b)  Da  der  geometrische  Ort  des  von  a  und  b  gleichweit  ent- 
fernten Punktes  nicht  allein  c^ ,  sondern  auch  c/  ist,  d.  i.  die  Halbie- 
rende des  Nebenwinkels  ab,  und  dasselbe  auch  von  a^'  bezüglich 
des  Nebenwinkels  bc  gilt,  so  liegt  der  Schnittpunkt  von  c/  und  a^' 
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auf  hy  So  wie  sich  also  vorhin  das  innere  Centrum- der  Säim 
fand;  so  erkennt  man  nun,  dafs  es  aufser  diesem  auch  noch 
drei  äufsere  Centren  der  Seiten  giebt 

3.  Wenn  wir  weiterhin  in  einem  beliebigen  Dreieck  ABC  inrth 
die  Ecken  die  Normalen   zu   den   be- 

züglich  gegenüberliegenden  Seiten,  die 
sog.  Höhen  des  Dreiecks  zeichnen, 
a ,  &',  c ,  so  kann  man  auch  von  die- 
sen, und  zwar  durch  Rückführung  auf 
1,  zeigen,  dafs  sie  durch  denselben 
Punkt  gehen.  Legt  man  nämlich  durch 
die  Ecken  Parallelen  zu  den  gegen- 
überliegenden Seiten,  so  bilden  diese 
ein  neues  Dreieck  A^B^C^'^  nun  ist  (§.  16,  7a)  C^A=^BC=AB^. 
also  A  die  Mitte  von  B^C^\  ebenso  sind  B  und  C  die  Mitten  von 
C^A^  und  A^B^.  Nun  sind  aber  a,  6',  c  auch  normal  zu  den  Seiten 
des  A  A^Bj^Ci  (§.  11,4c),  also  sind  sie  deren  Mittelnormalen,  haben 
daher  die  in  1  ausgesprochene  Eigenschaft,  d.  h.: 

Die  Hohen  eines  Dreiecks   gehen   durch    einen   Punkt,  defi  sog. 
Höhenpunkt 

4.  Zeichnen  wir  endlich  in  einem  Dreieck  ABC  die  durch  die 
Seitenmitten  gehenden  Ecktransversalen, 
die  sog.  Schwerlinien  (oder  Medianen), 
zunächst  deren  zwei,  AAj^  und  BB^,  so 
schneiden  sie  einander  in  S.  Nun  treten 
diametrale  Punktpaare  auf:  B]/\  C  zu  A^^ 
C  ]/\  A  ZM  B^  als  Centrum.  Bestimmen  wir 
zu  diesen  Centren  noch  die  mit  S  dia- 
metralen   Punkte   A^   und   B^,  so    ist 

(§.  16,  1  und  §.  14,  4')  SC  ||  und  =  AB^  und  A^B.  Daher  sind  letz- 
tere Strecken  (§.  16,  4)  diametral  zum  Schnittpunkt  S  der  Verbin- 
dungsgeraden AA2  und  BB^f  und  SC  ist  die  Mittelparallele  zn 
jenen  Parallelen,  halbiert  somit  auch  AB  (§.  16,  8a). 

Hieraus  folgt: 

a)  Die  Schwerlinien  änes  Dreiecks  gehen  durch  einen  Punkt,  dm 
sog.  Schwerpunkt 

Als  weiteres  Resultat  ergiebt  sich  hieraus: 

AS  =  SA^  =  2'SA,}md  BS  =  2' SB,,  d.  h.: 

a)   Zwei  Schwerlinien  eines  Dreiecks  schneiden  eifumder  so,  daß 
je  der  obere  Abschnitt  doppelt  so  grofs  ist  als  der  zugehörige  untere. 
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§.  37.  Das  Sehnendreieck  nnd  Tangentendreiseit. 


1.  Ein  Vieleck;  dessen  Ecken 
auf  einem  Kreise  liegen,  heifst 
dem  Kreise  eingeschrieben 
(Sehnenvieleck),  letzterer  heifst: 
dem  Vieleck  umgeschriebe- 
ner Kreis  (sog.  üipkreis). 


2.  In  einem  Dreieck  ist  das  Gen- 
trum der  Ecken  (§.  36,  l)  Mittel- 
punkt des  umgeschriebenen  Krei- 
ses, d.  h.: 

Für  jedes  Dreieck   gieht  es   e{nen 
umgeschriehenen  Kreis. 

3.  Die  Winkel  a,  /J,  y  des  Sehnen- 


1'.  Ein  Vielseit,  dessen  Seiten 
einen  Kreis  berühren,  heifst  dem 
Kreise  umgeschrieben  (Tan- 
gentenvielseit) ,  letzterer  heifst: 
dem  Vieleck  eingeschriebe- 
ner Kreis  (Inkreis),  falls  er  inner- 
halb, und:  angeschriebener 
Kreis  (Ankreis),  falls  er  aufser- 
halb  des  Vielecks  liegt. 

2\  In  einem  Dreiseit  ist  jedes 
Centrum  der  Seiten  (§.  36,  2).  Mit- 
telpunkt je  eines  berührenden  Krei- 
ses, d.  h.: 

Für  jedes  Dreiseit  giebt  es  einen 
eingeschriebenen  Kreis  und  drei  an- 
geschriebene  Kreise. 

3'.  Die  Seitenstrecken  a,hy  c  des 


<       JU   ',r 


Tig.  ISS. 


dreiecksXB(7(Fig.l22)werden  durch 
die  nach  dessen  Ecken  gehenden 


Tangentendreiseits  ABC  (Fig.  123) 
werden  durch  die  Berührungspunkte 
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Radien  des  umgeschriebeneD  Kreises 
geteilt^  und  diese  sind  entweder  nur 
innere  oder  teils  innere  teils  äu- 
fsere  Teilstrahlen  der  Winkel 
(§•  '7  '^)>  j®  nachdem  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  innerhalb  oder 
aufserhalb  des  Dreiecks  liegt;  im 
letzteren  Fall  sind  einzelne  Teilwin- 
kel negativ  zu  nehmen.    Nun  ist: 

/*'  +  /«=« 
/  +  «=/? 


-'a  +  ß  +  y=2R, 


R; 


somit: 


2-(«'+^-fy) 

also: 

a+ß^  +  y 
somit: 

a  =  R  —  a 

ß'  =  R-ß 

y  =  R  —  y,  d.  h.: 

Jeder  Teil  eines  Dreieckswinkels 
zwischen  dem  Radius  des  umge- 
schriebenen Kreises  und  einer  Seite 
ist  gleich  der  halben  Summe  der 
Winkel  des  Dreiecks  (Ä)  tveni- 
ger  dem  der  betreffenden  Seite  ge- 
genüberliegenden  Winkel. 

Zusätze.  1)  Jeder  der  angeschrie- 
benen Kreise  eines  Dreiseits  berührt  eine 
Seitenstrecke  selbst,  die  beiden  anderen 
in  ihrer  Verlängerung.  Dann  gilt  etwa 
für  den  Kreis  M^  die  Beziehung: 

BC,'=^BA,  und  CB,  =  CA„ 
und 

also:  2'  ABl  =  2  •  ^Cj  = 

AB^  +  AG,  ^  AC+  CB,+AB  +  BG, 

^.  =AG+AB  +  BG^2s, 
somit: 

AB,  =  AG,  =  s, 

was  sich  leicht  in  Worte  fassen  läfst. 


des  berührenden  Kreises  geteilt,  und 
diese  sind  entweder  nur  innere  oder 
teils  innere  teils  äufsere  Teilpnnkte 
der  Seitenstrecken  (§.  6,  5),  je 
nachdem  der  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses innerhalb  oder  aufserhalb  des 
Dreiecks  liegt;  im  letzteren  Fall 
sind  einzelne  Teilstrecken  negativ 
zu  nehmen   (vgl.  Zus.).     Nun   ist: 

Si  +  s^  =  a 

«3  +  «1  =  6 

2-(5,  +  s,+s,)=a  +  b+c^2s*l 
also: 


^1     1     ^2     I     ^3  


St  =  s 


-b 


s^  =  s  —-  Cf  d.  h.: 

Jeder  Teü  einer  Dreieckseik  swi- 
sehen  dem  Berührungspunkte  des  eifi- 
geschriebenen  Kreises  und  einem  Ed 
ist  gleich  der  haXben  Summe  der 
Seiten  des  Dreiecks  weniger  der  dem 
betreffenden  Eck  gegenüberliegenden 
Seite. 


*)  Wir  werden  künftig  die  Summe  der  Seiten  oder  den  Umfong  eines  Dreiecks 
durch  u  oder  durch  28  bezeichnen,  so  dafs  8  den  halben  Umfang  bedeutet 
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2)  Hieraus  folgt ,  dafs: 

BA^  =  JBCi  «s  5  —  c  =  «3  und  CA^  =  CJS^  =  5  —  6  =  «a- 

Vergleicht  man  diese  Werte  mit  den  in  (3')  gefundenen,  so 
folgt,  dafs: 

BA,  —  CA',  d.  h.: 

Jeder  Ankreis  eines  Dreiecks  teilt  die  nicht  in  ihrer  Verlängerung 
ierührte  Seitenstrecke  in  eben  solche  (nur  vertauscht  liegende)  Abschnitte 
f4?ie  der  Inkreis. 

3)  Weiter  folgt  sofort: 

-Bi^  =  B^A  —  B^ A  =  5  —  {s  —  a)  ^=^  üy  ebenso  C^C  =  a,  d.  B.: 

Wird  zu  einem  Dreieck  der  Inkreis  und  ein  Ankreis  gezeichnet,  so 
ist  der  Abstand  der  Berührungspunkte  auf  einer  Seite,  zu  welcher  die 
Kreise  nicht  beiderseitig  liegen,  gleich  derjenigen  Seitenstrecke,  zu  welcher 
die  Kreise  beiderseitig  liegen. 

4)  Wir  fÖgen  noch  hinzu,  dafs: 

A'  Ai  =  b  —  c. 


Zwölftes  Kapitel. 
Viereck  und  Vieraeit. 

§.  38.  Das  axige  Viereck  und  Vierseit. 

(Antiparallelogramm  und  Deltoid.) 

1*  Die  Entstehung  eines  Vierecks  wurde  §.  17,  4  gegeben.    Je 
nachdem  die  über  ein  Eck  hin- 
aus yerlängerten  Seitenstrecken  /\ 
in  die  Fläche  des  Vierecks  nicht                      /    \  ^ 
eintreten  oder   eintreten,  heifst                AL^^h^x            /iNv 
ein   Eck  ein   ausspringendes             -''7x^     V        /v'*'\^ 
oder  ein  einspringendes.           ^--""      i/^      ^^^^ ^l/^   \    j^j 

Zwei  nicht  auf  einer  Seite  ^ 

liegende     Ecken    heifsen    Ge-  ^'     - 

genecken,  A,  C,  ihre  Verbindungsgerade  Diagonale;  zwei  nicht 
an  einem  Eck  zusammenstofsende  Seiten  heifsen  Gegenseiten,  a,  c, 
ihr  Schnittpunkt  Nebeneck. 

Nach  der  Entstehungsart  des  Vierecks  entweder  aus  vier  gege- 
benen Punkten,  von  welchen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  oder 
aus  vier  Geraden,  von  welchen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen, 
unterscheidet  man  Viereck  und  Vierseit. 
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Ein  Viereck  mit  einem  Paare  paralleler  Seiten  heifst  Trapex; 
diese  Figur  wurde  schon  betrachtet  in  §.  16,  8  und  9. 

3*    Zwei    Paare   symmetrischer       2\   Zwei  Paare    symmetrischer 
Punkte  A  und   B,  C  und  D  be-   Geraden   a   und   fe,   c  und  d  be- 


Fig.  126. 


stimmen  ein  axiges  Viereck.  In  die- 
sem sind  die  Verbindungsstrecken 
nicht  symmetrischer  Punkte  (zwei 
Gegenseiten  und  zwei  Diagonalen) 
und  die  an  symmetrischen  Punk- 
ten liegenden  Winkel  paarweis 
gleich-,  die  Verbindungsstrecken 
symmetrischer  Punkte  sind  par- 
allel; die  gleichen  Seiten  sowohl 
als  die  Diagonalen  schneiden  ein- 
ander auf  der  Äxe. 

3»  Ein  Viereck,  in  welchem 
zwei  an  einer  Seite  liegende  Win- 
kel einalider  gleich  sind  und  eben- 
so die  an  der  Gegenseite,  heifst 
ein  Antiparallelogramm. 

Die  genannten  Seiten  sind  par- 
allel; denn  wenn  in  AB  CD  an- 
genommen ist:     ^  ff  a=  /}  und 

also: 


y,  so  ist: 

=  2.(a-f  *)  =  4B, 


a  -f  *  =  2B,  d.  h.:  AB  ||  CD. 

4*  In  Bezug  auf  die  Mittelnor- 
male   zu    einer    dieser    parallelen 
Seiten,  etwa  zu  AB  ist: 
MA  A  MB, 


Fig.  127. 


stimmen  ein  axiges  Vierseii  In 
diesem  sind  die  Winkel  nicbt 
symmetrischer  Geraden  (zwei  Win- 
kel an  Gegenecken  und  die  von 
Gegenseiten  gebildeten  Winkel) 
und  die  auf  symmetrischen  Gera- 
den liegenden  Seitenstrecken  paar- 
weis gleich;  die  zwei  Verbindungs- 
geraden der  Scheitel  gleicher  Win- 
kel sind  normal  zur  Axe. 

3'.  Ein  Vierseit,  in  welchem 
zwei  an  einem  Eck  zusammen- 
treffende Seiten  einander  gleich  sind 
und  ebenso  die  an  dem  Gegeneck; 
heifst  ein  Deltoid. 


4'.  Wenn  im  Vierseit  abcd  an- 
genommen ist  a  =  b  und  c  =  rf, 
so  ist  in  Bezug  auf  die  Halbie- 
rende m  des  ^  ab:  X  A  F,  so- 


§.     38.  39. 
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mit  ist  m  Mittelnormale  zu  XY^ 
also  liegt^  wegen  c  '^^  d,  auch  Z 
auf  ihr,  somit  ist'c  A  d,  d.  h,: 


iiii<]  da  -^  «  ==s  /},  so  ist  auch 

AD  A  JBC] 

dsk  ferner  CD  sich  selbst  symme- 
trisch entspricht  (§.  11,  4  b  und 
§.  10,  2'),  so  gilt  auch  ftlr  die 
Schnittpunkte  0  A  D,  d.  h.: 
Ein  AntiparaUelogramm  ist  axig  in  Ein  DdUnd  ist  axig  in  Bezug  auf 
JBe0f4g  auf  die  Mittelnormale  zu  die  Halbierende  eines  seiner  van 
einer  seiner  parallelen  Seiten.  gleichen     Seitenstrecken     gebildeten 

Winkel. 

&•  Hieraus  folgt  sofort  die  Giltigkeit  der  in  3  und  2^  ge- 
gebenen Aussagen  auch  fiir  das  Antiparallelogramm ,  beziehungsweise 
Deltoid. 

6.  Ferner  heben  wir  noch  hervor: 


In  einem  Antiparallelogramm  ist 
die  Mittelnormale  zu  einer  der 
parallelen  Seiten  auch  solche  für 
deren  gegenüberliegende  Seite, 


In  einem  Deltoid  ist  die  Hal- 
bierende des  •  Winkels  zwischen 
einem  Paare  gleicher  Seiten  auch 
Halbierende  des  gegenüberliegenden 
Winkels. 

Vgl.   hiermit    die    Sätze    vom    gleichschenkeligen    Dreieck    und 
Dreiseit  in  §.  11,  C. 

7.   Zur  Übung  in  der  Beweisführung  mögen  die  Sätze  dienen: 


a)  Ein  Viereck,  in  welchem 
zwei  Gegenseiten  gleich  sind  und 
ebenso  die  Winkel  an  einer  drit- 
\eti  Seite,  ist  ein  Antiparallelo- 
gramm. 

b)  Ein  Viereck,  in  welchem 
zwei  Gegenseiten  einander  gleich 
^ind  und  ebenso  die  Diagonalen, 
ist  ein  Antiparallelogramm. 


a')  Ein  Vierseit,  in  welchem 
zwei  gegenüberliegende  Winkel 
gleich  sind  und  ebenso  die  Seiten 
an  einem  dritten  Eck,  ist  ein 
Deltoid. 

b')  Ein  Vierseit,  in  welchem 
zwei  gegenüberliegende  Winkel 
einander  gleichr  sind  und  die  Dia- 
gonalen zu  einander  normal,  ist 
ein  Deltoid. 


§.  39,  Das  centrische  Viereck  oder  Vierseit. 

(Parallelogramm.) 

1.  Zwei  Paare  zu  demselben  Centrum  diametraler  Punkte  (Gera- 
4^ti)  bestimmen  ein  centrisches  Viereck  (Vierseit),  dessen  Gegen- 
seiten parallel  sind  (§.  14,  4'). 

2.  Ein  Viereck  (Vierseit)  mit  zwei  Paaren  paralleler  Gegenseiten 
teifst  Parallelogramm,   wie  z.  B.   ABCD   (Fig.  128).     Das^cen- 
^riscte  Viereck   ist   somit  ein   Parallelogramm.    —    Nach   §.    l->,    »<: 
gilt  dann: 


80  M^- 

In    einem    Parallelogramm    ist    die    Summe    eweier    benaMorh 
Winkel  =-2R 

3.   Wird  zuerst  nur  AJB  l  CD  angenommen,  so  sind  beide dia 
metral   in  Bezug  auf  die  Mitte  M  von  AC  (§.  14,  5');   werden  dcb 
erst  AD  Iji  BC  zugefügt   gedacht,    so    sind   die 
durch  diese  Parallelen  mit  den  vorigen  hervor- 
gerufenen   Schnittpunkte    D    und   B    ebenfalls  '     ^^-^ 


symmetrisch  zu  M  (§.  16,  l');  d.  h.:  j^[ n,^ 

Das  Baralldogramm  ist  eine  cenirische  Figur.  Fig.  m. 

Zusatz.     Hieraus  folgt  unmittelbar: 

a)  Im  Parallelogramm  sind  die  Gegenseiten  einand&r  gleiA^  Ah* 
so  die  an  Gegeneclcen  liegenden  Winkel. 

b)  Im  Parallelogramm  halbieren  die  Diagonalen  einander. 

c)  Jede  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  eines  PaaraMfr 
gramms  gehende  und  von  Gegenseiten  {oder  ihren  Verlängerungen)  ht 
grenzte  Gerade  wird^  in  jenem  Punkte  halbiert. 

d)  Die  MitteVparaUde  zweier  Gegenseiten  geht  durch  den  Sdniti- 
punkt  der  Diagonalen. 

4.  Sofprt  ergeben  sich  auch  die  ümkehrungen  der  vorstehenden 
Sätze,  nämlich: 

a)  Ein  Viereck  ist  ein  Parallelogramm  y  wenn  zweimal  zwei  Ge- 
genseiten gleich  sind. 

Denn  wenn  AB  =  DC  und  AD^BC  sein  soll  und  vorerst 
nur  A  ABC  gezeichnet  ist,  so  ist  hierdurch  die  Lage  des  Punktes 
D  gegen  A  und  G  eindeutig  bestimmt,  da  er  anderseits  als  B  von 
AC  liegen  mufs  (§.  12,  6c);  auf  dieselbe  Weise  ist  aber  auch  der 
mit  B  diametrale  Punkt  in  Bezug  auf  das  Centrum  Jlf  zu  ilC  be- 
stimmt. 

b)  Ein  Viereck  ist  ein  Parallelogramm ,  wenn  zweimal  zwei  gegen- 
überliegende Winkel  gleich  sind. 

Denn  wenn  ^  ^  =  C,  ^B  =  D, 

so  ist  ^  A  +  B  =  C  +  D  ^  2R  {%.  17,  e) 

und  ^A  +  D  =  B  +  C  =  2R, 

also  AD  II  BC  und  AB  \\  CD, 

c)  Ein  Viereck  ist  ein  Parallelogramm ,  wenn  einmal  zwei  Gegen- 
seiten parallel  und  gleich  sind  (§.  16,  7  b). 

d)  Ein  Viereck   ist  ein  Parallelogramm,  wenn  seine  Diagonalen 
einander  halbieren. 

Denn   das  Viereck  ist  centrisch  (1). 


§.   40. 
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§.  40.  Das  axige  und  centrische  Viereck  oder  Vierseit. 

(Rechteck,  RautC;  Quadrat.) 


1«  £m  Parallelogramm  y  in  wel- 
chem zwei  an  einer  Seite  liegende 
Winkel  einander  gleich  sind,  heifst 
ein  Rechteck. 


1'.  Ein  Parallelogramm,  in  wel- 
chem zwei  an  einem  Eck  liegende 
Seiten  einander  gleich  sind,  heifst 
eine  Raute  (ein  Rhombus). 


Rechteck  und  Kaute  sind  besondere  Formen  des  Antiparallelo- 
gramms,  bzw.  Deltoids  (vgl.  §.  38,  3  und  3'). 


2.  Aus    1    und    aus    §.  39,  t 

und  3  Zusatz  a  folgt: 

a)  In  einem  Bechtech  sind  alle 
Winkel  von  gleicher  Gröfse,  jeder 
ist  ein  Bechter  — 

und  umgekehrt: 

b)  Ein  Viereck  mit  vier  glei- 
chen Winkeln  ist  ein  Bechteck; 
denn  in  ihm  sind  zunächst  zwei  Paare 
gegenüberliegender  Winkel  gleich, 
also  (§.  39,  4  b)  ist  es  ein  Paral- 
lelogramm, und  auch  zwei  be- 
nachbarte sind  gleich,  also  (1)  ist 
es  ein  Rechteck. 

3.  Da  das  Rechteck  in  doppel- 
ter Weise  als  Antiparallelogramm 
aufgefafst  werden  kann,  so  folgt 
aus  §.  38,  6: 


A 

^ 

2 

t 

B 

Jß 

l 

C 

Fig.  189. 

a)  In  einem  Rechteck  ist  die 
Mittelnormale  zu  jeder  Seite  auch 
solche  zur  Gegenseite. 

b)  Bas  Bechteck  ist  centrisch 
und  axig  in  Bezug  auf  zwei  zu 
einander  normale  Äxen. 


2\  Aus  1'  und  aus  §.  39,  3 
Zusatz  a  folgt: 

a')  In  einer  Baute  sind  edle 
Seiten  von  gleicher  Gröfse  — 

und  umgekehrt: 

b')  Ein  Viereck  mit  vier  glei- 
chen Seiten  ist  eine  Baute; 
denn  in  ihm  sind  zunächst  zwei 
Paare  gegenüberliegender  Seiten 
gleich,  also  (§.  39,  4a)  ist  es  ein 
Parallelogramm,  und  auch  zwei 
benachbarte  sind  gleich,  also  (1') 
ist  es  eine  Raute. 

3\  Da  die  Raute  in  doppelter 
Weise  als  Deltoid  aufgefafst  wer- 
den kann,  so  folgt  aus  §.  38,  e: 


a')  In  einer  Baute  halbiert 
jede  Diagonale  die  Winkel  zweier 
Gegenecken. 

h')  Die  Baute  ist  centrisch  und 
axig  in  Bezug  CMf  zwei  zu  ein- 
ander normale  Axen. 


Zusatz.    Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Lehrbach  der  ElementAr-Geometrie. 
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§.  40.  41. 


Die  Diagonalen  eines  BechtecJces 
sind  einander  gleich. 


Die  Diagonalen  einer  Baute  sM 
gu  einander  normal. 


4.  Sofort  ergeben  sich  auch  die  Umkehrungen  der  yorstehenden 
Sätze  ^  z.  B.: 


a)  JEHn  Parallelogramm  y  in 
welchem  die  Mittelnormale  zu  einer 
Seite  auch  solche  zur  Gegenseite  ist, 
ist  ein  Bechteck. 


a')  Ein  Parallelogramm,  inuä- 
chem  eine  Diagonale  die  WiM 
an  zwei  Gegenecken  halbiert,  istme 
Raute. 


Ferner  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  §.  39^  3  Zusatz  b: 


b)  Ein  Parallelogramm  mit  zwei 
einander  gleichen  Diagonalen  ist 
ein  Bechteck, 


woraus  sich  unmittelbar  folgern  läfst: 


b')  Ein  PardIMogramm  mit  ^ 
zu  einafider  normalen  Diagonalen 
ist  eine  Baute, 


c)  Ein    Viereck    mit   zwei    ein 
ander  halbierenden  und  gleich  grofsen 
Diagonalen  ist  ein  Bechteck. 


c')  Ein  Viereck  mit  zwä  ein- 
ander halbierenden  und  nortmlen 
Diagonalen  ist  eine  Baute, 


\a 

A    4/ 

^ 

\ 

/ 

B, 

■      7 

\ 

/l 

9 

r.    ^\ 

5.  Ein  Parallelogramm  y  das  zugleich  Rechteck  und  Raute  ist, 
heifst  ein  Quadrat. 

Es  kann  also  erklärt  werden  als  a)  ein  Recht- 
eck, in  welchem  zwei  anstofsende  Seiten  gleich, 

b)  eine  Raute,  in  welcher  ein  Winkel  ein 
Rechter, 

c)  ein  Parallelogramm,  in  welchem  zwei 
anstofsende  Seiten  gleich  und  normal  zu  einander, 

d)  ein  Viereck,  in  welchem  zwei  anstofsende 
Seiten  zu  einander  normal  und  alle  Seiten  ein- 
ander gleich  sind. 

Das  Quadrat  ist  centrisch  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  seiner 
Diagonalen,  axig  in  Bezug  auf  die  Diagonalen  und  in  Bezug  auf  die 
Mittelparallelen  seiner  Seiten:  es  ist  also  centrisch  und  vieraxig. 

§•  41.  Das  Sehnenviereck  und  Tangentenvierseit. 

1.  Wird  einem  Kreise  ein  Vier-I      1'.  Wird  einem  Kreise  ein  Vier- 
eck AB  CD  eingeschrieben,  und  |  seit -4 -B  CD  umgeschrieben,  so  ist: 

Z 


Fig.  151. 


Fig.  ist. 


Fig.  ISS. 


§.  41. 
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wird   die   Tangente   in  A,   sowie 
die  Diagonale  AC  gezogen,  so  ist: 

^DCA  =  DAY, 
und 

^ACJB^XAB 
somit: 

^DCÄ  +  ACB  +  BAD 
=  XAB'\-BAD+DAT~2R 

oder: 

^BCD  +  DAB='2R; 
d.  h.: 

In  einem  Sehnenviereck  ist  die 
Summe  zweier  gegenOberliegenden 
Winkel  gleich  zwei  Bechten. 
Vergl.  §.  34,  6  Zusatz  2. 
Zusatz  1.  Ein  einem  Kreise  ein- 
geschriebenes Parallelogramm  mufs 
ein  Rechteck  sein. 

Anmerkung.  Wenn  oben  (Fig. 
132) 

'^A  +  C=2B, 
so  ist  anch: 

^A  =  BCZ. 


Fig.  134. 

Diese  Lage  zeichnen  wir  aus  durch 
folgende  Definition: 
Eine  Gerade  a  keifst  mit  einer  an- 
dern h  antiparallel  m  zwei  Ge- 
raden l  und  *,  toenn  ^  la  ge- 
genwendig gleich  dem  -^  Ich. 

2.     Als     Umkehrung     von     1 
folgt: 
Um  ein    Viereck^  in   wdchem  die 


AA^  =  AD, 
A,B  =  B,B 
CG,  =  CB, 
C,D=D^D 

somit: 

AA^-\-A,B  +  CC,  +C,D 
=  AD,  +  A^  +  CBi  +.  A^ 
oder: 

AB  +  CD^AD+  CB-, 
d.  h.: 

In  einem  Tangentenvierseit  ist  die 
Summe  zweier  Gegenseiten  gleid^  der 
Summe  der  beiden  anderen. 

Zusatz  1'.  Ein  einem  Kreise 
umgeschriebenes  Parallelogramm 
mufs  eine  Raute  sein. 

Zusatz  2\  Ist  das  Yierseit 
ABCD  dem  Ki^ise  angeschrie- 
ben (vgl.  §.  37,0,  so.  ist: 


Flg.  135. 

AB  — CD 
=  AA,  -  BA,  ^  CO,  —  C,D 
=  AD,  —  BB,  —  J?iC—  DD, 
=  AD,  —DD,  -  (BB,  +  B,C) 
=  AD—BC',    d.  h.: 

Bei  einem  dem  Kreise  angeschrie- 
benen  Vierseit  ist  die  Differenz 
zweier  Gegenseiten  gleich  der  der 
beiden  übrigen. 


2\    Als     Umkehrung    von     1' 
folgt: 
In  ein    Vierseit,    in   ivelchem    die 

6* 
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Summe    zweier    gegenüberliegenden 
Winkel    gleich    zwei    Bechten    ist, 
läfst  sich  ein  Kreis  beschreiben  — 
denn  wenn 

^  BCD  +  DAB  =  2B 

und  wenn  etwa  der  um  DAB  be- 
schriebene Kreis  (§.  37,  2)  die 
BC  nicht  in  C,  sondern  in  E 
schneiden  würde,  so  wäre: 


Fig.  IS6. 

^  BED  +  DAB  =  2JR 
(1),  also  müfste: 

^  BED  =  BCD 
sein,  was  unmö^ich  ist  (§.  17,  2). 

Zusatz.  Um  jedes  Äntiparalle- 
logramm  läfst  sich  ein  Kreis  be- 
schreiben. 

3.  Aus  §.  40,  3  Zusatz  folgt 
leicht: 

Der  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
eines  Rechteckes  ist  der  Mittelpunkt 
des  umgeschriebenen  Kreises, 


Summe  je  fsweier  Oegenseiien  gki- 
chen  Wert  haty  läfst  sich  ein  Kreis 
beschreiben  — 
denn  wenn 

AB  +CD  =  BC  +  DA, 

und  wenn  etwa  der  die  Seiten 
AB,  BC,  CD  berührende  Kreis 
(§.  37,  2')  nicht  AD,  sondern  ÄE 
als  Tangente  hätte,  so  wäre: 


Fig.  137. 

AB  +  CE=BC'\-EA 

(1'),  also  müfste: 

CD  —  CE  =  DA—EÄ 

oder  ED  =  DA  —  EA  sein,  was 
unmöglich  ist  (§.  30,  4). 

Zusatz.  In  jedes  Deltoid  lafst 
sich  ein  Kreis  beschreiben. 

3'.  Es  ergiebt  sich  aus  §.  40, 3': 

Der  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
einer  Baute  ist  der  Mittelpunkt  des 
eingeschriebenen  Kreises. 


Flg.  138.  I  Fig.  139. 

4.  Es  ist  nur  die  Vereinigung  von  (3)  und  (3'),  wenn  wir  be- 
haupten (§.  39,  6): 

Der  Schnittpunkt  der  Diagona- 
len eines  Quadrates  ist  der  Mittel- 
punkt des  ein-  und  umgeschriebenen 
Kreises,  Der  Badius  des  eingeschrie- 
benen Kreises  ist  gleich  der  halben 
Seite  des  Quadrates  (Fig.  140). 


Fig.  140. 


Fl«.  141. 


§.  41.  42. 
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5.  Und  umgekehrt  (Fig.  141): 

Die  Eckpunkte  zweier  m  einander  normalen  Durchmesser  bestim- 
men ein  dem  Kreise  ein-  und  umgeschriebenes  Quadrat  —  was  aus  der 
Symmetrie  der  Figur  in  Bezug  auf  beide  Durchmesser  folgt 


Dreizehntes  Kapitel. 

Das  Vieleck  und  Vielseit. 

§.  42.  Das  axige  und  das  centrische  Vieleck  und  Vielseit. 


1.  Beliebig  viele  Paare  zu  der- 
selben Geraden  symmetrischer 
Punkte  (Geraden)  wie-4  und  A^  B 


Flg.  148. 

und  JBi,  C  und  Cj, . . .  bestimmen 
ein  axiges  Vieleck  (Vielseit) 
ABC  .  .  C^B^A^\  die  Seiten  des- 
selben sind  paarweise  gleich  und 
bilden  beiderseits  der  Axe  gegen- 
wendig gleiche  Winkel  (§.  12,  2 
und  2'): 

Ein  axiges  Vieleck  wird  durch  die 
Axe  in  zwei  gegenwendig  kongruente 
Yielecke  zerlegt 


V.  Beliebig  viele  Paare  zu  dem- 
selben Punkte  symmetrischer  Ge- 
raden (Punkte)   wie  a   und  a^y  b 


Fi«.  14S. 

und  \,  c  und  (^i, . . .  bestimmen  ein 
centrisches  Vielseit  (Vieleck) 
abc  .  , ,  «i^iCi  . . . ;  die  Seiten  des- 
selben sind  paarweise  gleich  und 
bilden  beiderseits  von  einer  Cen- 
tralen gleichwendig  gleiche  Win- 
kel (§.  16,  2): 

Ein  centrisches  Vielseit  unrd  durch 
eine  Centrale  in  zwei  gleichwendig 
kongruente  Vielseite  zerlegt. 


Die    Eckenzahl    des  entstehenden    axigen    Vieleckes    ist    ungerade 


^r 

JD 

V. 

H 

ff  '  c 

Fig.  14Sb.  Fig.  14t  c. 

(Fig.  142)  oder  gerade  (Fig.  142b  und  142c),  d.  h.  es  entsteht  ein  im- 
paares  oder  paares  axiges  Vieleck,  je  nachdem  einmal,  bez.  keinmal 
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oder  zweimal  zwei  symmetrische  Punkte  in  einen,  nftmlicb  in  einen  Punkt 
der  Axe,  zasammenfallen. 


2.  Umgekehrt  gilt  auch: 
Wird  an  einer  Seitenstrecke  eines 
Vieleckes  nach  aufsen  ein  ihm  kon- 
gruentes  gegenwendig  angetragen^  so 
ist  die  Gesamtfigur  ein  axiges  Viel- 
eck^ für  welches  die  Seitenstrecke 
Symmetrieaaie  ist. 

Denn  wenn  (Fig,  142c) 


2'.  Umgekehrt: 
Wird  an  einer  Seitenstrecke  eines 
Vieleckes  nach  aufsen  ein  ihm  km- 
gruentes  gleichwendig  angetragen,  so 
ist  die  Gesamtfigur  ein  centrisdtes 
Vieleck,  für  welches  die  Mitte  der 
Seitenstrecke  Centrum  ist. 

Denn  wenn  (Fig.  143) 

ABC,.A^^AiBiC^.,.Ä 
und  wenn  dabei 

AM^MA,, 

so  ist 

^MAB=MA,B^,  AB==Ä,B,, 

folglich 

AB]/\A,B,, 
da  femer 

<^J?==J?,  und  BC  =  B,C„ 

so  ist  auch 

BC]/\B^C^  u.  s.  w. 


80  ist 

^A^A^,AB  =  A,B^, 

folglich 

AB  AA^B,', 
da  femer 

^  B  =  B,  und  BC  =  B^Ci, 

so  ist  auch 

BC  A  Bfi,  u.  s.  w. 

3.  Wird  als  das  erste  Vieleck  jetzt  ein  solches  gewählt,  wie 
AB  CDCi  B^Ai,  welches  axig  ist  in  Bezug  auf  die  zu  ÄA^ 
Mittelnormale  MD,  so  kann 
das  zweite  ihm  kongruente  jen- 
seits der  Seitenstrecke  AAi 
aufgefafst  werden  sowohl  als 
gleichwendig  bsi  AiA  angelegt, 
indem  den  Ecken  ABCD... 
der  Reihe  nach 

entsprechen;    —    als    auch   als 

gegenwendig  an  ^  ^^  angelegt, 

indem   den  Ecken  AB  CD  . . . 

der  Reihe    nach   AB^C^D^  ,  ,  .   entsprechen    (vgl.    die    Bemerkung 

zu  §.  14,  3);   hiernach   ergiebt   sich  aus  2  und  2': 

Wird  einem  axigen  Vieleck,  in  welchem  eine  Seite  sich  selbst  ent- 
spridU  {normal  zur  Axe  ist),  ein  kongruentes  Vieleck  an  diese  Seiteil- 
strecke  angelegt,  so  entsteht  als  Gesamtfigur  ein  Vieleck,  welches  centrisch 
ist  in  Bezug  auf  die  Mitte  jener  Seitenstrecke  und  axig  in  Bezug  auf  jene 
Seite  sowohl  wie  auf  ihre  Mittelnormale. 


mg.  lu. 
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4,    Die  gegenseitige  Abhängigkeit  der   letzteren  Eigenschaften 


wird  klar  durch  folgende  Sätze 
Ein  Vieleck,  tv^iches  axig  ist  in 
Beatig  auf  0wei  m  einander  nor- 
male Axen,  ist  zugleich  centrisch 
in  Beetig  auf  deren  Schnittpunkt 
als  Centrum. 

Wenn  nämlich  (Fig.  144)  in  Be- 
zug auf  die  Axe  ÄÄ^  sowohl  als 
auf  DD^  Symmetrie  stattfindet, 
so  ist 

MB  A  MB,,  MB,  A  MB^, 
MB^  A  MB^, 
also  ist 

MB  =  MB,  =  MB^^MB^ 
somit  B^B^y  u.  s.  w. 


Ein  Videcky  welches  zugleich  axig 
und  centrisch  ist,  ist  auch  axig  in 
Bezug  auf  eine  zweite  zur  ersten 
normale  und  durch  das  Centrum 
gehende  Axe. 

Wenn  nämlich  (Fig.  144)  AA, 
Axe  und  M  Centrum  des  Vielecks 
ist,  so  ist 

MB  «=  MB^  und  MB^  —  MB,, 

also 

MB,  —  MB, 

ferner  ist 

^  BMD  —  D^MB^  =  B,MB, 

somit 

MB,  A  MB 

für  Axe  DDgi  u.  s.  w. 
6.   Gehen  durch  einen  Punkt  2,  3,  4,  . . .  »Gerade,  deren  Halb- 
strahlen mit  einander  gleiche  Winkel  bilden  (wird  also  ein  sog.  regel- 
mäfsiger  Zweistrahl,  Dreistrahl,  . . .,  Vielstrahl  gezeichnet) 
und  werden  zu  diesen  Geraden  als  Axen  und 


zu  einem  nicht  auf  einer  Axe  lie- 
len    Punkte    alle    mit    einan- 


zu  einer  nicht  durch  den  Scheitel 
gehenden   Geraden   alle   mit   ein- 
der     symmetrischen    Punkte     ge-  ander  symmetrischen  Geraden  ge- 


nommen. 


^1 ;; Y*^ 

— f 

4/  X  ^ 


/        ^S 


Fig.  145. 


nommen , 


Plg.  146. 


80  bestimmen   diese   Punkte,  bzw.  Geraden   die  Ecken   bzw.  Seiten 
eines  2,  3,  4,  ...n-axigen  4,  6,  8,...  2n-eckes  (-seites). 
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Wenn  man  nämlich  von  ^^  A  Bj ,  bzw.  a^  A  b^  in  Bezug  auf 
1  als  Axe  ausgeht,  so  liegen  wegen  Gleichheit  der  Winkel  des  Strab- 
lenbüschels  die  folgenden  Axen  beiderseits  von  Axe«  1  in  Bezug  auf 
diese  symmetrisch,  woraus  sich  dann  die  symmetrische  Lage  der 
folgenden  Punkte  bzw.  Strecken  für  Axe  1  ergiebt.  Was  von  Axe  1 
gilt,  gilt  ebenso  für  alle  anderen  Axen. 

Der  regelmftfsige  Zweistrahl,  Vierstrahl,  Achtstrahl, . . .  wird  kon 
struiert  aus  dem  rechten  Winkel  und  durch  fortgesetzte  Halbierung  des- 
selben, der  regelmäfsige  Dreistrabi  mittelst  eines  gleichseitigen  Dreiecks; 
durch  Halbieren  der  Winkel  desselben  ergiebt  sich  der  Sechssti*ahl,  Zwölf- 
strahl  u.  s.  w.  Es  lassen  sich  hierbei  mit  Vorteil  das  gleichschenkelige 
Winkelscheit  und  das  die  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  darstel- 
lende gebrauchen. 

6.  Von  den  so  entstandenen  Figuren  gelten  die  Sätze : 


Im  n-axigen  2n'S€it  sind  alle  Seiten 
einander  gleich  und  jeder  Winkel 
ist  gleich  dem  0tveitf olgenden; 


Im  n-axigen  2n-ecÄ  sind  alle  Win- 
kel einander   gleich  und  jede  Seite 
ist  gleich  der  zweitfölgenden\ 
denn  es  ist: 

-^  A^  =  Ä^  (Strecke  a,  ^=  a^)  als   symmetrisch  zur  Axe  2 
^  J^  =»  jBj  (      „        ag  =  62)    „  „  „        „     3  etc. 

und  es  ist: 

A^A^-:=^A^B2  {-^a^a^^-a^h^    „  „  „        „    3  etc. 

In  diesen  Figuren  beträgt  der  WitiJcel  einer  Seite  mit  der  gweii- 
folgenden  —  Denn  die  Summe  je  eines  der  n  Paare  von  zwei  aiif 
einander  folgenden  Aufsenwinkeln  ist  nach  obigem  st^ts  die  gleiche 
=  —  (§.  17,  5)  und  stellt  zugleich  den  Winkel  je  einer  Seite  mit 
der  zweitfolgenden  dar  (§.  17,  1). 

'    7.   Mit  dem  Hinweis  auf  §.  12,  3  und  a    ergiebt  sich  umgekehri: 


Ein  gleichseitiges  2nrseit^  in  tcekhein 
jeder  Winlrl  gleich  dem  gweiifd- 
genden,  ist  n-axig  in  Besug  auf  die 
Halbierenden  der   Winkel, 


Ein  gleichwinkeliges  2n-ecfc,  in  wel- 
chem jede  Seitei^istrecke  gleich  der 
zweitfolgenden,  ist  n-axig  in  Bezug 
auf  die  Mittelnormalen  der  Seiten. 

Dafs  diese  Axen  einander  in  einem  Punkte  schneiden,  folgt  daraus, 
dafs  je  zwei  derselben  zu  einer  dazwischen  liegenden  symmetrisch 
sind.    Der  Winkel  einer  Axe  mit  der  zweitfolgenden  ist  dann  derselbe, 

wie  der  einer  Seite  mit  der  zweitfolgenden  (§.  18,  4)  =  —  (▼gl.  6)^ 
somit  ist  der  Winkel  je  zweier  benachbarten  Axen  =  -—=—• 


§    43. 
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§.  43.  Das  regelmäfsige  Vieleck. 

1.  Wird  bei  der  in  §.  42,  ö  angegebenen  Entstehung  des 
n-axigen  2n-eckes  und  2n-seite8  der  zuerst  anzunehmende  Punkt  (^J 
als  ein  sich  selbst  symmetrisch  entsprechender  auf  die  Axe  verlegt 
(Fig.  147),  bzw.  die  Gerade  (aj  als  eine  sich  selbst  symmetrisch  ent- 
sprechende, also  zu   einer  Axe  normale  angenommen  (Fig.  148),  so 


\ 

^ 

*^, 

/ 

-»# 

^ 

/ 

"i 

4 

7 

\ 

i 

/ 

4 

<% 

\ 

Fig.  147. 


Fig.  148. 


verschwindet  die  eine  Hälfte  der  Punkte  und  Geraden  und  es  ent- 
steht eine  besondere  Art  von  3,  4, .  . .  n-eck,  bzw.  3,  4, .  .  .  n-seit, 
nämlich   ein  3,  4, . . .  n-axiges  oder  ein  sog.  regelmafsiges. 

Unter  einem  regelmäfsigen  Vieleck  (Vielseit)  versteht  man 
nämlich  ein  solches,  in  welchem  alle  Winkel  einander  gleich  und 
ebenso  alle  Seiten  einander  gleich  sind. 

2.  Von  einem  solchen  ist  ersichtlich: 

Ein  regelmäßiges  n-eck  ist  n-axig  in  Bezug  auf  seine  Winkelkal- 
hif'renden  und  seine  MittelnormcUen  der  Seiten. 

Denn  an  diese  Axen  schliefsen  sich  die  übrigen  Stücke  an  ge- 
mäfs  §.  12,  3  und  s\ 

3.  Wir  unterscheiden  nun  die  regelmäfsigen  Vielecke  von  gera- 
der Seitenzahl  (paare  Vielecke)  von  denen  mit  ungerader  Seitenzahl 
(unpaare  Vielecke).  In  einem  der  ersteren  Art  mufs  nämlich  eine 
Winkelhalbierende  durch  das  Gegeneck  gehen,  da  nach  Annahme 
beiderseits  derselben  gleichviel  gleich  grofse  Seiten  und  Winkel  lie- 
gen; ans  demselben  Grunde  mufs  die  Mittelnormale  einer  Seite  auch 
solche  für  deren  Gegenseite  sein.  In  einem  unpaaren  regelmäfsigen 
Vieleck  aber  schliefsen  sich  an  eine  Winkelhalbierende  Symmetrieaxe 
beiderseits  gleichviel  gleiche  Seiten  und  Winkel  an  bis  auf  eine  un- 
paar  übrig  bleibende  Seite,  die  sich  selbst  entsprechen,  d.  i.  durch 
die  Axe  normal  halbiert  werden  mufs;  d.  h.: 

In  einem  regdmäfsigen  Vieleck  von  gerader  Seiteneahl  ist  jede  Ter- 
hindungsgerade  der  Mitten  von  Gegenseiten,  sowie  auch  die  von  Gegen- 
fcken  Symmetrieaxe;  in  einem  von  ungerader  Seitenzahl  ist  jede  Verbin- 
dmgsgerade  eines  Edces  mit  der  Mitte  der  Gegenseite  Symmetrieaxe. 

4.  Da  die  2n  Axen  eines  regelmäfsigen  2n-eckes  durch  das  Cen- 
tnun  gehen  and  zwei  benachbarte  einen  Winkel 
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bilden,  so  ist  der  von  n  solchen  auf  einander  folgenden  =  iZ,  d.  L: 
Von  den  2w  Symmetrieaocen  eines  regelmäfsigen  2n'€cke8  sind  jede 
erste  und  (n  -{-  l)^  m  einander  normal. 

Somit  liegt  hier  der  in  §.42,  3  betrachtete  Fall  zweier  normalen 
Symmetrieaxen  vor  und  es  folgt: 

Ein  regelmäfsiges  2nr€ck  ist  centrisch  in  Bezug  auf  die  Mitte  der 
VerUndungsstrecJce  a)  zweier  Gegenecken  oder  ß)  der  Mitten  zweier  Ge- 
genseiten. 

§.  44.  Das  axige  Sehnenvieleck  und  Tangentenvielseit. 

1.  Von  den  Vielecken  und  Vielseiten,  um  und  in  welche  ein 
Kreis  beschrieben  werden  kann,  fassen  wir  zunächst  die  der  voran- 
gehenden §§.  ins  Auge.    Für  die  in  §.  42,  5  erhaltenen  Figuren  er- 
giebt  sich: 
Um  das  n-axi^e  2n-ecfc  Jäfst  sich 


ein  Kreis  beschreiben, 

Denn  der  Schnittpunkt  der  Sym- 
metrieaxen ist  auch  Schnittpunkt 
der  Mittelnormalen  der  Ecken, 
deren  jedes  mit  dem  folgenden 
symmetrisch  liegt,  und  hat  somit 
von  allen  Ecken  den  gleichen  Ab- 
stand. 


In  das  naxige  2n'SeU  läfst  sid^  ein 
Kreis  beschreiben. 

Denn  der  Schnittpunkt  der  Sym- 
metrieaxen ist  auch  Schnittpunkt 
der  Winkelhalbierenden  der  Sei- 
ten, deren  jede  mit  der  folgenden 
symmetrisch  liegt,  und  hat  somit 
von  allen  Seiten  den  gleichen 
Abstand. 


2.  Geht  die  Konstruktion  des  Kreises  voran,  so  folgt  umgekehrt: 


Ein  gleichwinkeliges  einem  Kreise 
einbeschriAenes  2n-eck  ist  n-axig  in 
Bezug  auf  die  Durchmesser  zu  den 
Mitten  der  Seiten. 

Es  folgt  nämlich  die  Gleichheit 
zweier  beiderseits  an  eine  Seite 
anstofsenden  Seiten  aus  den  sym- 
metrischen Richtungen  derselben 
in  Bezug  auf  die  Mittelnormale 
der  ersteren  Seite  und  aus  der 
symmetrischen  Lage  der  Kreisteile, 


Ein  gleichseitiges  einem  Kreise  um- 
beschriebenes 2rhseit  ist  n-axig  t» 
Bezug  auf  die  Durchmesser  m  den 
Ecken. 

Es  folgt  nämlich  die  Gleichheit 
zweier  beiderseits  auf  einen  Win- 
kel folgenden  Winkel  aus  der 
symmetrischen  La^  der  Scheitel- 
punkte der  letzteren  und  der  Tan- 
genten von  diesen  an  die  synune- 
trisch  liegenden  Kreisteile, 
so  dafs  dann  §.  42,  7  zur  Geltung  kommt. 

3.  Da  die  regelmäfsigen  Vielecke  specielle  Fälle  der  n-axigen 
Vielecke  und  Vielseite  sind,  so  folgt: 

Um  und  in  ein  regelmäfsiges  Vieleck  läfst  sich  ein  Kreis  besd^^- 
ben.  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  beider  Kreise  ist  der  Schnittpumikl  der 
Mittelnormalen  oder  der  Winkelhalbierenden  der  Seiten. 

Der  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  heilst  der  grofse  Ba- 
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dius^   der   des    einbeschriebenen   der   kleine   Radius   des    regel- 
mäfsigen  Vielecks. 

4.  Lassen  wir  wieder  die  Konstruktion  des  Kreises  vorangehen, 
so  ergiebt  sich: 


Ein    gleicftseiüges     einbeschriebenes 
Videdc  ist  regdmäfsig; 
denn  die  Winkel   sind   alle  einan- 
der  gleich,  da  sie  zu  gleichen  Bö- 
gen, nämlich  zu  (1 jdesüm- 

fangs  beim  n-eck,  gehören. 


Ein  gleichteinkeliges  umbeschriebenes 
Vielseit  ist  regdmäfsig; 
denn  die  Sehnen  und  Bögen  der 
Tangenten  Winkel  sind  einander 
gleich  (§.  34,  2  b)  und  bilden  mit 
den  Tangenten  kongruente  Drei- 
ecke, woraus  die  Gleichheit  der 
Seiten  folgt. 
5.  Denkt  man  den  Yollwinkel  am  Centrum  eines  Kreises  in 
n  gleiche  Teile  geteilt  (d.  i.  den  regelmäfsigen  n-strahl  konstruiert), 
60  gehören  zu  letzteren  gleiche  Sehnen;  werden  in  sämtlichen  Teil- 
punkten des  Kreises  die  Tangenten  gezogen,  so  bilden  je  zwei  be- 
nachbarte Tangenten  gleiche  Winkel,  da  ihre  Berührungsradien  gleiche 
Winkel  bilden  (§.  34,  2  b),  und  die  Tangentenstrecken  sind  gleich 
grofs.     Wir  folgern: 

TeiU  man  den  VoUfvinkd  am  Centrum  eines  Kreises  in  n  gleiche 
Teile,  so  bestimmen  die  Sehnen  und  Tangenten  der  Teilptmkie  des  Krei- 
ses ein  eingeschriebenes  und  ein  umgeschriebenes  regelmäfsiges  Vieleck. 

Zusätze.  —  a)  Das  regelmäfsige  Viereck  wird  bestimmt 
durch  zwei  zu  einander  normale  Durchmesser;  das  regelmäfsige 
Ächteck,  Sechzehneck,  ...ergiebt  sich  daraus  durch  wiederholtes 
Halbieren  der  Centriwinkel. 


Fig.  149. 


b)  Das  regelmäfsige  Sechseck  ergiebt  sich  durch  sechsmaliges 
Eintragen  des  Radius  als  Sehne.  Denn  das  Dreieck  aus  Sehne  und 
Radien  nach  deren  Endpunkten  hat  einen  Centriwinkel  (§.  17,  sd) 


2B 
8 


4^ 
6 


=  dem  sechsten  Teile  des  Vollwinkels. 

c)  Das  regelmäfsige  Zwölfeck  ergiebt  sich  beim  Halbieren  der 
Centriwinkel  des  Sechsecks  oder  durch  Antragen  des  Radius  Von  den 
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ii. 


Grenzpunkien   zweier   zu    einander    normalen   Durchmesser,  da  der 

12  ' 


Centriwinkel  =  — — 

4  6 


6.  Wie  in  2  nachgewiesen  wurde,  schliefsen  sich  in  einem 
gleichwinkeligen  einbeschriebenen  Vieleck  an  jede  Seite  beiderseits 
einander  gleiche  Seiten  an,  in  einem  gleichseitigen  umbeschriebenen 
Vielseit  an  jeden  Winkel  beiderseits  gleiche  Winkel.  Numerieren 
wir  daher  die  Seiten  oder  Winkel,  so  ist  (1)  =  (3)  =  (5)  =  (7)  s=... 
und  (2)  =  (4)  =  (6)  = . . .,  und  nehmen  wir  nun  den  Fall  an,  dafs 
die  Zahl  der  Ecken  oder  Seiten  eine  ungerade  sei,  so  wird  in  der 
Reihe  der  ungeraden  Nummern  auf  die  letzte  ungerade  Nummer  (2»+l! 
als  zweitfolgende  die  Nummer  (2)  kommen,  d.  h.  alle  Seiten  bzw.  Win- 
kel werden  einander  gleich  sein.     Hieraus  folgt: 


Ein  gleichwinkeliges  einbeschriebenes 
Vieleck  von  ungerader  Seitenzahl  ist 
regelmäfsig. 


Ein  gleichseitiges  nmbeschriebenes 
Vielseit  von  ungerader  SeitemM  ist 
regelmäfsig. 


7.  Wird  einem  Kreise  irgend  ein  Vieleck  ein-  bzw.  umgeschrie- 
ben, so  gelangt  man  durch  Betrachtungen,  analog  denen  in  §.  41. 
1  und  i'  zu  folgenden  Sätzen: 
a)  Bei  jedem  einem  Kreise  ein- 


geschriebenen 2n-eck  ist  die  Summe 
der  n    Winkel    ungerader  Ordnung 
gleich  der  Summe  derer  von  gerader 
Ordnung  — 
und  (vgl.  §.  37,  3  und  3'): 

b)  Wird  bei  einem  eingeschrie- 
bene}i  (2w  +  l)-eck  ein  Winkel 
durch  einen  'Radius  geteilt,  so '  ist 
unter  den  nun  vorhandenen  (2n  +  2) 
Winkeln  die  Summe  der  (n  +  1) 
Winkel  ungerader  Ordnung  gleich 
der  Summe  der  (n  +  1)  übrigen. 


a')  Bei  jedem  einem  Kreise  um- 
geschriebenen 2n'eck  ist  die  Summ 
der  n  Seitenstrecken  ungerader  Ord- 
nung gleich  der  Summe  derer  xm 
gerader  Ordnung  — 


me- 


b')  Wird  bei  einem  um^ 
benen  (2n  +  lyseit  eine  Seitenstredf 
als  durch  den  Bertihrungspunli  9^- 
teilt  angenommen,  so  ist  unier  den 
nun  vorhandenen  (2n  +  2)  Sireden 
die  Summe  der  (n  +  1)  Strecken  un- 
gerader Ordnung  gleich  der  Sumfi^ 
(fer  (n  +  1)  übrigen. 


V.  Abschnitt 
Vergleichang  der  Flächen  geschlossener  Figuren. 

Vierzehntes  Kapitel. 

Vergleiohnng   von   Flächen. 

§.  45.  flrSfse,  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Flächen. 

A.  Grofse  der  Flächen. 

1.  Man  versteht  unter  der  Fläche  einer  geschlossenen  Figur  den 
von  dessen  Umfang  hegrenzten  Raumteil  der  Ebene.  Während  wir 
bisher  die  geometrischen  Gröfsen  Strecke  und  Winkel  allein  ins  Auge 
gefafst  haben,  wenden  wir  uns  nun  zu  der  dritten  planimetrischen 
Grofse,  der  Grofse  irgend  eines  Teiles  der  Ebene  oder  dem  Inhalt 
der  Fläche,  abgesehen  von  der  Form  der  letzteren. 

2.  Zwei  Flächen  heifsen  inhaltsgleich  oder  kurz  gleich  (=), 
wenn  sie  entweder  als  Ganze  oder  mit  ihren  Teilen  (die  man  durch 
Teillinien  erhält)  so  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  dafs  je 
ein  Teil  der  einen  Fläche  einen  Teil  der  andern  Fläche  deckt.  — 
Gleich  sind  daher  sowohl  kongruente  Flächen,  als  auch  solche,  welche 
in  gleichviel  paarweis  kongruente  Flächen  durch  Teillinien  zerlegt 
werden  können. 

3.  Trägt  man  eine  Fläche  so  neben  eine  andere  an,  dafs  beide 
eine  gemeinschaftliche  Grenzlinie  haben,  so  bilden  sie  eine  einzige 
Fläche,  deren  Inhalt  die  Summe  der  Inhalte  beider  Flächen  ist. 
Die  Summe  bleibt  die  gleiche,  wo  auch  die  zweite  Fläche  an  die 
erste  angetragen  wird;  denn  auf  die  Form  wird  hier  keine  Rücksicht 
genommen. 

Trägt  man  dagegen  eine  Fläche  in  die  Fläche  einer  andern 
Figur,  so  dafs  sie  einen  Teil  der  Fläche  der  letzteren  bildet,  so  ist 
der  andere  Teil  der  letzteren  die  Differenz  der  beiden  Flächen. 
Auch  hier  ist  es  gleichgültig,  an  welcher  Stelle  die  eine  Fläche  in 
die  andere  eingetragen  wird. 

4.  Damit  zwei  Dreiecke  bei  einfachem  Antragen  wiederum  ein 
Dreieck  geben,  müssen  beide  in   einer  Seite  übereinstimmen  und  ein 
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anliegender  Winkel  in  dem  einen  Dreieck   einen  solchen  des  andern 
zu  2R  ergänzen.    Das  Gleiche  gilt  für  Parallelogramme.    Bei  Recht- 


Fig.  150. 

ecken  genügt  sonach  die  Übereinstimmung  in   einer   Seite,  um  aus 
ihnen  unmittelbar  ein  neues  Rechteck  zusammensetzen  zu  können. 


B.  Zu-  und  Abnahme  von  Rechtecken  und  Quadraten 
mit  ihren  Seiten. 

5.  Verlängert  oder  verkürzt  man  eine  Seite  a  eines  Rechtecks 
um  eine  Strecke  b  und  zeichnet  über  (a  +  b)  ein  Rechteck  mit  der- 
selben anstofsenden  Seite  c,  die  das  ursprüngliche  Rechteck  hatiCiSO 
ergiebt  sich: 

Das  Becliteck  cms  einer  Strecke  und       «^       *       j^    * 

der  Ij^iffg^ß^A    f^^^icr  andern  Strecken    ^ 
[Summe    \ 


"53" 


Fig.  151. 


ist  gleich  der  \j):ff^^^\    der    Bechtecke 

aus  der  ersteren  Strecke  und  je  einer  der  beiden  afidem. 

Zusatz.    Von  zwei  Rechtecken^  die  in  einer  Seite  übereinstimmen, 
hat  das  mit  der  gröfseren  zweiten  Seite  den  gröfseren  Inhalt 

6.  Verlängert  man  die  Seite  a  eines  Quadrates  (Fig.  152)  um  eine 
Strecke  6  und  zeichnet  ein  Quadrat  über  (a+6), 
so  zerfällt  dasselbe  durch  Verlängerung  der  Seiten 
des  ursprünglichen  Quadrats  in  die  Quadrate 
über  a  und  b  und  die  beiden  Rechtecke  aus 
a  und  b]  daher  ist: 

D  (a  +  6)  =  D  a  +  ab  +  2üab. 
Vermindert  man  aber  die  Seite  a  eines  Quadrats 
(Fig.  153)  um  die  Strecke  b  und  errichtet  über 
(a  —  b)  ein  Quadrat,  so  bilden   dessen  Seiten 
und  ihre  Verlängerungen  in  dem  ersten  Quadrate  die  Teile 

D(a  — 6),  2u  ab, 
wenn  wir  den  Teil  D  b  doppelt  in  Rechnung  ziehen; 
daher  ist: 
D{a—b)=aa  —  [2üab  —  ab]  =  na+ab—2üab. 

Das  Quadrat  über  der  |  7vy*Wg*^}  zweier  Strecken 
ist  gleich  der  Summe  der  Qu^adrate  dieser  Strecken 
{vermindert]  ^^  *^  d(yppelf£  Rechteck  aus  letzteren. 


Fig.  152. 


^ 

a 
Fig.  1» 
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7.  Zeichnet  man  (Fig.  154)  ein  Rechteck  aus  der  Summe  (a  +  b) 
und  Differenz  (a  —  6)  zweier  Strecken  und  vervoll- 
ständigt die  Figur  durch  Zeichnung  des  Rechtecks 
aus  a  und  (a  •{-  b\  das  in  D  a  und  Uab  zerfallt, 
so  sind  von  diesem  die  oberen  Teile  Q  ab  und 
wegzunehmen,  um  das  Reckteck  (a  -{-  b)  (a 
zu  erhalten,  daher  ist 

a  (a  +  ft)  (a  —  6)  =  D  a  +  ü a6  —  Da&  -  D  6 
=  Da  —  Db. 

Das  Rechteck  ans  der  Summe   und  Differenz  zweier  Strecken   ist 
gleich  der  Differenz  der  Quadrate  zu  diesen. 


i  ab    1 


9 

U-9 

j_ 

Fig.  154. 


§.  46.  Gleichheit  von  Fliehen. 

A.  Bei  Übereinstimmung  in  Grundseite  und  Hohe. 

1.  Unter  der  Höhe  eines  Parallelogramms  oder  eines  Tra- 
pezes versteht  man  den  Normalabstand  zweier  parallelen  Seiten; 
diese  werden  Grundseiten  der  betreffenden  Höhe  genannt.  Tra- 
pez,  Parallelogramm,  Dreieck  haben  bzw.  1,  2,  3  Höhen.  Haben 
zwei  solche  Figuren  gleiche  Höhen  und  verlegt  man  deren  Grund- 
seiten auf  dieselbe  Gerade  und  zwar  die  Flächen  einerseits  dieser 
Geraden,  so  fallen  die  je  den  Grundseiten  gegenüberliegenden  Ecken 
oder  Seiten  in  eine  einzige  zur  Grundseite  parallele  Gerade  (§.  12,  8d), 
und  umgekehrt:  es  haben  zwei  zwischen  denselben  Parallelen  liegende 
Dreiecke,  Parallelogramme,  Trapeze  gleiche   Höhe  (§.  12,8  c). 

2.  Wir  vergleichen  zuerst  Parallelogramme  mit  übereinstim- 
mender Grundseite  und  Höhe,  die  in  die  angegebene  Lage  gebracht 
sind.  Die  anderen  Seiten  bilden  Paare  perspektivisch  kongruente^ 
Strecken  a  #  Oj ,  6  #  6^ ,  da  sie  nur  um  die 
Grundseite  g  gegen  einander  verschoben  sind. 
Daher  ist  auch  das  Trapez  ab^a^b^.  Die 
Subtraktion  dieser  Flächen  von  Trapez  .a\ 
ergiebt: /7  aaj  —  bb^,  d.  h.: 

a)  Parcdlelogramme ,  toelche  in  einer  Seite 
w«d  der  sfugehÖrigen  Höhe  Übereinstimmen,  sind 
inhciUsgleich. 

Um  das  eine  Parallelogramm  zu  zerlegen, 
damit  die  Teile  zur  Deckung  mit  denen  des 
andern  Parallelogramms  gebracht  werden 
können,  genügen  ein  oder  mehrere  Schnitte 
parallel  der  Seite  des  zweiten  Parallelogramms. 

Durch  indirekten  Beweis  ergiebt  sich 
leicht  die  ümkehrung  des  Satzes  a): 

b)  Inhaltsgleiche  Parallelogramme,  welcJ^  Fig.  i56. 


^ k. 
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in  einer  \  jr-j^  \  übereinstimfnen,  stimmen  auch  in  der  etigehörigcn 


tiberein. 


(Höhe         1 
\  Grundseite] 

3.  Da  jedes  Dreieck  durch  Anfügen  eines  diametralen  Drei- 
ecks in  Bezug  auf  eine  Seitenmitte  als  Centrum  ergänzt  werden 
kann  zu  einem  Parallelogramm  von  doppeltem  Inhalte^  so  folgt: 


v4 


Fig.  157. 


überein- 


a)  Der  Inhalt  ehies  Dreiecks  ist  Jialb  so 
grofs  als  der  eines  Parallelogramms  von  gleicher 
Grundseite  und  Höhe, 
woraus  dann  weiter  folgt: 

b)  Dreiecke  von  gleicher   Grundseite  tmd 
Höhe  sind  inhaltsgleick. 

c)  Dreiecke  auf  gemeinsamer  Grundseite,  deren  Gegenecken  in  einet 
Parallelen  m  letzterer  liegen,  sind  inhaltsgleich. 

d)  InhaltsgleicJie  Dreiecke,   welche   in  einer  |  rp-i^  \ 

stimmen,  summen  auch  in  der  zugehörigen 
{Hohe  \    ..,      .  """  ""KK      7 

[Grundseite]  ^^^*^- 

e)  Der  geometrische  Ort  der  Spitze  eine^ 
Dreiecks  von  bestimmtem  Inhalt  u.  bestimmter 
Grundseite  ist  ein  Paar  Parallele  zur  Grundseite.  **«•  *^- 

4.  Zieht  man  in  eineni  Trapez  ABCD  durch  die  Mitte  M  der 
einen  nicht  parallelen  Seite  AB  die  Parallele 
EF  zur  andern  CD,  so  kann  das  A  AFM  in 
die  mit  ihm  diametrale  Lage  BEM  gebracht 
werden,  wodurch  das  Trapez  in  das  Parallelo- 
gramm FIÜCD  übergeht,  dessen  Seiten  FD 
und  EC  mit  der  Mittelparallelen  MN  überein- 
stimmen; d.  h.: 

Ein  Trapez  ist  inJialtsgleicfi  einem  gleich  hohen  Parallelogramm, 
dessen  Grundseite  gleicfi  der  Mittelparallelen  des  Trapezes  oder  gleich  in' 
halben  Summe  der  parallelen  Seiten  ist  (§.  16,9). 

Zusatz.  Trapeze  von  gleicher  Höhe  und  gleichen  Parallelseiten 
oder  gleichen  Mittelparallelen  sind  inhaltsgleich. 


B.  Ohne  Übereinstimmung  in  Grundseite  und  Hohe. 

6.  Zieht  man  durcJi  einen  Punkt  der  Dia- 
gonale eines  Parallelogramms  Parallele  zu  den 
Seiten,  so  entstehen  beiderseits  der  Diagonale 
inhaltsgleiche  Parallelogramme. 

Denn  die  beiderseits  liegenden  Dreiecke 


Pig.  160. 
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sind  gleich,  daher  auch  ihre  Differenzen: 

(a  +  6  +  ^)  —  «  —  &  =  (^1  +  &i  +  ^)  —  «1  —  ^1  o<ler  c  =«  c^. 

6.  Nehmen  wir  an,  das  so  zerlegte  Parallelogramm  sei  ein  Rechl- 
eck BKYLj  das  entstanden  sei,  indem  man  in  einem  rechtwinkeligen 

Dreieck  ÄCB  das  Quadrat  der  Hjrpotenusen-    Y ^_ r 

höhe  CJDKX  konstruierte  und  BC  bis  zum 

Schnitt  mit  KX  verlängerte;  dann  ist  jenes 

Quadrat  KC  gleich  dem  Rechteck  CL.    Von 

den  Seiten  dieses  Rechtecks  ist  aber  die  eine .  ^     JirW 

=  DB,  die  andere  =XY=DA,  da.AADC  f»«-  »ßi 

durch   eine  Drehung   um  C  im  Betrag    von   einem   JB  nach    YXC 
kommt     Daraus  folgt: 

Im  rechhcinkeligen  Dreieck  ist  das  Quadrat  der  Hypotennsenhöhe 
gleich  dem  Rechteclc  aus  den  beiden  (durch  sie  gebildeten)  Abschnitten  der 
Hypoteniise, ' 

Zusatz.    Da  je  zwei  Sehnen,  welche  von^den  C^ 

Grenzpunkten    eines    Durchmessers    nach    einem 
Punkte  C  der   Peripherie    eines   Kreises    gezogen 
sind,  ein   rechtwinkeliges  Dreieck   mit   letzterem  Ji~~^ 
bilden  (§.  34,  5  Zusatz  1),  so  folgt:  ^Jff-  J«2. 

Das  Quadrat  einer  auf  einem  Durchmesser  normalen  Halbsehne 
(Kreisordinate)  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  Abschnitten 
(Ips  Durchmessers, 

7.  Die  Abschnitte,  in  welche  die  Höhe 
eines  Dreiecks  die  Grundseite  teilt,  nennt 
man  die  Projektionen  der  angrenzenden 
Seiten  auf  die  Grundseite.  So  ist  (Fig.  163) 
ABl  Projektion  von  AB  auf  AC. 

Zeichnet  man  nun  aus  einer  Seite 
ÄC=AL  und  der  Projektion  AB^  der  an- 
dern AB  auf  sie  ein  Rechteck  B^  L,  ebenso  aus 
AK^AB  und  AC^  das  Reckteck  C^K,  so 
sind  beide  einander  gleich.  Denn  sie  sind  je-  Pig.  ica. 

weils  das  Doppelte  der  Dreiecke  ABL  und 
AKC  (3,  a),  welche  durch  eine  Drehung  des 
einen  um  A  im  Betrag  von  einem  R  zur 
Deckung  gelangen.     Daraus  folgt: 

In  einem  Dreieck  ist  das  Rechteck  am 
pine)'  Seite  und  der  Projektion  einer  zweiten 
ouf  sie  gleich  dem  Rechteck  atis  der  zweiten 
Seife  und  der  Projektion  der  ersten  auf  sie. 

8.  Da  im  rechtwinkeligen  Dreieck 
(Fig.  164)  jede  Kathete  zugleich  Projektion 
der  Hypotenuse  ist,  so  folgt:  Pig.  i64. 

Lelirbaeh  der  ElemenUr-Qeometrie.  7 


z£^ 


ü 

n 

/ 
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Im  rechtwinkeligen  Dreieck  ist  das  Quadrat  einer  Kathete  ghA 
dem  Bechteck  aus  der  Hypotenuse  und  der  Projektion  der  Kathete  aufsk 

Zusatz.    Daraus  folgt  wie  in  6: 

Das  Quadrat  einer  Sehne  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  dem  Durdi- 
messer  und  der  Projektion  der  Sehne  auf  den  Durchmesser  ^  der  tm 
einem  ihrer  Qrenzpunkte  ausgeht 

§.47.  Summen  von  Flachen. 

1.  Die  Fläche  eines  Parallelogramms  kann  aufgefafst  werden  als 
beschrieben  durch  Verschiebung  einer  Seite  längs  einer  anstofsenden 
Seite.    Verschieben  wir  eine  Strecke  nach  . 

einander  längs  den  Seiten  eines  Geraden-  j^/        jg ^ 

zugS;  so   entsteht  eine  Fläche,  die  aus  "/  A 

einer  Summe  von  Parallelogrammenge-  ff/c'      / \  c 

bildet  ist    Zwei  solche  Verschiebungen  /    rSv    /    FV^ 

heifsen   gleichen    Siifnes,    wenn    der  Kf.—\V.-.-,zl — -r—^ß 

Schnittpunkt  der  bewegten  Geraden  AA^      »/    /\^  / 

mit  irgend  einer  festen  Geraden  auf  dieser     ~y   7y^      /y^  ' 

beidemal  in  gleicher  Richtung  hingleitet,  y..^-^— ->^ 

z.  B.  auf  A^B^  und  B^G^  bei  der  Verschie-  "^ 

bung  längs  AB  und  BC\  entgegenge-  ** 

setzten  Sinnes,  wenn  er  auf  ihr  in  entgegengesetzten  Richtungen  hin- 
gleitet, z.  B.  auf  JffjCji  und  G^D^  bei  der  Verschiebung  längs  W 
und  GD.  Nehmen  wir  die  Flächen  der  einen  Verschiebungsrichtung 
als  positiv  an,  so  sind  die  der  entgegengesetzten  Richtung  negativ 
zu  nehmen. 

Es  ergiebt  sich  nun  leicht: 

lEine  Strecke  beschreibt  bei  der  Verschi^ng 
längs  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  zwei  ParaUe- 
logramme,  deren  Summe  gleich  dem  Parallelogramm 
ist,  das  durch  Verschiebung  der  Strecke  längs  der 
dritten  Seite  entsteht. 

Wird  nämlich  AA^  (a)  nach  GG^  (c)  und  von  ^*«-  ^"• 

da  nach  BB^  (6)  verschoben,  so  ist  wegen  Gleichheit  und  Parallelismus 
dieser  Strecken  auch  A  A^B^G^  #  ABG,  Durch  Verschiebung  der 
Fläche  A^B^Gi  nach  ABG  verwandelt  sich  aber  die  Fläche  beider 
Parallelogramme  ac  und  cb  in  das  Parallelogramm  a&,  wobei  die  bei 
G  liegende  Dreiecksfiäche,  welche  den  Parallelogrammen  nicht  an- 
gehört, .von  ABG  bzw.  AiB^Gi  in  Abzug  kommt.    Es  ist  also 

[J  ac  -]-  cb  =  ab 
und  femer  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes  der  Verschiebung: 
0  ab  -\'bc  =  ac,  /7  ca  +  a6  =  cb. 
Anmerkung.    Man   vergleiche  hiermit  die  Zusammensetiang  ▼^^ 
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Strecken  (§.  6,  6)  und  Winkeln  (§.  7,  7  und  §.  17).    Es  läfst  sich  dieser 
Satz  von  dem  Dreieck  leicht  auf  das  Vieleck  übertragen. 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  aus  ihm  der  Lehrsf^tz  §.  46,  2  a,  wenn 
nämlich  ÄÄ^  |  BC  angenommen  wird;  umgekehrt  kann  aus  letzterem 
leicht  der  vorstehende  Lehrsatz  abgeleitet  werden. 

2.  Da  die  beiden  Parallelogramme  ÄC^  und  JBC^  inhaltsgleich 
sind  mit  irgend  welchen  Parallelogrammen  ÄC^ 
und  BC^  über  AC  und  BC,  deren  Gegen- 
seiten durch  j[^  und  jB^  gehen,  so  folgt  der 
Satz  des  Pappus  (wohl  Ende  des  dritten 
Jahrhunderts  il  Chr.): 

Ein  ParaUelogramm  Über  einer  Breiedcs- 
seite,  deren  Gegeneck  zimschen  sttvei  Gegenseiten 
des  Paralleiogramnis  fallt,  ist  gleich  der  Summe 
der  Parcdlelogramme  über  den  andern  Seiten, 
deren  Gegenseiten  durch  die  Ecken  des  ersteren 
Paraüdogramms  gehen. 

3.  Wird  ACB  als  ein  R  und  ABKL  als  ein  Quadrat  ange- 
nommen, femer  AMA.AC,  BS  A.  BC,  so 
kann  das  Dreieck' ABC  durch  eine  Dreh- 
ung um  A  im  Betrag  von  einem  R  in  die 
Lage  ALM  gebracht  werden  (es  kommt 
dann  B  auf  i,  -4  C  in  die  Richtung  von 
AM  und  ebenso  fallen  die  Normalen  zu 
diesen  Richtungen  jBCundLJtf  aufeinander), 
woraus  folgt,  dafs  AM=AC,  d.  h.  CM 
ein  Quadrat;  ebenso  CS,  Dies  liefert  den  Satz  des  Py  thagoras  oder 
pythagoreischen  Lehrsatz  (6.  Jahrh.  v.  Chr.):  DAB  =  nAC  +nCB. 

Dctö  Hypotentisenquadrat  ist  gleich  der  Summe  der  Kathetenguadrate. 

Dieser  Satz  folgt  auch  unmittelbar   aus  §  46,  8  (und  Fig.  164), 

indem  die  beiden  Rechtecke  aus  der  Hypotenuse  und  den  Projektionen 


Flg.  167. 


\*i* 


Fig.  168. 


Flg.  170. 


j^—k '^ 


Fig.  169. 
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der  Katheten  auf  sie  zusammen  das  Hypotenusenquadrat 
(Fig.  169;  Beweis  des  Euklid).  —  Statt  weiterer  Beweise,  deren  man 
sehr  viele  zu  diesem  Satze  erfand,  sei  nur  angedeutet,  wie  durch  Zer- 
legung und  andere  Anordnung  der  Teile  das  Hypotenusenquadrat  und 
die  Kathetenquadrate  in  einander  übergehen  (Fig.  170):  das  recht- 
winkelige Dreieck  läfst  sich  in  das  Hypotenusenquadrat  nach  1  und  2 
eintragen;  durch  die  Verschiebung  von  1  nach  I  und  2  nach  H  entsteht 
eine  Fläihe  I,  HI,  H,  welche  die  Summe  der  beiden  Kathetenquadrate 
darstellt.     Andere  Zerlegungen  geben  die  folgenden  zwei  Figuren. 


Fig.  171a. 


Fig.  171b. 


4.  Wie  aus  §.  46, 8  der  pythagoreische  Lehrsatz  für  das  recht- 
winkelige Dreieck  sich  durch  Addition  det*  Rechtecke  ergiebt,  so  folgt 


Fig.  172  a. 


Fig.  172  b. 


aus  §.  46, 7  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  das  schiefwinkelige 
Dreieck  (Fig.  172).     Nach  der  dort  angewandten  Bezeichnung  ist: 
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g  CgJB  «»  BA^  und  D  B^C  =  Ä^C 
ü  AC^  +  C^B  =  ^J?j  +  BA^ 

=  ^JBg  +  B^C  +  BA^  ±  A^C  +  5^0+  ^C, 

worin  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  AB  einem 

spitzen  Winkel  C  (Fig.  172  a)  oder  einem  stumpfen  Winkel  G  (Fig.  172  b) 

gegenüberliegt.    Die  letzte  Gleichheit  geht  aber  über  in  die  folgende: 

DAB=nAC+DBC+2nB,G, 

In  einem  Dreieck  ist  das  Quadrat  der  Gegenseite  eines  |  ^^^f    \ 

Winkels  gleich  der  Stimme  der   Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten 

\         h  t    1^^  ^^  doppelte  Rechteck  aus  einer  dieser  Seiten  und  der 

Projektion  der  andern  auf  sie, 

5.  Je  nachdem  also  ein  Winkel  im  Dreieck  gleich,  kleiner  oder  gröfser 
als  ein  Üist^  ist  das  Quadrat  der  Gegenseite  des  Winkels  gleich,  kleiner  oder 
gröfser  als  die  Summe  der  Quadrate  der  anderen  Seiten  —  und  umgekehrt: 

Wenn  in  einem  Dreieck  das  Quadrat  der  Gegenseite  eines  Winkels 
gkichy  kleiner  oder  gröfser  als  die  Summe  der  Quadrate  der  anderen 
Seiten  ist,  so  ist  der  Winkel  gleich,  kleiner  oder  gröfser  als  ein  R. 


Fünfzehntes  Kapitel. 

Verwandlung  und  Teilung  von  Flächen. 

§.48.  Flächenverwandlong. 

A.  Mit  Beibehaltung  einer  Seite  oder  Höhe. 

Unter  der  Verwandlung  einer  Figur  in   eine  andere  verstehen 

wir  im  folgenden  die  Konstruktion  einer  zweiten  Figur,  welche  mit 

der  ersten  in  dem  Flächeninhalte  übereinstimmt. 

1.  Aufgabe.  Es  ist  ein  Dreieck  oder  Parallelogramm  in  eine 
d>en  solche  Figur  zu  verwandeln,  die  mit  erster  er  in  einer  Seite  über- 
einstimmt^  während  in  der  neuen  Figur  noch  weiter  bestimmt  sei:  a)  ein 
anliegender   Winkel  oder  b)  eine  Seite. 

a)  Man  trägt  den  Winkel  an  der  Grundseite  an  und  begrenzt  den 


Fig.  178. 


zweiten  Schenkel  desselben  durch  die  vom  Gegeneck  ausgehende  Parallele 
znr  Grandseite;  bzw.  durch  die  Gegenseite  des  Parallelogramms. 
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b)  Man  trägt  die  gegebene  Seite  von  dem  einen  Grenzpunkte  der 
Grandseite  nach  jener  Parallelen,  bzw.  Gegenseite.  Der  Beweis  der 
Gleichheit- der  Flächen  und  die  Determination  der  Aufgabe  ist  einfach. 

Insbesondere  kann  man  hiemach  ein  ParaUelogramm  in  ein 
BecfUedc,  ein  Dreieck  in  ein  rechtwinkeliges  oder  gleid^schettkdiges  ver- 
wandeln. In  letzterem  Falle  ergiebt  sich  die  Spitze  des  Dreiecks 
als  Schnittpunkt  zweier  früher  definirten  geometrischen  Örter. 

2.  Aufgabe.  Es  ist  ein  Dreieck  in  ein  Parallelogramm  (Recht- 
eck) zu  verwandeln:  a)  mit  Beibehaltung  einer  Seite,  b)  mit  BeibehaUwvj 
einer  Höhe. 

Das  Parallelogramm  wird  aus 
dem  beibehaltenen  Stücke  und  a) 
der  halben  Höhe,  b)  der  halben 
Grundseite  konstruiert. 

Bei  der  umgekehrten  Aufgabe 
der  Vertoan^%mg  eines  ParaUelo- 
gramms  in  ein  Dreieck  wird  eine  der 
nicht  beizubehaltenden  Seiten  ver- 
doppelt. 

3.  Aufgabe.  Es  soll  ein  Vieleck  in  ein  sokJies  venvandelt  tcerdai, 
das  ein  Eck  weniger  hat.  —  Man  trennt  das  betreffende  Eck  A 
durch  die  benachbarte  Diagonale 
BE  B,h,  zieht  durch  das  Eck  .die 
Parallele  AF  zu  dieser  Diagonale 
bis  zum  Schnitt  F  einer  folgenden  x^ 
Seite  und  verbindet  diesen  Punkt  F  \ 
mit  dem  gegenüberliegenden  Grenz-  \ 
punkte  B  der  Diagonale.  Diese  Ver-  ^ 
bindungsgerade  BF  ist  die  neue 
Grenzlinie;  denn  es  ist  AAEB==FEB. 

Zusatz,  a)  Es  wird  hiermit  das  Eck  A  des  Geradenzuges 5^-E 
in  eine  Gerade  DE  verlegt,  eine  Konstruktion,  welche  auch  in  den 
folgenden  Aufgaben  wiederkehrt.  —  Würde  andererseits  von  BäE 
ebenfalls  eine  Fläche  HB  AEG ... .  anstofsen,  so  wäre  nun  die 
Grenze  BAE  beider  Flächen  durch  die  Gerade  BF  ersetzt,  ohne 
dafs  an  dem  Inhalt  jeder  dieser  Flächen  etwas  geändert  wäre. 

b)  Es  läfst  sich  mittels  der  angegebenen  Konstruktionen  ein 
Vieleck  in  ein  Dreieck  und  schliefslich  dieses  in  ein  Bechteck  ver- 
wandeln. 

4.  Aufgabe.  Ein  Trapez  wird  mit  Beibehältung  seiner  Hohe  m 
ein  Parallelogramm  oder  Bechteck  verwandelt ^  indem  man  die  Mittel- 
parallele als  Grundseite  nimmt. 

Auch  ein  beliebiges  Viereck  kann  direkt  in  ein  ParciOdogron^'i^ 
oder  Bechteck  verwandelt  werden,  indem  man  es  durch  eine  Diagonale 
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in  zwei  Dreiecke  zerlegt  denkt  und  auf  diese  die  Konstruktion  der 
Aufgabe  2  a  mit  der  Diagonale  als  Grundseite  anwendet. 


B.  Ohne  Beibehaltung  einer  Seite. 

5.  Aufgabe.  Es  ist  a)  ein  Dreieck  oder  b)  ein  Parallelogramm 
in  ein  solches  zu  verwandeln  ^  das  mit  dem  gegebenen  in  einem  Winkel 
übereinstimmty  während  noch  die  Grofse  einer  der  einsdUiefsenden  Seiten 
bestimmt  ist. 

a)  Es  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck, 
^  A  der  Winkel,  AB^  die  Seite  des  frag- 
lichen Dreiecks.  ZiAe  B^G  und  damit  par- 
allel BC^y  so  ist  AC^  die  zweite  Seite 
dieses  Dreiecks,  da  A  BCj^C  =  BC^B^  ist. 

b)  Es  sei  AB  CD  das  gegebene  Paralle- 
logramm, -^  A  der  Winkel,  AB^  die  Seite 
des  fraglichen  Parallelogramms.  Ziehe  B^D 
und  damit  parallel  BD^,  so  ist  -^D^^die 
zweite  Seite  dieses  Parallelogramms;  denn 
es  ist 

[]D,C=D,X^  D,B,  =  BC\. 
Eine   andere   Konstruktion   ergiebt    sich  ^*«-  *^®- 

unmittelbar  aus  §.  46,  6. 

6.  Aufgabe.  Ein  Bechteck  soll  in  ein  Quadrat  verwandelt 
werden. 

Man  verfahrt  entweder  gemäfs  dem  Satze 
§.  46,  6  Zusatz,  indem  man  die  beiden  Seiten 
des  Rechtecks  nebeneinander  anträgt,  über 
der  Summe  der  Seiten  einen  Halbkreis  be- 
schreibt und  am  gemeinschaftlichen  Grenz- 
ponkte  beider  Seiten  die  Kreisordinate   zieht;  ^^»-  "''^• 

diese  ist  dann  die  Quadratseite;  —  oder  man  benützt  §.  46,  8  Zusatz, 
indem  man  die  kleinere  Seite  von  einem 
Grenzpunkte  aus  in  die  gröfsere  einträgt, 
den  Halbkreis  über  der  gröfseren  beschreibt 
und  im  Gfenzpunkte  der  kleineren  die  Kreis- 
ordinate zieht;  die  Sehne  vom  Grenzpunkte 
dieser  Ordinate  nach  dem  andern  Grenz- 
punkte  der  eingetragenen  Seite  ist  die  ge-  pig.  i78. 

suchte  Quadratseite. 

7.  Aufgabe.  Die  Summe  oder  Differem  zu)eier  Quadrate  soll 
ab  Quadrat  dargestellt  werden. 

Im  ersten  Falle  zeichnet  man  aus  beiden  Quadratseiten  als 
Katheten  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  dann  die 
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gesuchte  Quadratseite  ist.  Im  zweiten  Falle  wird  die  gröfsere  Qoadiai* 
Seite  als  Hypotenuse ,  die  kleinere  als  Kathete  genommen  und  die 
andere  Kathete  giebt  die  gesuchte  Quadratseite. 


§.49.  Flächenteilnng. 

1.  Aufgabe.  Ein  Parallelogramm  ist  durch  Geraden  paraM 
einer  Seite  oder  ein  Dreieck  durch  Geraden  von  einem  Eck  aus  ht  n 
gleiche  Teile  m  teilen. 

Man  teile  im  ersten  Falle  die  an  die  betre£fende  Seite  angrenzende 
Seite  in  n  gleiche  Teile  (vgl.  Aufg.  §.  6;  l?)  und  ziehe  die  Parallelen  durch 
die  Teilpunkte-,  im  zweiten  Falle  teile  man  die  Gegenseite  des  Ecks  io 
n  gleiche  Teile  und  verbinde  diese  Teilpunkte  mit  dem  Eck. 

Zusatz.  In  ähnlicher  Weise  tvird  ein  Trapez  in  n  gleiche  Teäe 
geteüty  indem  man  die  beiden  Parallelen  so  teilt  und  die  Teilpunkk 
der  Reihe  nach  verbindet  (§.  46^  4  Zusatz). 

3.  Aufgabe.  Ein  Dreieck  ist  von  einem  au f  einer  Seite  gelegenen 
Punkte  cms  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen. 

Man  teilt  eben  diese  Seite,  auf  wel- 
cher der  Punkt  P  liegt,  in  n  (z.  B.  drei) 
gleiche  Teile,  verbindet  P  mit  dem  Ge- 
geneck A  und  zieht  durch  die  Teilpunkte 
Parallele  zur  Yerbindungsgeraden,  also 

KX\\PA  II  LT, 
so  ergeben  letztere  die  Schnittpunkte  der 
firaglichen  Teilgeraden  auf  den  andern 
Seiten.  Denn  z.  B.  A  AKL  ist  ein 
solcher  verlangter  Teil  des  gegebenen  Dreiecks  und  durch  die  Parallele 
KX  zu  PA  wird  nur  die  Spitze  K  des  A  APK  nach  X  verlegt; 
ebenso  ist  l\APL=^APY. 

3.  Aufgabe.  Ein  Dreieck  ist  von  einem  innerhalb  dessdbm 
gelegenen  Punkte  aus  zu  halbieren  im  Anschlufs  an  eine  Teilgerade^ 
weldie  von  dem  Punkte  a)  nach  einem  Eck  oder  h)  nach  einer 
Seite  geht 

Ist  im  ersten  Falle  PC  die  Teil- 
strecke nach  dem  Eck  C,  so  halbiere 
man  die  Gegenseite  in  C^,  ziehe  PQ 
und  CX  II  PCi ;  alsdann  ist  PX  die 
Teilgerade,  da 

AGXP=GXC, 
ist. 

Ist  PQ  (Fig.  181)  im  zweiten  Falle 


¥ig.  179. 
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die  Teilgerade,  welche  die  Seite  AB  in 
Q  treffe,  so  halbiere  man  diese  Seite  in 
Cj,  ziehe  QS  ||  C^P  bis  zum  Schnitt  S  mit 
CCi,  so  ist  AGiPQ  =  C^PS.  Ziehe, 
dann  SX  ||  PC,  so  ist  PX  ^ie  frag- 
liche Teilgerade,  da 

A  PCS  =  PCX, 
somit  A  CPC,  =  PCX ±  PC,Q  ist. 

4.  Aufgabe.  Ein  Vieleck  ist  van 
einem  Eck  aus  zu  halbieren. 

Es  sei  Ä  das  betreffende  Eck;  man 
ziehe  die  benachbarte  Diagonale  BF 
und  mit  dieser  durch  die  übrigen  Ecken 
parallele  Gerade.  Verbindet  man  die 
Mitten  dieser  Teilstrecken  durch  einen 
Geradenzag  von  A  bis  zum  entgegen- 
liegenden Eck,  80  ist  durch  diesen  Ge- 
radenzug die  Fläche  halbiert.  Nach 
§.  48,  3,  Zusatz  a,  kann  dieser  Geraden- 
zug in  eine  Teilgerade  verwandelt  wer- 
den durch  wiederholte  Anwendung  der 
dort  gegebenen  Konstruktion. 


Fig.  181. 


.  Anhang. 

§.  50.  Berecliniing  der  FlSchen. 

1.  Obgleich  im  vorliegenden  Teil  der  Planimetrie  nur  die  Gleich- 
heit und  der  Unterstihied,  Summe  und  Differenz  der  planimetrischen 
Grofsen  behandelt  wurde,  dagegen  die  durch  Produkte  und  Quotienten 
dargestellten  Beziehungen  erst  im  zweiten  Teile  folgen  sollen,  geben 
wir  wegen  der  praktischen  Wichtigkeit  hier  noch  anhangsweise  die 
Berechnung  der  Flächen  geradlinig  begrenzter  Figuren. 

Um  die  Gröfse  einer  Fläche  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  als 
Mafseinheit  eines  Quadrates,  dessen  Seite  dieLängen- 
.  einheit  ist.  Gehen  auf  die  Grundseite  eines  Rechtecks 
a  und  auf  die  anstofsende  Seite  b  Längeneinheiten,  so 
kann  man  an  die  Grundseite  a  Quadrateinheiten  anlegen 
und  in  das  ganze  Rechteck  b  solcher  Streifen  von 
je  a  Flächeneinheiten;  es  gehen  also  in  das  Rechteck 
b  •  a  Flächeneinheiten.  Dies  drückt  man  kurz  durch  den 
Satz  aus: 

Man  erhäU  den  Inhalt  eines  BedüeckSy  indem  man 
zwei  anstofsende  Seiten  mit  einander  muUijoliziert  — 
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womit  man  ausdrücken  will;  dafs  man  die  Zahl  der  Flächeneinheiten 
erhält  durch  Multiplikation  der  Zahlen  der  Längeneinheiten  der  beiden 
Seiten,  vorausgesetzt,  dafs  beide  letzteren  Zahlen  durch  einerlei  Mafs 
erhalten  wurden-,  das  Mafs  für  die  erhaltene  Zahl  ist  dann  die  Fläcbe 
des  zur  benutzten  Längeneinheit  gehörenden  Quadrates. 
Hieraus  folgt  sofort,  in  gleicher  Weise  ausgedrückt: 
Der  Inhalt  eines  Quadrates  ist  gleich  dem  Produkt  der  Seite  mit 
der  Seite,  ^ 

Wenn  die  Längeneinheit  nicht  in  der  Seite  des  Rechtecks  auf- 
geht, so  Yiimmt  man  einen  Bruchteil  der  ersteren  —  als    Mafs;  das 

Quadrat  zu  diesem  ist  dann  —  der   Flächeneinheit,   da   nn  solcher 

nn  ' 

Quadrate  in  die  Flächeneinheit  gehen.  Ist  dann  die  eine  Seite  des 
Rechtecks  a  =  a  — ,  die  andere  6  =  j3  — ,  so  gehen  auf  die  Grund- 
seite a  solcher  kleinen  Quadrate  und  in  das  Rechteck  ^  solcher 
Streifen,  also  /)  •  a  Quadrate;  der  Inhalt  ist  dann 

^  nn        ^     n  n  ' 

wie  oben.     Der  Bruchteil  —    kann    immer    so    klein     angenommen 

werden,  dafs  beim  Ausmessen  der  Seiten  höchstens  ein  unmefsbar 
kleiner  Rest  übrig  bleibt,  der  nicht  in  Betracht  zu  ziehen  ist 

Ein  Quadratmeter  qm  ist  hieroacb  =  100  qdm,  1  qdm  =  100  qcm, 
1  qcm  =  100  qmm.  Als  Feldmafs  dient  ein  Quadrat  von  10  m  L&nge, 
das  Ar  (A),  also  100  qm  =  1  A,  100  Ar  «=  1  Hektar  (Ha).  Es  ißt 
z.  B.  467,04208  A  =  4  Ha  57  A  4  qm  20  qdm  80  qcm. 

2*  Aus  §.  46,  2  ergiebt  sich  nun: 

Der  Inhalt   eines  Parallelogramms   ist  gleich  dem  Produkt  ans 
Grundseite  und  Höhe, 

da  das  Parallelogramm  einem  Rechteck  gleich  ist,  mit  dem  es  in 
letzteren  Stücken  übereinstimmt 

In  gleicher  Weise  folgt  aus  §.  46,  s  und  4: 

Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  halben  Produkt  aus  Grund- 
seile  und  Höhe. 

Der  Inhalt  eines  Trapezes  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Hohe 
und  der  halben  Summe  der  beiden  Parallelen 
(bzw,  der  Mittelparallelen). 

Die  Fläche  eines  Vielecks  wird  be- 
stimmt durch  Zerlegung  desselben  in 
Dreiecke  und  Trapeze  durch  eine  Diago- 
nale und  Normale  (Ordinaten)  zu  dieser 
aus    den    Ecken.      Man    mifst    letztere  mg^iu. 
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(Vi  9  Vi  9  Vz)}  ^oyne  die   Abschnitte^   welche   sie   auf  der   Diagonale 
bilden  {x^  bis  x^.    Dann  ist  der  Inhalt 

J=^  [^1^1  +  (^1  +  ^t  +  ^z  +  ^4)  y»  +  (^«  +  ^s)  (yi  +  Vfd  +  ^4»s]- 

3.  Die  Aufgabe,  von  einem  Rechteck,  dessen  Inhalt  J  und  eine 

Seite  a  in  entsprechenden  Mafsen  ausgedrückt  sind,  die  andere  Seite 

zu  berechnen,  wird  durch  Division  der  ersteren  durch  die  zweite  Zahl 

gelöst;  denn  weil  e7  «=  a  •  6 ,  so  ist  6  =«  —  • 

Ebenso  wird  aus  der  Flache  J  eines  Dreiecks  und  einer  Grund- 
seite a  oder  Höhe  h,  d.  h.  aus  J=:  ^  a-h  gefolgert: 

a  '  h 

Ist  der  Inhalt  eines  Quadrats  gegeben,  so  ist  die  Seite  desselben  die 

Quadratwurzel  aus  der  Zahl  der  Flächeneinheiten,  d.  h.  diejenige  Zahl^ 

welche  mit  der  ihr  gleichen  Zahl  multipliziert  die  erstere  Zah^  ergiebt. 

Ist  z.  B.  der  Flftcheninhalt  eines  Quadrates  57  qm  76  qdm,  so  liegt 

die  Seite  zwischen  7  m  und  8  m;   denn   erstere  giebt  49  qm,  letztere 

64  qm.     Zählt  man.  das  Quadrat  zu  7  m  von  der  Fläche  ab,  so  bleiben 

8  qm  76  qdm  <=  876  qdm   und  zwar   (nach  §.  45,  6)   in  Form  zweier 

Rechtecke  und  eines   Quadrates,    wovon    die    ersteren    eine  Seite   von 

70  dm  Länge  haben,  so  dafs  nach  obigem  die  andere  Seite  nicht  ganz 

876 :  (2  •  70),  also  etwa  6  dm  sein  kann.    Nun  ist  bei  letzterer  Annahme 

der  Flächeninhalt  der  Rechtecke  2  •  70  •  6 «»  840  und  der  des  Quadrates 

6-€«=:36,  beide  zusammen  in  der  That  876 qdm.    Also  ist  die  Seite 

des  Quadrates  7  m  6  dm. 

Fttr  diese  Berechnung  ergiebt  sich  folgendes  Schema: 

V^7i76  =«     76 
87|6    :    146 

Wäre  nach  dem  Abzählen  der  beiden  Rechtecke  und  des  Quadrates 
noch  ein  Rest  geblieben,  so  würde  man  weiter  76  dm  als  die  Seite 
des  nun  hinweggenommenen  Quadrates  in  Betracht  ziehen  und  in 
gleicher  Weise  fortfahren,  um  die  zweite  Seite  der  beiden  übrigen 
Rechtecke  zu  erhalten  u.  s.  f.,  wodurch  sich  cm,  mm  ergeben. 

Man  trennt  hierbei,  entsprechend  den  hundertteiligen  Mafsen  der 
Flächen,  die  Zahl  vom  Komma  ab  in  zweizifferige  Gruppen  und  ver- 
fährt nach  dem  angegebenen  Schema.  Den  Ziffern  nach  dem  Decimal- 
zeichen  kann  man  Nullen  anhängen  und  mit  diesen  die  Rechnung  bis 
auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit  fortsetzen. 

Ist  z.  B.  der  Inhalt  des  Quadrates  5787,28  qdm  »»  57  qm  87  qdm 
28qcm,  so  erhält  man  die  Quadratseite: 

|/57|87,|28  —  76,07 

8  8|7  :146 
112|8  :  1520 
11280|0:  15207 
6351 
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Für  eine  oder  zwei  Ziffern  weiter  genügt,  statt  der  Fortsetzung 
des  angegebenen  Verfahrens,  die  abgekürzte  Division: 

63510  :  16214  =  417 
2654 
1133 

Also  ist  die  Seite  76,07417  dm.  Die  Rechnung  ist  übrigens  nicht 
weiter  zu  führen,  als  der  Genauigkeit  der  Messung  der  Fläche  ent- 
spricht; sind  bei  dieser*  die  qcm  nicht  mehr  berücksichtigt,  so  ist  bei 
der  Seite  die  Zahl  der  cm  nicht  mehr  zu  berechnen. 

Wie  dieses  Rechnungsverfahren  im  Verein  mit  dem  pythagoreischen 
Lehrsatz  zur  Berechnung  von  Strecken  dient,  zeigt  der  zweite  Teil  der 
Planimetrie. 


tibiingsaufgaben. 


Abkürznngen: 
A.  Angenmafs. 

L.  Lineal. 

M.  Ma&atab. 

Wm.  Winkelmesser. 

TTäcä.  WinkeUcheit  und  zwar  I  mit  :?.,  I[  mit  ^  vaid—, 

2  3  3 

Z,  Zirkel. 


Aufgaben  nun  sweiten  SApiteL 
§.  1.  Strecken. 

Vorbemerkung.  Als  Mafs  für  die  Länge  von  Strecken  hat  man 
ursprünglich  die  Länge  gewisser  Körperteile  genommen;  so  den  Fufs 
(Schuh),  ein  Glied  des  Daumens  (Zoll),  die  ausgespannte  Hand  (Spanne), 
den  Arm  (Elle),  die  ausgespannten  Arme  (Klafter),  auch  die  Länge 
des  Schrittes  (1000  Schritt  «=  Meile).  Da  die  Körperteile  an  ver- 
schiedenen Personen  verschiedene  Länge  haben,  können  sie  kein  Natur- 
mafs  abgeben. .  Die  französische  Nationalversammlung  hat  im  Jahre  1793 
beschlossen,  als  solches  die  Länge  des  40  millionten  Teiles  eines  Meridian- 
amfanges  der  Erde  zu  bestimmen,  und  die  Messungen  ergaben  hiefnr 
die  Länge  des  jetzt  gebräuchlichen  Meter.  Da  jedoch  die  Messungen 
einzelner  Meridiane  verschiedene  Resultate  lieferten,  so  kann  auch  das  Meter 
nicht  als  Naturmafs  gelten.  —  Ein  Meter  (m)  wird  eingeteilt  in  10  Deci- 
meter  (dm),  100  Centimeter  (cm),  1000  Millimeter  (mm);  1000  m  == 
1  Kilometer  (km). 

In  den  folgenden  Übungen  soll  das  Millimeter  als  Einheit  ge- 
nommen werden. 

1)  Beliebig  lange  Strecken  sind  zu  zeichnen^  zu  schätzen,  zu 
messen ! 

2)  Wählt  man  auf  einer  Geraden  1,  2,  3,  . . .,  n  Punkte,  wie 
viele  Halbstrahlen  entstehen  dann?  wie  viele  Strecken? 

3)  Es  liegen  mehrere  Strecken  a,  &,  c  gezeichnet  vor.  Es  soll 
konstruiert  werden: 

ö  +  6H-c=s5,  a  +  i  —  0=353,  a  —  6  +  c  =  S2,  — a  +  6-j-c  =  Si 
durch  Abtragen  mittels  Papierstreifen  oder  Mafsstab. 

4)  Die  von  drei  Punkten  -4,  JB,  C  einer  Geraden  begrenzten 
Strecken  AB^  BC,  AC  sind  zu  messen  und  die  Resultate  sind  zu 
prüfen  nach  den  Gleichungen: 

AB  +  BC=AC,  AC-  AB  =  BC,  AC  -  BC  =  AB. 

5)  Wenn  A,  B,  C,  X,  Y,  Z  auf  einander  folgende  Punkte  einer 
Geraden  sind,  so  soll  man 

a)  ACy  BX,  GZ  je  als  Summe  zweier  Strecken, 

/J)  AXj  BYf  BZ^  AZ  je  als  Summe  dreier  Strecken, 

y)  AB,  CXy  BT  je  als  Differenz  zweier  Strecken, 

d)^B  +  BX,   BX  +  XZ,   AB  +  BX+XY,   BY^XY, 

AB  +  BY—  XY,  AC  —  XZ  +  CZ  je   als   eine  Strecke 

ausdrücken 
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6)  Es  soll  (erst  nach  Augenmafs,  dann  unmittelbar  darunter  auch 
genau)  a  =  36,  6  =  24  gezeichnet  werden  und  dann  noch: 

«)4^,  ß)S-ia-b),   y)2«  +  |-,  *)¥+¥• 

7)  Wenn  bei  den  Punkten  in  5)  AB  >==  CX,  so  ist  auch 
AC=BX.  —  ümkehrung? 

8)  Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  X:  a)  auf  der  Verlängerung 
einer  Strecke  AB,  ß)  b,u{  AB  selbst,  so  ist  im  ersten  Falle  AX^i-  BX 
doppelt  so  grofs  als  MX,  wo  ilf  die  Mitte  von  AB  ist,  und  im  zweiten 
Falle  ist  AX  —  XJB  =  ?     Zahlenbeispiel!     Allgemeiner  Nachweisl 

9)  Nimmt  man  auf  einer  Strecke  einen  beliebigen  Punkt  und 
aufserdem  sowohl  die  Mitte  des  einen  hierdurch  gebildeten  Ab- 
schnittes als  der  ganzen  Strecke,  so  ist  der  nicht  halbierte  Abschnitt 
doppelt  so  grofs  als  das  zwischen  .beiden  Mittelpunkten  liegende 
Stück.     Zahlenbeispiel!     Beweis! 

10)  Es  ist  eine  Punktgruppe  AB  CD  zu  konstruieren,  so  dafs 
AB  =^31,  5C=  — 16,  CD  =12,  DE  =  —  9. 

Dann   ist  AE  zu   messen    und   mit   der   algebraischen   Summe   der 
Strecken  zu-  vergleichen. 

11)  Zu  einer  gegebenen  Punktreihe  ABCD  auf  einer  Geraden 
soll  von  einem  Punkte  A^  der  letzteren  ab  eine  mit  jener  kongruente 
Punktreihe  konstruiert  werden  durch  Übertragung  der  einzelnen  Strecken: 
a)  mit  Papierstreifen  (Zirkel),  b)  mit  dem  Mafsstab. 

12)  Zu  einer  gegebenen  Punktreihe  ABCD  ist  von  einem  Punkte 
A^  aus,  der  dem  A  entspricht,  auf  demselben  Träger  eine  kongruente 
Punktreihe  zu  konstruieren:  a)  gleichgerichtet  mit  der  ersten  Punkt- 
reihe, mittels  einer  einzigen  Abmessung,  b)  gegengerichtet,  mittels 
Abmessungen  vom  Mittelpunkte  der  Strecke  AA^  aus. 


§.  2.  Winkel. 

Vorbemerkung.  Für  die  Messung  der  Winkel  ist  der  Voll- 
winkel das  natürliche  Mafs.  Derselbe  wurde  schon  von  den  Babj- 
loniem  in  360  gleiche  Teile,  Grade  (®),  eingeteilt,  da  sie  meinten, 
die  Somie  beschreibe  in  360  Tagen  einen  vollen  Unilauf  am  Stern- 
himmel, so  dafs  also  ein  Orad  dem  scheinbaren  Fortschreiten  (gradus) 
der  Sonne  während  eines  Tages  entspräche.  Die  Babjlonier  bedienten 
sich  auch  eines  sexagesimalen  Zablensystemes,  indem  sie  je  60  Einheiten 
zu  einer  Einheit  höheren  Ranges  vereinten,  und  sie  haben  wohl  schon, 
wie  -später  allgemein  die  griechischen  Astronomen  und  die  des  Mittel- 
alters mit  Sexagesimalbrtichen  gerechnet.    So  wurden  denn  auch  vielfach 

ßO 

bis  auf  die  neueste  Zeit  die  Mafse  in  60  oder  —  =  12  gleiche  Teile 

zur  Bestimmung  kleinerer  Mafse  zerlegt;   der  Grad  wurde  in  60  = 
Minuten   (partes   minutae  primae),  die  Minute  in  60"  «=  Sekunden 


Übungsaufgaben  zu  Kapitel  2.  113 

(p.  min.  secundae)  geteilt  Erst  bei  der  Einführung  der  decimalen 
Teilung  der  Lftngenmafse  wurde  auch  der  rechte  Winkel  statt  in  90^ 
in  100  Grade,  der  Grad  in  100  Minuten  geteilt,  was  übrigens  nur 
für  Bruchteile  von  Graden  einen  Vorteil  in  der  Rechnung  darbietet, 
während  die  alte,  noch  immer  fast  überall  gebräuchliche  Einteilung 
den  Vorzug  hat,  dafs  eine  gröfsere  Anzahl  von  Teilen  des  Vollwinkels 
in  ganzen  Graden  ausgedrückt  werden  kann.     # 

1)  Beliebige  Winkel  sind  zu  zeichnen,  zu  schätzen,  zu  messen. 

2)  Es  liegen  mehrere  Winkel,  etwa  a  =  36^  ß  =  42<^,  y  =  5P 
gezeichnet  vor.     Es  soll  gezeichnet  werden: 

«  +  /'  +  y  =  <^7  «  +  /*  — y  =  <^3>  t^  —  ß  +  y  =  ^i,  —a  +  ß  +  Y  =  ^i 

durch  Abtragen  mittels  Papierausschnittes  oder  mittels  des  Winkel- 
messers. 

3)  Drei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Halbstrahlen  a,  b,  c 
bilden  die  Winkel  ab,  bc,  ac.  Dieselben  sind  zu  schätzen,  dann  zu 
messen,  und  die  Resultate  sind  zu  prüfen  nach  den  Gleichungen 

a6  +  *^  =  «^1  öc  —  a6  =  6c,  ac  —  6c  =  ab. 

4)  Es  sind  die  den  Aufgaben  §.  1,  5  —9  entsprechenden  Aufgaben 
Tür  Strahlen  und  Winkel  statt  für  Punkte  und  Strecken  zu  lösen. 

5)  Es  ist  ein  Fünfstrahl  abcde  zu  konstruieren,  90  dafs 

^  a6  =  57%  6c 16%  cd  =  12%  de  —  —  9^ 

Es  ist  nun  ^  ae  zu  schätzen,  dann  zu  messen  und  hierauf  mit  der 
algebraischen  Summe  der  Winkel  zu  vergleichen. 

6)  Die  Winkel  der  Fig.  17  auf  S.  12  sind  zu  schätzen,  dann  zu 
messen  und  hierauf  ist  ihre  Summe  zu  berechnen. 

7)  Wenn  von  fünf  um  einen  Punkt  herumliegenden  Winkeln 
a  «  74%  ß  =  101%  y  =  59%  *  =  94«  ist,  wie  grofs  ist  dann  der 
fünfte  Winkel  e? 

8)  Es  ist  ein  beliebiges  Dreieck,  Viereck,  Fünfeck  zu  zeichnen; 
dann  sollen  die  einzelnen  Winkel  jeder  Figur  geschätzt,  hierauf  ge- 
messen, und  endlich  soll  die  Summe  aller  Winkel  derselben  Figur 
gebildet  werden.  (Probe:  Die  Summe  mufs  beim  Dreieck  =  180®, 
beim  Viereck  =  360«,  beim  Fünfeck  =  540«  sein.) 

9)  a)  Ein  Winkel  sei  —  21«37'20";  wie  grofs  ist  sein  3,  7, 
9ifaches?  ß)  Das  Dreifache  (Fünffache)  eines  Winkels  sei  =  87« 
19* 30";  wie  grofs  ist  der  einfache? 

10)  Zu  verwandeln:  a)  20«24'  =  a?';  ß)  3r22"  =  a;";  y)  20«30" 
==a:";  i)  2«3'45"  =  a;';   s)  80,226«  =  a;«y/';    g)  100«20'42"  =  a;«. 

11)  Welche  aliquoten  Teile  des  Vollwinkels  lassen  sich  je  durch 
eine  ganze  Zahl  von  Graden  ausdrücken? 

12)  Welchen  Winkel  bilden  die  Uhrzeiger  um  a)  12,  3,  6,  9  Uhr, 
ß)  1  Uhr,  y)  5i,  3i,  8|  Uhr? 

13)  Um  wie  viel  Grad  dreht  sich  der  Minutenzeiger  einer  Uhr 
in  a)  1  Stunde,  ß)  |,  i,  f  Stunde,  y)  1,  5,  10,  25  Zeitminuten? 

Lehrboeh  der  EUm«nUr-Oeometrie.  8 
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14)  In  welcher  Zeit  beschreibt  der  Minutenzeiger  einen  Winkel 
von  a)  270^  ß)  45^  y)  18^? 

15)  Wie  yiele  Nebenwinkel  hat  ein  Winkel  ?  Und  wie  zeichnet 
man  dieselben? 

16)  Von  zwei  Nebenwinkeln  sei  der  eine  das  2,  3,  4  .  .  feche 
des  anderen;  wie  viel  Grad  hat  jeder  von  beiden? 

17)  Die  Winkel  ^0^,  90^,  30^  60«,  90«,  30«  sind  an  einander  um 
einen  Punkt  anzutragen.  Die  Richtungen  der  Schenkel  und  die  ein- 
zelnen Winkel  sind  nach  den  Sätzen  §.  7,  6  zu  vergleichen. 

18)  Zwischen  3,  5,  7  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  ist 
die  Summe  von  je  3,  bzw.  5,  7  nicht  an  einander  grenzenden  Winkeln 
«=»  2E.    Beweis  ? 

19)  Einerseits  einer  Geraden  liegen  um  denselben  Scheitel 
a)  3,  4,  ••  n  gleiche  Winkel; 

ß)  5  Winkel,  deren  erste  vier  bezüglich  |,  ^,  ^,  {^R  sind; 

y)  4  Winkel,  von  welchen  jeder  folgende  doppelt  so  grofs  ist  als 
der  vorhergehende;  wie  grofs  sind  je  die  einzelnen  Winkel? 
(NB.  Erst  zeichnen  nach  dem  A.,  dann  schätzen,  dann  rechnen 
und  endlich  genau  zeichnen  mit  Winkelmesser!) 

20)  Welche  Gröfse  hat  jeder  von  vier  um  einen  Punkt  herum- 
liegenden Winkeln,  wenn 

a)  jeder  folgende  3  mal  so  grofs  ist  als  der  vorhergehende; 
ß)  der  zweite  3 mal  so  grofs  als  der  erste,  jeder  der  folgenden  aber 
gleich  der  Summe  der  beiden  vorhergehenden  ist? 

21)  Zu  einem  gegebenen  Strahlenbüschel  abcda^  soll  von  dem 
Strahl  a^  aus  als  entsprechendem  Strahle  zu  a  ein  kongruentes 
Strahlenbüschel  mit  demselben  Scheitel  konstruiert  werden  mittels 
Übertragung  der  auf  einander  folgenden  Winkel  a)  mit  Papieraus- 
schnitten, b)  mit  Winkelmesser. 

22)  Die  vorige  Aufgabe  soll  gelöst  werden  a)  für  ein  gleich- 
wendiges Strahlenbüschel  mittels  einer  Abmessung,  ß)  für  ein 
gegenwendiges  mittels  Abmessungen  von  der  Winkelhalbierenden 
zu  ao^  aus. 

Aufgaben  sstun  dritten  Kapitel. 
§.  3.  Lehrsätze. 

1)  Die  aus  zwei  zu  einander  Normalen  bestehende  Figur  ist 
axig  zu  beiden  als  Axen. 

2)  Die  von  einem  Punkte  aus  auf  zwei  Parallele  gefällten  Nor- 
malen bilden  eine  Gerade. 

3)  Die  Verbindungsgeraden  je  zweier  zu  einer  Axe  symmetrischen 
Punkte  sind  parallel. 

4)  Jede  Normale  zur  Halbierenden  eines  Winkels  schneidet  auf 
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den  Schenkeln  gleiche  Strecken  ab  und  bildet  mit  ihnen  gegenwendig 
gleiche  Winkel.  —  Umkehrungen  dieses  Satzes? 

5)  Alle  Geraden,  welche  auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels 
dieselbe  Strecke  abschneiden  wie  auf  dem  andern,  sind  parallel;  des- 
gleichen solche  Geraden,  deren  Gegenrichtungen  mit  beiden  Schenkeln 
gegenwendig  gleiche  Winkel  bilden. 

6)  Im  gleich  schenkeligen  Dreieck  ist  die  Halbierende  des  Neben- 
winkels zum  Winkel  an  der  Spitze  parallel  der  Basis. 

7)  Im  gleichschenkeligen  Dreieck  sind  die  von  den  Basisecken 
zu  den  Gegenseiten  gezogenen  Normalstrecken  einander  gleich;  ebenso 
die  bis  zu  den  Gegenseiten  gezogenen  Halbierenden  der  Basiswinkel. 
Ihre  Schnittpunkte  liegen  auf  der  Mittelnormalen  der  Basis. 

8)  Zwei  Strahlen  eines  Axenpunktes,  welche  einzeln  parallel 
sind  zu  zwei  symipetrischen  Geraden,  sind  selbst  symmetrisch. 

9)  Sind  zwei  Geraden  parallel,  so  sind  es  auch  die  mit  ihnen 
zu  einer  Axe  symmetrischen. 

10)  Zieht  man  durch  zwei  symmetrische  Punkte  A  f\  A^  ein  Paar 
symmetrische  Gerade  a  /\  a^  und  zu  diesen  auch  ein  Paar  Parallelen 
h\a^  und  &i  8  a,   so  sind  auch  letztere  symmetrisch. 

11)  In  §.  12,  4  (S.  25)  können  die  symmetrischen  Geraden  auch 
parallel  sein  (mit  andern  Worten:  beide  Punktreihen  haben  einen  sich 
selbst  entsprechenden  Punkt  in  unendlicher  Entfernung).  Man  be- 
weise: Zwei  kongruente  Punktreihen  auf  zwei  Parallelen  sind  sym- 
metrisch, wenn  einander  zwei  Punkte  auf  einer  zu  den  Parallelen 
Normalen  entsprechen  und  je  zwei  weitere  entsprechende  Punkte  auf 
einerlei  Seite  dieser  Normalen  liegen. 

12)  Denkt  man  sich  in  §.  12, 4'  (S.  25)  die  Scheitel  A  und  A^  der  kon- 
gruenten Strahlenbüschel  in  unendliche  Entfernung  gerückt,  so  werden 
alle  Strahlen  eines  Büschels  parallel.  Man  erhält  kongruente  Parallel- 
strahlenbüschel,  d.  h.  zwei  solche  Systeme  von  Parallelen,  in  welchen 
zwei  Strahlen  des  einen  den  gleichen  Abstand  haben  wie  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  des  andern.  Man  beweise:  Zwei  kongruente 
Parallelstrahlenbüschel  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Winkel- 
halbierende zweier  entsprechenden  Strahlen  und  Richtungen. 

13)  Zwei  kongruente  Parallelstrahlenbüschel,  von  welchen  zwei 
entsprechende  Strahlen  parallel  sind,  sind  symmetrisch  zur  Mittel- 
parallen  der  letzteren,  wenn  die  entsprechenden  Strahlen  beider 
Büschel  in  entgegengesetzten  Richtungen  auf  einander  folgen. 

14)  Zieht  man  von  einem  Axenpunkt  zwei  gleiche  Strecken  nach 
zwei  symmetrischen  Geraden,  so  sind  diese  Strecken  symmetrisch, 
wenn  der  Winkel  zwischen  den  vom  Punkte  zu  den  Geraden  ge- 
zogenen Normalen  die  beiden  Strecken  einschliefst  oder  beide  aus- 
Bchliefsi 

8* 
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§.  4.  Konstruktionsaufgaben. 

1)  Von  einein  Punkte  A  ist  auf  eine  Gerade  6  die  Normale  zu 
fällen  mittels  L.  und  Wsch.  ( —  Man  lege  L.  und  Wsch.  so^  dafs  der 
eine  Schenkel  des  rechten  Winkels  an  h  liege,  während  das  L.  am 
andern  Schenkel  und  an  A  anliegt  — ). 


2)  Zu  einem  gegebenen  Punkte 
A  und  einer  gegebenen  Axe  ist 
mittels  Wsch.  und  M.  der  sym- 
metrische Punkt   zu  zeichnen. 

3)  Zu  einer  Strecke  ist  die  Mittel- 
normale zu  zeichnen  mittels  M. 
und  Wsch. 


2^)  Za  einer  gegebenen  Geraden 
a  und  einer  gegebenen  Axe  ist 
mittels  Wm.  die  symmetrische 
Gerade  zu  zeichnen. 

3')  Zu  einem  Winkel  ist  die 
Halbierende  zu  zeichnen  mittels 
Wm. 


4)  Zu  einem  gegebenen  Punkte  A  und  einer  Geraden  h  durch 
ihn  sind  in  Bezug  auf  eine  Axe  c  die  symmetrisch  entsprechenden 
Gebilde  zu  zeichnen. 

5)  Durch  einen  Punkt  ist  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit 
zwei  gegebenen  einander  schneidenden  Geraden  gleiche  Winkel  bildet 


6)  Die  Mittelnormale  einer 
Strecke  ist  mit  Wm.  allein  zu 
konstruieren. 


6')  Die  Halbierende  eines  Win- 
kels ist  mit  M.  allein  zu  kon- 
struieren; ebenso  mit  M.  (L.)  und 
Wsch. 

7)  Durch  einen  Punkt  A  ist  zu  einer  Geraden  h  die  Parallele 
zu  ziehen  mittelst  L.  und  Wsch.  ( —  Das  L.  wird  mittelst  des  rechten 
Winkels  normal  zur  Geraden  gelegt  (1),  festgehalten  und  der  rechte 
Winkel  an  ihm  bis  zu  dem  Punkte  A  verschoben  — ). 

8)  Durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden  die  Paralkle  zu  kon- 
struieren mittelst  L.  und  M.  (nach  Übungssatz  §.  3,  6). 

9)  Zur  Konstruktion  der  Parallelen  durch  einen  Punkt  A  zu 
einer  Geraden  h  zieht  man  eine  beliebige  Strecke  c  von  A  nach  ä, 
trägt  '^hc  auf  derselben  Seite  von  h  gegenwendig  an  beliebigem 
Punkte  an,  -^c^h^  =  6c,  und  macht  den  Schenkel  q  =  c.  Der  End- 
punkt von  Ci  liegt  dann  auf  der  durch  A  gehenden  Parallelen  zu  6.  — 
Beweis  ? 

Zur  Vereinfachung  der  Konstruktion  nimmt  man  ^  ic  gleich 
einem  Winkel  des  Wsch. 

Die  Konstruktion  ist  noch  einfacher,  wenn  ^  bc  =»  jß  gemacht 
wird  mittels  des  Wsch. 

10)  Zur  Konstruktion  der  Winkelhalbierenden  trägt  man  vom 
Scheitel  aus  auf  den  Schenkeln  zwei  Paar  gleiche  Strecken  ab  und 
verbindet  deren  Endpunkte  übers  Kreuz.  Der  Schnittpunkt  des 
Kreuzes  liegt  dann  auf  der  Winkelhalbierenden.  Warum?  —  1b 
wiefern  ist  vorstehende  Konstruktion  ein  specieller  Fall  von  der  im 
Übungssatz  10  des  vor.  §  angegebenen? 
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11)  Zur  Konstruktion  der  Winkelhalbierenden  kann  man  auch 
vom  Scheitel  aus  auf  den  Schenkeln  gleiche  Strecken  abtragen  und 
durch  deren  Endpunkte  je  eine  Parallele  zum  andern  Schenkel  ziehen. 
Der  Schnittpunkt  der  letzteren  Geraden  liegt  auf  der  Winkelhalbierenden. 
Warum? 

12)  Die  Symmetrieaxe  und  zwei  symmetrische  Punkte  A  und 
A^  seien  gegeben.  Man  soll  a)  zu  einem  weiteren  Punkte  J5,  /))  zu 
einer  weiteren  Geraden  h  mittelst  L.  allein  das  entsprechende  Ge- 
bilde konstruieren.  —  Andeutung  zu  a)  Verbinde  B  mit  A  und  A^'^ 
zu  /J)  Wähle  auf  h  den  beliebigen  Punkt  C  und  konstruiere  nach 
a)  C,. 

13)  Unter  der  gleichen  Annahme  wie  in  12)  ist  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  die  Normale  zur  Axe  zu  konstruieren. 

14)  Zu  einer  aus  Geraden  zusammengesetzten  Figur  soll  in  Be- 
zug auf  eine  Axe  die  symmetrisch  entsprechende  nach  verschiedenen 
Methoden  konstruiert  werden. 

15)  Ein  Winkel  und  ein  Punkt  P  seien  gegeben.  Man  soll 
durch  P  eine  Gerade  so  ziehen^  dafs  sie  auf  den  Schenkeln  vom 
Scheitel  aus  gleiche  Stücke  abschneidet. 

16)  Es  sei  eine  Gerade  a  und  aufser  ihr  seien  zwei  Punkte  B 
und  C  gegeben.  Man  soll  auf  a  einen  Punkt  X  suchen^  so  dafs 
seine  Verbindungsgeraden  mit  B  und  C  gleiche  Winkel  mit  a  bilden.  — 
Andeutung:  Konstruiere  B^  A  B  in  Bezug  auf  a. 

Es  ist  zu  unterscheiden^  ob  B  und  C  auf  derselben  Seite  oder 
auf  verschiedenen  Seiten  von  a  liegen.  (Anwendung:  Billard  — 
Spiegelung.) 

17)  Es  sei  abc...  ein  Geradenzug 
und  aufserhalb  desselben  seien  zwei 
Punkte  P  und  Q  gegeben.  Man  soll 
auf  jeder  der  Geraden  a,  b,  c,..  einen 
Ponkt  so  finden,  dafs  ^  «  =  «',  ß  =  ß^y 
y  =  /;  •  •  werde.  —  Andeutung:  Vgl. 
Nr.  16. 

Anwendung  hiervon  auf  das  Billard-  \^  ig5 

spiel  durch  Beantwortung  der  Fragen: 

a)  Welchen  Weg  mufs  ein  Billardball  machen,  um  nach  Berührung 
der  vier  Banden  des  rechteckigen  l^Uards  einen  andern  Ball  zu 
treffen?  b)  Welchen  Weg  mufs  er  machen,  um  nach  Berührung  der 
vier  Banden  wieder  auf  den  Ausgangspunkt  zurückzukommen,  und 
wie  läfst  sich  beweisen,  dafs  der  von  dem  Ball  zurückgelegte  Weg 
gleich  ist  der  Summe  der  Diagonalen  des  Billards? 

18)  In  einer  Geraden  ist  ein  Punkt  zu  suchen,  der  von  zwei  ge- 
gebenen Geraden  gleichweit  entfernt  ist. 

19)  Auf  einem.  Schenkel  eines  Winkels  ist  ein  Punkt  zu  finden, 
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welcher  Tom  andern  Schenkel  und  yon  einem  gegebenen  Paukte  P 
des  ersteren  gleichweit  entfernt  ist.  —  Andeutung:  Ziehe  Ton  P 
aus  eine  Hülfsgerade^  welche  in  P  einen  Winkel  bildet,  halb  so  grofs 
als  der  Komplementwinkel  des  gegebenen. 


Aufgaben  som  vierten  KapiteL 
§.  5.  Lehrsätze. 

1)  Die  Winkelhalbierenden  gleichwendiger  Winkel  an  einer  durch 
zwei  Parallele  gelegten  Transversalen  sind  parallel.  Ebenso  die 
Winkelhalbierenden  gleichwendiger  Winkel  mit  paarweise  parallelen 
Schenkeln. 

2)  Umkehrung  von  1):  Wenn  die  Winkelhalbierenden  gleicher 
Winkel  parallel  sind,  so  sind  auch  die  Schenkel  der  Winkel  paar- 
weise parallel. 

3)  Eine  von  zwei  Parallelen  begrenzte  Strecke  und  die  Halbierende 
eines  zwischen  der  Strecke  und  der  einen  Parallelen  liegenden 
Winkels  bilden  mit  der  andern  Parallelen  ein  gleichschenkeligea 
Dreieck. 

4)  ümkehrung  von  Übungssatz  §.  3,  6. 

5)  Zieht  man  in^  gleichschenkeligen  Dreieck  die  Halbierende 
eines  Basiswinkels  bis  zum  Schenkel  und  zieht  durch  den  End- 
punkt die  Parallele  zur  Basis,  so  sind  die  der  Basis  anUegenden 
(sogenannten  unteren)  Abschnitte  der  Schenkel  einander  und  jener 
Parallelstrecke  gleich. 

6)  Zwei  kongruente  Parallelstrahlenbüschel  zu  beiden  Seiten 
eines  sich  selbst  entsprechenden  Strahles  sind  diametral  in  Bezug 
auf  jeden  Punkt  dieses  Strahles  als  Gentrum. 

7)  Zieht  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Grundseite  eines 
gleichschenkeligen  Dreiecks  Parallelen  zu  den  Schenkeln,  so  ist  deren 
Summe  gleich  dem  einen  Schenkel. 

8)  Wird  durch  jedes  Eck  Ay  B,  C  eines  Dreiecks  die  Parallele 
zur  Gegenseite  gezogen,  so  sind  A,  B,  C  die  Seitenmitten  des  neuen 
Dreiecks. 

9)  Schneidet    man    in    Fig.   51    (S.   31)    auf  AB^    ein   Stück 

AX  —  i,  i,  i,  •  •  •  -  von  AB^  ab  und  zieht  BX,  so  liegt  der  auf 
AAi  entstehende  Schnittpunkt  Y  so,  dafs  A  Y  bzw.  gleich  i,  1,  - '  •  J^ZTi 

von  AAi^   ist   —    und   umgekehrt.     Auch  ist   YX  =  |,  |,  •  •  •  ^^ 

von  BX.  —  Andeutung:  Verlängere  AB^  um  B^Z  =^  AX  und 
ziehe  A^Z,  sowie  durch  weitere  passende  Teilpunkte  auf  J.Bi  Parallelen 
zu  A^Z  und  wende  §.  16,  8c  an. 
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10)  Wenn  man  in  einem  gleichschenkeligen  Dreieck  Von  den 
Basisecken  aus  auf  den  einen  Schenkel  und  auf  die  Verlängerung 
des  anderen  die  gleiche  Strecke  abträgt,  so  wird  die  Verbindungs- 
strecke der  Grenzpunkte  von  der  Basis  halbiert  (und  umgekehrt).  — 
Andeutung:  Man  ziehe  eine  weitere  Gerade  parallel  zur  Basis  durch 
den  einen  Grenzpunkt  der  angetragenen  Strecke. 

11)  Im  rechtwinkeligen  Dreieck  ist  die  von  der  Mitte  M  der 
Hypotenuse  AB  nach  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  C  gezogene 
Strecke  MC  gleich  der  halben  Hypotenuse.  —  Andeutung:  Ziehe 
ML  I  ACj  so  ist  MC  A  MB  zu  ML  als  Axe. 

§•6.  Konstruktionsanfgaben. 

1)  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer  Geraden  die  Parallele  zu 
ziehen  mittels  a)  L.  und  M.  (Fig.  51  entsprechend),  b)  L.  und  Wm., 
c)  L.  und  Wsch.  (Vgl.  unten  Nr.  13.) 

2)  Zu  einem  gegebenen  Punkte  A  und  einer  Geraden  h  durch 
ihn  sind  in  Bezug  auf  ein  Centrum  die  diametralen  Gebilde  zu 
zeichnen. 

3)  Zwei  diametrale  Gerade  und  das  Centrum  sind  gegeben; 
man  soll  allein  mittels  L.  a)  zu  einer  weiteren  Geraden ,  b)  zu 
einem  weiteren  Punkte  je  das  entsprechende  Gebilde  finden. 

4)  Zu  einer  Geraden  a  ist  mittelst  L.  und  Wsch.  eine  Normale 
zu  ziehen.  —  Andeutung:  Lege  L.  und  an  dieses  die  längste  Seite 
des  Wsch.  so^  dafs  dessen  zweite  Seite  an  a  liegt;  dann  verschiebe 
das  Wsch.  beliebig  längs  des  L.  und  ziehe  die  Gerade  längs  der 
dritten  Seite  des  Wsch. 

5)  Um  eine  Strecke  a  zu  halbieren^  zieht  man  a)  durch  deren 
Grenzpunkte  gegengerichtete  parallele  und  gleiche  Strecken  und  ver- 
bindet die  Endpunkte  der  letzteren^  oder:  b)  man  zieht  durch  die 
Grenzpunkte  von  a  zwei  Paare  gegengerichteter  Parallelen  und  ver- 
bindet deren  Schnittpunkte. 

6)  Eine  Strecke  5  und  aufser  ihr  ein  Punkt  P  sind  gegeben; 
man  soll  s  durch  eine  Gerade  von  P  aus  halbieren.  —  Vgl.  Nr.  5. 

7)  Durch  einen  von  drei  (nicht  in  einer  Geraden  liegenden) 
Punkten  eine  Gerade  zu  ziehen,  von  welcher  die  beiden  anderen 
Punkte  gleiche  Abstände  haben. 

8)  Durch  einen  Punkt  P  innerhalb  eines  Winkels  ist  eine  Gerade 
so  zu  ziehen,  dafs  ihre  von  den  Schenkeln  begrenzte  Strecke  in  P 
halbiert  wird. 

9)  Durch  einen  Punkt  P  aufserhalb  eines  Winkels  ist  eine 
Gerade  so  zu  ziehen,  dafs  die  auf  ihr  durch  die  Winkelschenkel  und 
P  begrenzten  Strecken  gleich  werden. 
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10)  In  einen.  Winkel  ist  eine  Strecke  s  so  einzutragen,  dafs  sie 
einer  gegebenen  Geraden  parallel  wird. 

11)  Zwischen  zwei  Parallele  ist  eine  Strecke  von  gegebener  Grofse 
so  einzutragen,  dafs  sie  (oder  ihre  Verlängerung)  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  geht 

12)  In  der  Ebene  der  Fig.  51  sei  eii^  Punkt  P  gegeben.  Man 
soll  durch  ihn  eine  Gerade  so  ziehen,  dafs  die  von  den  zwei  Paaren 
Paralleler  begrenzten  Strecken  gleiche  Grofse  bekommen.  —  An- 
deutung: Ziehe  die  Parallele  zu  AÄ^  (oder  BB^)  durch  P. 

13)  Durch  einen  Punkt  ist  zu  einer  Geraden  die  Parallele  zu 
ziehen  mittels  L.  und  M.  nach  §.  16,  lOa. 

14)  Wenn  zwei  Parallele  a  und  a^  und  deren  Mittelparallele 
gegeben  sind,  so  findet  man  die  Mitte  einer  Strecke,  indem  man  ihre 
Grenzpunkte  auf  die  Parallelen  legt 

15)  Unter  denselben  Bedingungen  wie  in  Nr.  14  soll  durch  einen 
Punkt  auf  einer  der  Parallelen  a  oder  a^  zu  einer  Geraden  die 
Parallele  konstruiert  werden  a)  mit  L,  allein,  b)  mit  M.  allein. 

16)  Zwei  Parallele  und  ein  beliebiger  Punkt  P  sind  gegeben. 
Man  soll  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  so  konstruieren,  dafs  P  seine 
Spitze  wird,  während  seine  beiden  anderen  Ecken  in  die  Parallelen 
fallen  und  die  Grundseite  einer  gegebenen  Geraden  g  parallel  wird.  — 
Andeutung:  Auf  welchen  Geraden  mufs  der  Mittelpunkt  der  Basis 
liegen? 

17)  Um  eine  Strecke  a  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen,  zieht 
man  durch  einen  ihrer  Grenzpunkte  eine  Gerade,  trägt  auf  dieser 
vom  Grenzpunkte  aus  nach  derselben  Richtung  n  beliebige  gleiche 
Strecken  ab,  verbindet  den  Endpunkt  der  letzten  mit  dem  zweiten 
Grenzpunkte  von  a  und  zieht  durch  die  übrigen  Punkte  Parallelen 
zu  den  genannten  Yerbindungsgeraden. 

18)  Trägt  man  eine  Strecke  (n—  l)mal  an  und  teilt  dann  die 
so  erhaltene  ganze  Strecke  in  n  gleiche  Teile,  so  erhält  man  zwischen 
den  Grenzpunkten  der  zuerst  angetragenen  Strecken  und  den  neuen 

Teilpunkten  der  Reihe  nach  - ,  - , der  ursprünglichen  Strecke. 

Anwendung.  Zwei  Mafsstäbe,  deren  einer  Millimeter  angiebt>, 
während  der  andere  auf  die  angegebene  Weise  durch  Teilung  von 
9  mm  in  10  gleiche  Teile  erhalten  wurde,  können  folgendermafsen  zur 
genaueren  Bestimmung  der  Länge  einer  Strecke  benutzt  werden.  Man 
legt  einerseits  der  Strecke  von  dem  einen  Grenzpunkte  aus  den  Null- 
punkt des  ersten  Mafsstabes  an,  anderseits  an  den  andern  Grenzpankt 
den  Nullpunkt  des  zweiten  Mafsstabes,  dann  kommen  zu  der  Anzahl 
der  am  Hauptmafsstabe  abgelesenen  Millimeter  noch  so  viele  Zehntel- 
Millimeter  hinzu,  als  auf  dem  zweiten  Mafsstabe  (vom  Nallpunkte  ab) 
Teile  gezählt  werden  bis  dahin,   wo  zwei  Teilstriche  beider  MabstSbe 
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zusammentreffen.  —  Eine  solche  Einrichtung  zur  Messung  sehr  kleiner 
Strecken  heilst  Nonius  und  wird  auch  zur  Messung  von  Winkeln  ver- 
wertet. [Der  Name  zu  Ehren  des  Portugiesen  Nunez,  lat.  Nonius 
(f  1577),  welcher  eine  von  der  beschriebenen  freilich  verschiedene  Vor- 
richtung angab;  den  Hauptteil,  den  beweglichen  Schieber,  führte  erst 
Vemier  ein  (1631).] 


Aufgaben  zum  fünften  Kapitel. 
§.7.  Lehrsätze. 

1)  Im  rechtwinkeligen  gleichsch enkeligen  Dreieck  beträgt  jeder 
Winkel  an  der  Hypotenuse  ^JB. 

2)  In  einem  rechtwinkeligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  dop- 
pelt so  grofs  als  eine  Kathete  ist,  beträgt  der  Gegenwinkel  der  letz- 
teren \R,  der  andere  Winkel  |JB. 

3)  Sind  die  Winkel  eines  Dreiecks  |i?,  ^R,  R,  so  ist  die  Hy- 
potenuse das  Doppelte  der  einen  Kathete. 

4)  Verlängert  man  im  rechtwinkeligen  Dreieck  die  Hypotenuse 
je  um  die  anliegende  Kathete  und  verbindet  die  entstehenden  End- 
punkte mit  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels,  so  bilden  die  Ver- 
bindungsgeraden mit  einander  l^R, 

Zusatz,  Welcher  entsprechende  Winkel  entsteht,  wenn  man 
die  beiden  Katheten  beide  einwärts  oder  wenn  man  die  eine  ein-  und 
die  andere  auswärts  abträgt? 

5)  Trägt  man  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  den  einen 
spitzen  Winkel  am  andern  Grenzpunkte  der  anliegenden  Kathete  in 
den  rechten  Winkel  hinein,  so  trifft  der  Schenkel  desselben  die  Mitte 
der  Hypotenuse. 

6)  Wird  in  dem  gleichschenkeligen  Dreieck  ABGy  dessen  Spitze 
B  sei,  CB  verlängert  bis  D,  so  dafs  BD  «=  (7jB,  so  ist  BA  nor- 
mal zu  AC, 

7)  Ist  in  einem  Dreieck  die  Entfernung  eines  Eckes  von  der 
Mitte  der  Gegenseite  gleich  der  Hälfte  dieser  Seite,  so  ist  der  Win- 
kel an  jenem  Eck  ein  rechter. 

8)  Im  gleichschenkeligen  Dreieck  ist  durch  die  Gröfse  eines 
Winkels  die  der  übrigen  Winkel  bestimmt.  —  Zahlenbeispiel.  — 
Wie  konstruiert  man  die  übrigen  mittels  Wm.,  wenn  der  eine  ge- 
zeichnet vorliegt? 

9)  Im  gleichschenkeligen  Dreieck  ist 

a)  der  Aufsenwinkel  an  der  Spitze  doppelt  so  grofs  als  ein 
Basiswinkel, 

ß)  der  Basiswinkel  gleich  R  weniger  dem  halben  Winkel  an 
der  Spitze, 


122  Übuogsaufgaben  zu  Kapitel  6. 

y)  ein  Aufsenwinkel  an  der  Grundseite  gleich  B  vermehrt  um 
den  halben^Winkel  an  der  Spitze. 

10)  Trägt  man  vom  Scheitel  A  eines  spitzen  Winkels  ans  auf 
dem  einen  Schenkel  eine  Strecke  A£  ab  und  trägt  man  dann  diese 
von  JS  aus  bis  zum  andern  Schenkel,  BC=  -4JB,  und  wieder  bis 
zum  ersten  Schenkel  CD  ^=  AB  u,  s.  f.,  so  lund  die  Basiswinkel  der 
entstehenden  gleichschenkeligen  Dreiecke  bezüglich  dfts  2,  3,  4,-"  fache 
des  Winkels  A. 

11)  In  einem  gleichschenkeligen  Dreieck,  in  welchem  jeder 
Basiswinkel  |JB  beträgt,  teilen  die  Mittelnormalen  der  Schenkel  die 
Grundseite  in  drei  gleiche  Teile. 

12)  Wählt  man  auf  den  Seiten  eines  gleichseitigen  *  Dreiecks 
Punkte  JST,  X,  Jf,  die  je  von  den  Ecken  -4,  JB,  (7  um  ^  der  Seiten 
entfernt  sind,  so  bilden  die  Verbindungsgeraden  der  Punkte  ein 
gleichseitiges  Dreieck,  dessen  Seiten  zu  denen  des  ursprünglichen 
normal  sind.  —  Andeutung:  Halbiere  z.  B.  AM  in  X  und  ziehe  XK. 

13)  Teilt  man  jede  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks  in  drei 
gleiche  Teile  und  verbindet  je  die  einem  Eck  zunächst  liegenden 
Teilpunkte,  so  entsteht  ein  Sechseck  mit  gleichen  Seiten  und  Winkeln. 

14)  Die  aus  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  eines  rechtwin- 
keligen Dreiecks  zur  Hypotenuse  gefällte  Normale*)  teilt  das  Drei- 
eck in  zwei  andere,  welche  unter  einander  und  mit  dem  ganzen 
Dreieck  einzeln  gleiche  Winkel  haben. 

15)  Die  Halbierenden  zweier  gegenwendigen  Winkel  an  zwei 
von  einer  Transversalen  durchschnittenen  Parallelen  sind  normal  zu 
einander. 

16)  Die  Halbierende  eines  Winkels,  ein  Schenkel  desselben  und 
eine  Parallele  zum  andern  Schenkel  bilden  ein  gleichgeneigtes  Dreieck. 

17)  Werden  in  einem  Dreiecke  von  den  Ecken  aus  (oder  von 
beliebigen  auf  den  Seiten  liegenden  Punkten  aus)  gegen  die  Seiten 
unter  gleich  wendig  gleichen  Winkeln  Geraden  gezogen,  so  bilden 
letztere  ein  neues  Dreieck  mit  denselben  Winkeln  wie  das  ursprung- 
liche. —  Besonderer  Fall,  wenn  die  Geraden  normal  zu  den  Seiten 
(oder  zu  deren  Verlängerungen)  sind. 

18)  Zwischen  den  Schenkeln  a  und  b  eines  Winkels  werden 
drei  Halbstrahlen  p,  q,  r  so  gezogen,  dafs  der  Scheitel  von  p  und  q 
auf  a,  der  von  q  und  r  auf  b  liegt  und  dafs  p  und  q  mit  den  Gegen- 
richtungen von  a  gleiche  Winkel  bilden,  ebenso  q  und  r  mit  den 
Gegenrichtungen  von  6.  Alsdann  ist  der  Winkel  der  Gegenrichtung 
des  Halbstrahles  p  mit  dem  Halbstrahle  r  *=  2  ^  a6. 


♦)  Erklärung:    Die  von  einem  Eck  eines  Dreiecks  auf  die  Gegeneeite  ge- 
fällte Normale  heifst  die  ztdu:  betreffenden  Seite  gehörige  Höhe  des  Dreiecks. 
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Hierauf  beruht  die  Theorie  des  Winkelspiegels,  der  dem  6eo- 
meter  zum  Abstecken  des  rechten  Winkels  dient  (^  ab  ==  —  j  ,    und 

des   Spiegelsextanten,   der  hauptsächlich  zur   See  als   Winkelmeüs- 
instrument  benützt  wird. 

19)  Zieht  man  von  der  Halbierenden  eines  Winkels  gleiche 
Strecken  nach  dessen  Schenkeln,  so  bilden  sie  gleiche  Winkel 
mit  diesem. 

20)  Wie  viele  Diagonalen  hat  ein  4,  5,  6,  •  •  •  f>-eck? 

21)  Zu-  zeigen ;  dafs  es  mit  Rücksicht  auf  die  Anzahl  von  über- 
stumpfen, stumpfen,  rechten,  spitzen  Winkeln  zehn  Arten  von  Vier- 
ecken giebt. 

22)  Jeder   Winkel   eines  n-ecks,  dessen   Winkel   alle   einander 

gleich   sind,   ist  (2 j  R. 

23)  Die  Summe  der  hohlen  Winkel  a,  /J,  y,  d,  « 
eines  Sternfünfeckes  ist  =  2iJ.  Wie  grofs  ist  die 
Summe  der  hohlen  Winkel  eines  Sternsiebeneckes? 

24)  In  einem  gleichwinkeligen  2neck  ist  jede  Seit^ 
parallel  zur  wten  folgenden  Seite. 

25)  Zieht  man  von  einem  Punkte   einer  Symme- 
trieaxe  zwei  Geraden,   welche  mit  zwei  symmetrischen         *'*«f-  ^^' 
Geraden  gegen  wendig  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind  jene  Geraden 
selbst  symmetrisch. 

26)  Es  soll  der  Satz  in  §•  17,  6  bewiesen  werden  mittels  Zer- 
legung des  Vielecks  in  Dreiecke 

a)  durch  Diagonalen  von  einem  Eck  aus, 
ß)  durch  Strecken,  welche  von. einem  Punkte  im  Inneren  des 
Vielecks  nach  den  Ecken  gehen. 

27)  Die  Halbierenden  zweier  Winkel,  deren  Schenkel  normal  zu 
einander  stehen,  sind  ebenfalls  normal  zu  einander  oder  parallel. 

28)  Werden  von  einem  Punkte  A  Normalen  zu  den  Schenkeln 
b  und  c  eines  Winkels  gezogen,  so  bildet  jede  der  Winkelhalbieren- 
den der  Normalen  mit  den  Schenkeln  b  und  c  ein  gleichgeneigtes 
Dreieck.  —   Unterscheidung,  ob  Ä  auf  b  (oder  c)  liegt  oder   nicht. 

29)  Die  Mittelnormalen  der  Verbindungsstrecken  der  Grenzpunkte 
zweier  gleichen  Strecken  schneiden  einander  auf  einer  Winkelhalbie- 
renden beider  Geraden. 

§.  8.  Konstruktionen  und  Berechnlingen. 

1)  In  der  Fig.  186  sind  aus  folgenden  Winkeln  die  übrigen  zu 
berechnen:  x  —  48^  a  =  32^  y  =  95^  ^  =  55^ 

2)  In  einem  gleichschenkeligen  Dreieck  sei 
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a)  der  Winkel  an  der  Spitze  =  74^29'.  oder  =  179^56',  wie 
grofs  ist  der  Basiswinkel? 

ß)  der  Basiswinkel  =  80^50',  wie  grofs  ist  der  Winkel  an 
der  Spitze? 

y)  der  Basiswinkel  das  Doppelte  des  Winkels  an  der  Spitze, 
wie  grofs  sind  beide? 

3)  Aus  zwei  gegebenen  Winkeln  eines  Dreiecks  den  dritten  zu 
bestimmen,  ohne  das  Dreieck  selbst  zu  zeichnen. 

4)  Wie  grofs  sind  die  Winkel  «,  /5,  y  eines  Dreiecks,  wenn 

l)«  =  ^,=  2y,     2)  «  =  /J  =  |,  3)«  =  |  =  X, 
*4)  a  +  /}  =  y,     «  —  /3  =  -|-  sein  soll? 

5)  Von  den  Dreieckswinkeln  a,  ß,  y  sei  a  um  6^47'  kleiner  als 
ß  und  ß  um  9^25'  gröfser  als  y.     Wie  grofs  sind  sie? 

6)  Man  erhält  die  Halbierende  eines  Winkels,  indem  man  eiue 
beliebige  Strecke  sowohl  auf  dem  einen  Schenkel,  als  auch  auf  dem 
Gegenstrahl  des  andern  Schenkels  vom  Scheitel  aus  abträgt  und  zur 
Verbindungsgeraden  der  Endpunkte  dieser  Strecken  die  Parallele  durch 
den  Scheitel  zieht  —  Warum? 

7)  Man  soll  die  Halbierende  des  Winkels  zweier  Geraden  a  und  i 
zeichnen,  ohne  deren  Durchschnitt  zu  benützen. 

Andeutung:  Ziehe  eine  Gerade  c  durch  a  und  h\  ist  dann 
^}}C^^  ca^  so* ziehe  die  Mittelnormale  zur  Strecke  c;  ist  aber  etwa 
*^  6c  >  ca,  so  ziehe  durch  den  Schnitt  von  6  und  c  noch  i  so, 
dafs  <^6c?  =  ca,  halbiere  ^  de  u.  s.  w.  —  Oder:  Ziehe  eine  be- 
liebige Parallele  c  zu  a,  welche  6  schneidet,  halbiere  <^  6  c  durch  rf, 
ziehe  eine  beliebige  Normale  zur  Strecke  d  u.  s.  w. 

8)  Um  durch  einen  Punkt  P  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit 
einer  Geraden  a  einen  gegebenen  Winkel  a  bildet,  föUe  man  durch 
P  die  Normale  6  zu  a,  trage  in  P  an  6  den  ^a  an  ss=a  <^  6c  und 
ziehe  in  P  die  Normale  d  zu  c. 

9)  Wie  grofs  ist  jeder  Winkel  eines  4,  5,  6,  •  •  •  n-ecks,  wenn 
alle  Winkel  gleich  sind?  —  Müssen  unter  dieser  Bedingung  auch 
alle  Seiten  gleiche  Grofse  haben? 

10)  Wie  viele  Ecken  hat  ein  Vieleck,  wenn  jeder  einzelne  Win- 
kel desselben  «)  IJB,  ß)  |B,  y)  |B,  *)  |B,  i)  |JJ,  g)  fiJ 
beträgt?    (Vgl.  Aufg.  §.  7,  22.) 

11)  Um  die  Normale  zu  einer  Geraden  a  mittels  des  Winkel- 
scheites zu  konstruieren,  legt  man  L.  und  daran  anliegend  eine  Kathete 
des  Wsch.  so,  dafs  die  Hypotenuse  des  letzteren  an  a  zu  liegen 
kommt;  man  dreht  dann  das  Wsch.  so,  dafs  seine  dritte  Seite  an 
das   Lineal    zu   liegen   kommt,   während   letzteres  die  ursprüngliche 
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Lage  beibehält;  die  Hypotenuse  des  Wsch.  giebt  dann  die  Richtung 
der  Normalen  zu  a.  —  Warum? 

12)  In  der  Ebene  liege  dieselbe  Figur  zweimal  gleichwendig  ge- 
zeichnet vor;  man  soll  denjenigen  Punkt  der  Ebene  konstruieren,  um 
welchen  die  Figur  gedreht  werden  mufs^  um  die  andere  zu  decken. 


Aufgaben  zum.  sechsten  Kapitel. 
§.9. 

1)  Zu  einem  gegebenen  Drei-,  Vier-,..  Vieleck  ist  ein  kongruen- 
tes in  perspektivischer  Lage  zu  zeichnen. 

2)  Zwei  kongruente  Punktreihen  können  in  symmetrische  Lage 
gebracht  werden  durch  Verschiebung  längs  einer  Geraden  g:  zeich- 
net man  nämlich  die  beiden  Punkte  S^  und  S^  der  Punktreihen, 
welche  dem  Schnittpunkte  8  ihrer  Träger  entsprechen  und  verbindet 
man  die  Mittelpunkte  von  SS^  und  55,,  so  ist  die  Verbindungs- 
gerade die  gesuchte  g. 

3)  Zwei  gegenwendig  kongruente  Strahlenbüschel  können  in 
symmetrische  Lage  gebracht  werden  durch  Verschiebung  längs  einer 
Geraden^:  zeichnet  man  nämlich  die  beiden  Strahlen  s^  und  s^,  welche 
der  Verbiödungsgeraden  der  Träger  iBntsprechen,  -und  errichtet  auf  der 
Winkelhalbierenden  von  ss^  oder  ss^  eine  Normale,  so  ist  diese  g, 

4)  Wie  vereinfachen  sich  die  Bedingungen  für  die  Kongruenz 
a)  rechtwinkeliger, 

ß)  gleichschenkeliger  Dreiecke? 

5)  Ein  Dreieck  mit  zwei  gleichen  Höhen  ist  gleichschenkelig. 

6)  Die  Verbindungsgeraden  der  Seitenmitten  eines  Dreiecks  teilen 
dasselbe  in  vier  kongruente  Dreiecke. 

7)  Schneidet  man  auf  den  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
von  den  Ecken  aus  jeweils  im  gleichen  Sinne  des  Umlaufes  um  das 
Dreieck  gleiche  Strecken  ab,  so  bestimmen 

a)  deren  Endpunkte, 

ß)  die  Verbindungsgeraden  der  Endpunkte  mit  den  Gegenecken 
je  ein  gleichseitiges  Dreieck.    (Vgl.  Aufg.  §.  7, 12.)  —  Umkehrung? 

8)  Zieht  man  in  einem  gleichschenkeligen  Dreieck  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Grundseite  aus  die  Normalstrecken  zu  den 
Schenkeln,  so  ist  deren  Summe  gleich  der  Höhe  auf  den  Schenkel. 
—  Andeutung:  Man  ziehe  die  Höhe  auf  einen  Schenkel  und  darch 
den  gegebenen  Punkt  die  Parallele  zu  letzterem. 

9)  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  im  Innern  eines  gleichseiti- 
gen^Dreiecks  ABC  die  Normalstrecken  zu  den  Seiten,  so  ist  deren 
Summe  gleich  der  Höhe  des  Dreiecks.  —  Andeutung:  Ziehe  durch 
P  die  ParaUele  zu  einer  Seite  und  benütze  den  vorhergehenden 
Übungssatz. 
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Wie  ändert  sich  der  Satz,  wenn  P  auf  eine  Seite  selbst  oder 
aufserhalb  des  Dreiecks  fällt?  (Im  letzteren  Fall  sind  drei  Fälle  eu 
unterscheiden!) 

10)  Der  Satz  No.  11  in  §.5  der  Aufgaben  ist  zu  beweisen  mit- 
tels Konstruktion  des  Punktes,  der  in  Bezug  auf  die  Hypotenusen- 
mitte  diametral  mit  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  liegt 

11)  Welche  möglichen  Zusammenstellungen  zu  je  dreien  kann 
man  aus  den  sechs  Stücken  a^hy  Cj  a,  ß^  y  eines  Dreiecks  bilden? 
Wenn  zwei  Dreiecke  in  drei  solchen  Stücken  übereinstimmen,  sind 
sie  dann  kongruent? 

12)  Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  in  einer  Hohe 
übereinstimmen  und  in 

a)  der  zugehörigen  Seite  und  einem  anliegenden  Winkel; 

b)  der  zugehörigen  Seite  und  einer  zweiten  Seite; 

c)  deren  entsprechend  gleichwendigen  Winkeln  mit  den  Seiten; 

d)  zwei  gleichliegenden  Winkeln; 

e)  den  nicht  zu  ihr  gehörigen  Seiten,  wenn  diese  in  beiden 
Dreiecken  übereinstimmend  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschie- 
denen  Seiten  der  Höhe  liegen. 

13)  Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  übereinstimmen  in 
der  Strecke  einer  Winkelhalbierenden  von  dem  Eck  bis  zur  GegcD- 
seite  und  in 

a)  dem  halbierten  Winkel  und  einer  denselben  mitbildenden  Seite; 

b)  zwei  gleiohliegenden  Winkeln; 

c)  einem  gleichliegenden  Winkel  und  dem  Winkel  der  Halbie- 
renden mit  der  entsprechenden  Richtung  der  Gegenseite; 

d)  einer  den  halbierten  Winkel  mitbildenden  Seite  und  dem  ihr 
anliegenden  Abschnitt  der  Gegenseite. 

14)  Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  in  einer  Seite  und 
in  der  Verbindungsstrecke  von  der  Mitte  dieser  Seite  nach  dem  Ge- 
geneck  (der  sog.  Mittelstrecke  oder  Schwerlinie)  und  noch  in 

a)  einer  zweiten  Seite; 

b)  dem  Winkel  der  Mittelstrecke  mit  der  halbierten  Seite; 

c)  einem  Winkel  der  halbierten  Seite  mit  einer  zweiten  Seite, 
falls  der  Winkel  dieser  Seite  mit  der  Mittelstrecke  in  beiden  Drei- 
ecken spitz  oder  in  beiden  stumpf  ist; 

d)  dem  Winkel  der  Mittelstrecke  mit  einer  zweiten  Seite,  fall» 
der  Winkel  der  Mittelstrecke  mit  der  halbierten  Seite  in  beiden  Drei- 
ecken von  gleicher  Art  ist. 

15)  Es  sollen  die  Bedingungen  für  die  Kongruenz  von  Vier- 
ecken aufgestellt  werden  (gemäfs  §.  21,  7).  ^ 
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Aufgaben  snm  siebenten  Kapitel. 
§.10.  Lehrsätze. 

1)  Ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Halbierenden  eines  Winkels 
liegt,  schneidet  auf  dessen  beiden  Schenkeln  gleiche  Strecken  ab. 

2)  Zwei  Sehnen,  welche  mit  dem  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehenden  Durchmesser  gegenwendig  gleiche  Winkel  bilden^  sind  ein- 
ander gleich;  zugleich  ist  der  einerseits  des  Durchmessers  von  den 
.Sehnen  begrenzte  Bogen  gleich  dem  anderseits  von  ihnen  begrenzten. 

3)  Zwei  Sehnen  können  einander  nicht  halbieren  (aufser  wenn 
sie  Durchmesser  sind). 

4)  Eine  zu  einer  Sehne  parallele  Taugente  halbiert  den  (die) 
Bogen  der  Sehne.  —  ümkehrung? 

5)  Die  Tangenten  an  den  Greuzpunkten  eines  Durchmessers  sind 
parallel.  —  ümkehrung? 

6)  Wie  liegen  die  Endpunkte  aller  an  einen  Kreis  gezogenen 
tangentialen  und  von  den  Berührungspunkten  ab  gleichen  Strecken? 

7)  Fällt  man  von  den  Grenzpunkten  eines  Durchmessers  auf 
eine  Sehne  die  Normalen,  so  sind  die  zwischen  den  Fufspunkten  der 
Normalen  und  dem  Kreise  liegenden  Strecken  von  gleicher  Gröfse.  — 
Andeutung:  Ziehe  aach  vom  Mittelpunkte  die  Normale  zur  Sehne. 

8)  Die  in  den  Grenzpunkten  einer  Sehne  errichteten  Normalen 
treffen  einen  beliebigen  Durchmesser  in  zwei  Punkten,  die  von  den 
Grenzpunkten  des  Durchmessers  gleichweit  entfernt  sind. 

9)  Zwei  Verbindungsgeraden  der  Grenzpunkte  paralleler  Sehnen 
schneiden  einander  auf  dem  zu  ihnen  normalen  Durchmesser. 

10)  Auf  jeder  durch  das  Kreiscentrum  gehenden  Oeraden  sind 
die  Abschnitte  zwischen  dem  Kreise  und  zwei  beliebigen  parallelen 
Tangenten  von  gleicher  Gröfse? 

11)  Auf  jeder  zu  zwei  parallelen  Tangenten  normalen  Sekante 
sind  die  Abschnitte  zwischen  Kreis  und  Tangenten  einander  gleich. 

12)  Welche  Lage  haben  die  Mitten  aller  Sehnen  von  gleicher  Gröfse? 

13)  Bewegt  sich  eine  Strecke,  stets  gleiche  Gröfse  behaltend,  mit 
ihren  Grenzpunkten  auf  zwei  normalen  Geraden,  so  bewegt  sich  ihre 
Mitte  auf  einem  Kreise.  —  Vgl.  Aufg.  §.  5,  ii. 

14)  Die  Verbindungsgerade  zweier  Grenzpunkte  von  einem  Paar 
Durchmesser  ist  parallel  der  Verbindungsgerade  der  anderen  Grenz- 
punkte-, beide  Verbindungsgeraden  treffen  irgend  ein  Paar  paralleler 
Tangenten  in  Punkten,  deren  Verbindungsgeraden  durch  die  Kreis- 
mitte  gehen. 

15)  Werden  zwei  parallele  Tangenten  von  den  Verlängerungen 
zweier  Durchmesser  geschnitten,  so  sind  die  Verbindungsgeraden 
tlieser  Schnittpunkte  parallel  und  treffen  den  Kreis  (möglicherweise) 
m  den  Grenzpunkten  zweier  Durchmesser. 
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16)  Zwei  Verbindungsgerade  der.  Grenzpunkte  eines  Paares 
paralleler  Sehnen  treffen  das  zu  diesen  normale  Tangentenpaar  in 
Punkten,  deren  weitere  Verbindungsgeraden  den  Sehnen  parallel  sind. 

17)  Werden  zwei  parallele  Tangenten  von  zwei  Normalen  durch- 
schnitten, so  schneiden  einander  die  Verbindungsgeraden  ihrer  Schnitt- 
punkte auf  dem  zu  den  Tangenten  parallelen  Durchmesser  und  treffen 
(möglicherweise)  den  Kreis  in  den  Orenzpunkten  von  Sehnen,  welche 
ebenfalls  normal  zu  den  Tangenten  stehen. 

18)  Wird  eine  Sehne  AB  xxm  den  Radius  verlängert  und  vom 
Endpunkte  C  der  Durchmesser  CD  gezogen,  so  ist  der  eine  zwischen 
den  Sekanten  liegende  Bogen  dreimal  so  grofs  als  der  andere.  — 
Andeutung:  Ziehe  Sehne  JBX  |  CD  und  dann  Durchmesser  XT. 

19)  An  zwei  Kreise,  welche  keine  Fläche  gemeinsam  haben, 
lassen  sich  zwei  Paare  gemeinsamer  Tangenten  ziehen,  sog.  äufsere 
und  innere  Tangenten.     Von  diesen  gilt: 

a)  Die  Abschnitte  der  äufseren  Tangenten  zwischen  ihren  Be- 
rührungspunkten sind  einander  gleich,  ebenso  die  Abschnitte  der 
inneren  Tangenten; 

b)  die  Abschnitte  der  inneren  Tangenten  bis  zu  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  äufseren  sind  gleich  jenen  Abschnitten  der  äufseren 
Tangenten. 

20)  Zwei  Kreislinien  können  nicht  einander  halbieren. 

21)  Auf  einer  durch  zwei  koncentrische  Kreise  gehenden  Gera- 
den liegen  zwischen  den  Kreisen  gleiche  Strecken. 

Aufgaben  Btim  achten  Kapitel. 

§.  11.  Konstruktionen. 

1)  Ein  gegebener  Winkel  a  soll  verdoppelt,  verdreifacht,  ver- 
vierfacht werden. 

2)  Man  soll  drei  gegebene  Strecken  a,  6,  c  so  von  einem  Punkte 
ausgehend  antragen,  dafs  ihre  Endpunkte  in  einer  Geraden  liegen 
und  gleichweit  von  einander  entfernt  sind.  —  Andeutung:  Es  sei 
PJtf=a  die  kleinste  Strecke;  dann  zeichne  in  Bezug  auf  Kais 
Centrum  Pi  H  P  und  mit  Hülfe  von  P^  auch  die  ebenfalls  diametral 
zu  diesem  Gentrum  liegenden  Endpunkte  von  b  und  c. 

3)  Von  einem  gegebenen  Kreise  (oder  Kreisbogen)  ist  das  Cen- 
trum zu  finden. 

4)  Auf  einer  Geraden  (oder  auf  einem  Kreise)  ist  ein  EHinkt  zn 
finden,  welcher  gleich  weit  entfernt  ist  a)  von  zwei  gegebenen  Punk- 
ten, b)  von  zwei  gegebenen  Geraden. 

5)  Man  soll  mit  L.  und  Z.  einen  Winkel  a)  von  60®,  b)  von  30^, 
c)  von.  90®  konstruieren. 

6)  Man  soll  einen  rechten  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  teilen. 
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7)  Es  sind  zwei  Punkte  Ä  und  B  gegeben.  Es  soll  eine  Reihe 
von  Punkten  der  Geraden  AB  (die  nicht  gezogen  ist)  mit  dem  Zir- 
kel allein  bestimmt  werden  ^  ohne  letzteren  weiter  als  um  die  Strecke 
^J3  zu  öffnen.  —  Andeutung:  Man  konstruiere  zwei  zur  Geraden  sym- 
metrische Punkte  und  von  diesen  aus  einen  weiteren  Axenpunkt; 
diesen  benütze  man  in  gleicher  Weise  zur  Konstruktion  eines  weiteren 
Punktes  u.  s.  f. 

8)  Durch  einen  Punkt  in  einer  Kreisfläche  ist  eine  Sehne  zu 
ziehen,  welche  in  jenem  Punkte  halbiert  wird. 

9)  Die  Aufgabe  in  §.  8,  7  ist  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  lösen. 

10)  Durch  einen  auf  einer  Kreislinie  liegenden  Punkt  ist  eine 
Sehne  zu  ziehen,  deren  Abstand  von  der  Kreismitte  gegeben  ist. 

11)  Es  ist  der  geometrische  Ort  des  Endpunktes  jeder  Tangente 
von  gegebener  Länge  an  einen  Kreis  zu  zeichnen. 

12)  Es  ist  auf  einer  Geraden  oder  einem  Kreise  ein  Punkt  zu 
bestimmen,  von  welchem  aus  die  Tangente  an  einen  gegebenen  Kreis 
eine  bestimmte  Länge  hat. 

13)  Durch  einen  Punkt  a)  in  einer,  b)  aufserhalb  einer  Kreis- 
fläche ist  eine  Gerade  so  zu  legen,  dafs  die  innerhalb  des  Kreises 
liegende  Strecke  eine  gegebene  I^änge  habe.     (Determination.) 

14)  Die  Konstruktion  der  Tangenten  von  A  aus  an  einen  Kreis 
M  kann  so  geschehen,  dafs  man  MA  zieht,  im  Schnittpunkte  B  mit 
dem  Kreise  die  Normale  zu  MA,  hierauf  von  M  aus  mit  MA  als 
Radius  einen  Kreis,  welcher  die  Normale  in  C  und  C^  durchschneidet, 
und  endlich  MXC  und  MYC^  zieht:  AX  und  AY  sind  dann  die 
Tangenten.    Warum? 

15)  An  einen  gegebenen  Kreis  ist  eine  Tangente  zu  ziehen, 

a)  welche  von  zwei  gegebenen  Punkten   gleichweit  entfernt  sei; 

b)  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  gegebenen  Win- 
kel bilde; 

c)  so  dafs  das  zwischen  zwei  gegebenen  Parallelen  liegende  Stück 
derselben  eine  gegebene  Gröfse  habe. 

16)  Es  seien  zwei  Kreise  K^  und  K^  gegeben;  man  soll  eine 
Gerade  so  ziehen,  dafs  sie 

a)  K^  berühre  und  in  K^  eine  Sehne  von  gegebener  Länge  bilde; 

b)  in  JSTi  und  K^  Sehnen  von  gegebenen  Längen  bilde. 

Bemerkung.  Um  die  folgenden  Aufgaben  möglichst  kurz  angeben  zu 
könneD,  bezeichnen  wir  die  Seitenstrecken  eines  Dreiecks 
durch  0,  &,  0,  die  gegenüberliegenden  Winkel  bezw.  durch 
•  a,  j5,  y,  den  Umfang  durch  m,  die  Höhe  auf  c  durch 
/^,  die  zwei  anderen  Höhen  bzw.  durch  h^  und  h^i 
die  von  h^  auf  c  gebildeten  Abschnitte,  welche  an  a 
und  })  liegen,  bezw.  durch  Og  und  \, — Ist  das  Drei- 
eck ein  rechtwinkeliges,  so  sei  y-aiJ,  also  c  die  Hy- 

Iielttboeh  dtr  Elementar-Geometri«. 
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potenuse,  h^  deren  Höhe;  ist  das  Dreieck  ein  gleichschenkeliges,  so  s«i 
a  =  5,  also  c  die  Grundseite,  /ig  deren  Höhe. 

Es  soll  nun  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  konstruiert  werden 
aus  folgenden  BestimmungsstQcken'*'): 

17)  a,  6;  18)  a,  c;  19)  a,  c; 

20)  «,  a;^  21)  A3,  a;  22)  Ä«,  a; 

23)  A3,  03-,  24)  a,  Og;  25)  a,  Ogj 

26)  a  +  &,  c;  27)  a  +  &,  «5  28)  a  —  6,  c; 

29)  a  -  6,  a;  30)  a  +  c,  6;  31)  a  +  c,  a; 

32)c  — a,  6;  33)  c  —  a,a;  34)  a  +  A3,  a; 

35)  a  -  A3,  «;  36)  03-^63,  «;  37)  a  +  6  +  c,  a; 

38)a  +  6— c,  a;  39)  «  — 2/5=0,  c;  40)  a  —  3/8  =  0,  a; 

41)  fc  — -^c  =  0,  ö. 

Es  soll  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  konstruiert  werden, 
wenn  gegeben: 

42)  c,  a;  43)  c,  a;  44)  c,  y;  45)  c,  Ä»; 
46)  a,  «;  47)  a,  y;  48)  a,  A3;           49)  «,  A«; 
50)  y,  ?^;  51)  c,  A,;  52)  a,  A^;           53)  a,  A,; 
54)  y ,  A^;  55)  a  +  c,  a;  56)  a  +  c,y\     57)  a  +  Aj,  c; 
58)  a-A3,c;  59)  a  +  Ag^y;  60)  a-\,Y\  61)  ^A; 

62)  M,  «;  63)  w,  y. 

Es  soll  ein  gleichschenkeliges  rechtwinkeliges  Dreieck  ge- 
zeichnet werden  aus: 

64)  c;  65)  A3;       66)  c  +  a;         67)  c  —  a;        68)  w; 

69)  a  +  A3;   70)  a  —  A3. 

Es  soll  ein  gleichseitiges  Dreieck  konstruiert  werden  aus: 
71)  a,         72)  w;         73)  A;         74)  a  +  A;         75)  a-h 

Es  soll  ein  Dreieck  konstruiert  werden  aus  folgenden  Bestiin- 
mungsstücken : 

76)  a,  6,  y;  77)  a,  a,  /5; 

78)  a,  6,  c;  79)  a,  6,  a; 

80)  a,  6,  ft  +  c;  81)  a,  a  +  6,  a  +  c; 

82)  a,  c,  6  —  c;  83)  a^  6,  6  —  c;  . 

84)  a,  6,  A3;  85)  a,  Ag,  a; 

86)  a,  A3,  63;  87)  a,  Ag,  y; 

88)  Ag,  a,  ^;  89)  A3,  Og,  63; 


*)  Die  im  Texte  vermittelßt  abkürzender  Zeichen  gegebenen  Aufgaben  «nd 
stets  in  Worte  zu  kleiden. 
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90)  A3,  «3,  «;  91)  A3,  c,  a; 

92)  A3,  c,  ft;  93)  a  +  6,  A3,  «; 

94)  a  — 6,  A3, /3;  9.5)  a,  6  +  r,  ^5 

96;  a,  6  —  c,  /3;  97)  a,  fc  +  c,  a; 

98)  a,  6  —  f:,  a;  99)  a,  &  +  A3,  a; 

100)  a,l)  —  A3,  a;  101)  6  —  Ag,  a,  /3; 

102)  a,  -  63,  a,  jS;  103)  a,  -  63,  a,  65 

104)  03  —  63,  a,  a;  105)  ag  —  63,  a,  A3; 

106)  «3  —  63,  a,  /J;  107)  aj  —  63,  c,  A; 

108)  a,  —  h,a  +  b^ß',  109)  a,  6,  «  +  ^; 

110)  a,a+ß,a  +  y.;  1)1)  a,  fc,  «  -  /J; 

112)  a,  «  -  /8,  «  +  y;  113)  a,  «  ~  ^,  y; 

114)  a,  «  +  /»,« -185  115)  w,  a,  jS; 
116)  w,  A3,  ^. 

117)  Auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels,  dessen  Scheitel  S 
sei,  ist  ein  Punkt  P  gegeben;  es  soll  auf  dem  andern  Schenkel  ein 
Punkt  X  so  konstruiert  werden,  dafs: 

a)  SX  =  PX;         b)  SX  +  PX  -=  *;         c)  SX  -  PX  —  i; 
d)  PX—SX  =  m 
wird,  wo  Ä;,  Z,  1»  gegebene  Strecken  sind. 

118)  Parallel  zur  Grundseite  AB  eines  Dreiecks  ABC  soll  (auf 
der  einen  oder  andern  Seite  von  AB)  eine  Gerade  so  gezogen  wer- 
den, dafs,  wenn  dieselbe  die  (nötigenfalls  verlängerten)  Schenkel  CA 
und  CB  bzw.  in  X  und   Y  schneidet,  dann: 

a)  Xr  =  ^X;        b)  XZ=^X+-BY;        c)  XY=AX—BY', 
d)  XY=CX  +  BY,        e)  Xr=C?X— PT; 

f)xr=^x  — er 

wird.  —  Determinationen. 

119)  Auf  den  Seiten  AB  und  AC  des  Dreiecks  ABC  sind  bzw. 
die  Punkte  X  und  Y  so  zu  bestimmen,  dafs: 

a)  ^X=  er  und  Xr||P(7; 

b)  AX=  CY  und  XY  eine  gegebene  Gröfse  l  hat; 

c)  ^x  =  xrund  px  =  ^r;      d)  ^x  =  xr=cr 

wird. 

120)  Um  einen  gegebenen  Mittelpunkt  soll  man  einen  Kreis  be- 
schreiben, welcher  noch  einer  der  folgenden  Bedingungen  genügt, 
nämlich: 

a)  durch  einen  Punkt  geht, 

b)  eine  Gerade  berührt. 
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c)  einen  Kreis  berQhrt, 

d)  aus  einer  Geraden  eine  Sehne  von  gegebener  Grofse^ 

e)  aus  einem  Kreise  eine  Sehne  von  gegebener  Gröfse  aus- 
schneidet 

121)  Man  soll  einen  Kreis  zeichnen  ^  dessen  Mittelpunkt  auf  einer 
Geraden  liegt  und  welcher  auTserdem 

a)  durch  zwei  Punkte  geht, 

b)  eine  Gerade  in  gegebenem  Punkte  berührt, 

c)  einen  Kreis  in  gegebenem  Punkte  berührt, 

d)  zwei  Gerade  berührt.  , 

122)  Um  jeden  von  zwei  gegebenen  Punkten  ist  ein  Kreis  zu  b^ 
schreiben,  so  dafs  diese  Kreise  einander  berühren  und  der  eine  der- 
selben aufserdem  noch 

a)  durch  einen  Punkt  geht, 

b)  eine  Gerade  berührt, 

c)  einen  Kreis  berührt. 

123)  Es  sei  ein  Geradenzug  ^£(7D-*  gegeben,  der  seine  hohlen 
Winkel  alle  nach  einer  Seite  (nach  innen)  kehrt  Man  beschreibe 
aus  B  mit  BÄ  als  Radius  einen  Kreisbogen  bis  zum  Schnittpunkte 
Bj^  mit  der  Verlängerung  von  CJB,  dann  aus  C  einen  Kreisbogen 
mit  CB^  als  Radius  bis  zum  Schnittpunkte  C^  mit  der  Verlängerung 
von  jD(7  u.  s.  w.  So  entsteht  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte 
Kurve  (die  durch  Abwickeln  eines  Fadens  von  AB  CD  •  •  entstehende 
Evolvente  J.J?iC|- ••  der  Evolute  ABC--),  Man  beweise,  dafs  an 
dem  Grenzpunkte  zweier  Kreisbögen  die  Tangente  beiden  gemeinsam 
ist  und  dafs  der  letzte  Radius  gleich  der  Summe  der  Strecken  des 
Geradenzuges  ist  (ausschliefslich  der  letzten  Strecke). 

124)  Ein  sog.  Oval  entsteht  auf  folgende  Weise.  Die  Seiten 
eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  werden  über  die  Basis  verlängert 
und  von  der  Spitze  desselben  wird  ein  Kreisbogen  zwischen  die  Schenkel 
beschrieben,  dessen  Radius  gröfser  als  ein  Schenkel  ist  Von  den 
Grenzpunkten  der  Basis  wird  dann  mit  dem  Überschufs  zwischen 
Radius  und  Schenkel  als  Radius  je  ein  weiterer  Kreisbogen  im  An- 
schlufs  an  den  ersten  bis  zur  Verlängerung  der  Basis  gezogen.  Zu 
der  so  erhaltenen  Figur  wird  noch  die  in  Bezug  auf  die  Basis  als 
Axe  symmetrische  Figur  gezeichnet  Der  innerhalb  der  Kurve  lie- 
gende Teil  der  Axeheifst  grofse  Axe,  der  entsprechende  Teil  ihrer 
Mittelnormalen  die  kleine  Axe. 

Es  soll  nachgewiesen  werden,  dafs  an  den  Grenzpunkten  der 
Bögen  die  Tangenten  für  beide  gemeinschaftlich  sind  und  dafs  die 
Figur  centrisch  ist 

125)  Es  sei  die  grofse  und  kleine  Axe  AA^  und  BB^  eines 
Ovals,  sowie  der  Radius  des  gröfseren  oder  des  kleineren  Segens 
gegeben.     Das  Oval  ist  gemäfs  124  zu  konstruieren. 
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126)  Als  weitere  Konstruktionen  von  Ovalen  mit  gegebenen 
Axen  ÄÄ^  und  BB^  seien  folgende  auszuführen: 

a)  Man  ziehe  AB  und  halbiere  die  Winkel ^  welche  AB  mit 
den  in  A  und  B  errichteten  Normalen  zu  den  Axen  bildet;  vom 
Schnittpunkte  C  dieser  Winkelhalbierenden  fälle  man  die  Normale  auf 
AB  und  benätze  deren  Schnittpunkte  mit  den  Axen  als  Mittel- 
punkte der  Kreisbogen. 

b)  Man  zeichne  über  der  halben  grofsen  Axe  AM  ein  gleich- 
seitiges ^Dreieck  AMC,  trage  MB  von  M  aus  auf  MC  nach  MD] 
BD  treffe  AC  in  E]  die  Parallele  durch  E  zu  MG  bestimmt  die 
Mittelpunkte  der  Kreisbögen. 

Zusatz.  Wird  einerseits  der  kleinen  Axe  die  Figur  ersetzt  durch 
einen  Halbkreis  über  dieser  Axe ^  so  entsteht  eine  eiförmige  Linie. 
Eine  solche  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  in  der  obigen  Angabe  (124) 
für  die  Konstruktion  eines  Ovales  statt  eines  gleichschenkeligen 
Dreiecks  ein  ungleichseitiges  Dreieck  nimmt. 

127)  Man  soll  drei  einander  berührende  Kreise  mit  den  Radien 
Tj,  rg,  rj  konstruieren,   wenn   a)  ^i  =  ^j  =  ^s,     b)  r^  ^^  r^,  r^>  r^, 

c)  n  >  ^1  >  \ 

128)  In  einen  Centriwinkel  (insbesondere  einen  Quadranten)  ist 
ein  Kreis  zu  zeichnen,  der  die  Radien  und  den  Bogen  berührt.  — 
Andeutung:  Der  Beriihrungspunkt  auf  letzterem  ist  zunächst  zu 
bestimmen. 

1 29)  Es  ist  mit  gegebenem  Radius  ein  Kreis  zu  konstruieren,  welcher: 

a)  eine  Gerade  berührt  und  aus  einer  anderen  eine  gegebene  Strecke 
ausschneidet-, 

b)  aus  zwei  Geraden  gegebene  Strecken  ausschneidet; 

c)  eine  Gerade  berührt  und  mit  einem  Kreis  eine  gemeinsame 
Sehne  von  gegebener  Länge  (speciell  gleich  dem  Durchmesser)  hat; 

d)  mit  zwei  Kreisen  gemeinsame  Sehnen  von  gegebenen  Längen  hat. 

130)  Man  soll  einen  Kreis  zeichnen,  welcher: 

a)  zwei  koncentrische  Kreise  berührt  und  zugleich  durch  einen 
Punkt  geht,  der  1)  auf  einem  der  Kreise,  oder  2)  zwischen  den  Krei- 
sen liegt; 

b)  zwei  parallele  Gerade  berührt  und  zugleich  durch  einen  zwi- 
schen ihnen  gegebenen  Punkt  geht. 

131)  Die  Schenkel  eines  Winkels  werden  von  einem  gegebenen 
Kreise  berührt.  Man  soll  Kreise  zeichnen,  welche  den  Kreis  und 
beide  Geraden  berühren. 

132)  Eine  Figur,  welche  von  zwei  mit  gleichen  Radien  beschriebenen 
Kreisbögen  und  deren  Centrale  begrenzt  ist,  heifst  Spitzbogen. 
In  einen  solchen  soll  ein  Kreis  gezeichnet  werden,  welcher  die 
drei  Grenzlinien  berührt.  —  Andeutung:  Da  der  Berührungs- 
punkt auf  der  Centrale  sich   sofort  ergiebt,   so  kommt  die  Lösung 
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auf  §.29,  5a  y  zurück. —  Die  Taugente  in  dem  Berührungspcakte  des 
gesuchten  und  eines  gegebenen  Kreises  schiieidet  hierbei  die  Ver- 
längerung der  gemeinsamen  Sehne  der  beiden  gegebenen  Kreise  in 
einem  Punkte,  der  um  den  Radius  der  letzteren  von  ihrer  Centralen 
entfernt  ist.  Dies  ist  zu  beweisen  und  darauf  eine  zweite  einfache 
Konstruktion  des  fraglichen  Kreises  zu  gründen. 

133)  Um  die  Grundseite  (den  Abschnitt  der  Centralen)  eines 
Spitzbogens  ist  ein  Halbkreis  beschrieben.  Der  Baum  zwischen  die- 
sem und  dem  Spitzbogen  selbst  soll  durch  einen  berührenden  Kreis 
ausgefüllt  werden. 

134)  Zwei  Kreise  mit  gleichen  Radien,  die  einen  dritten  gleich- 
artig berühren,  sind  gegeben.  Es  sind  Kreise  zu  konstruieren,  welche 
diese  drei  Kreise  berühren. 


Aufgaben  sum  neunten  EapiteL 

§.  12. 

1)  In  jedem  Viereck  mit  nur  hohlen  Winkeln  ist  die  Summe 
der  beiden  Diagonalen 

a)  gröfser  als  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Seiten- 
strecken, 

b)  gröfser  als  der  halbe  und  kleiner  als  der  ganze  Umfang  des 
Vierecks.     Beweis? 

2)  Werden  auf  drei  unter  gleichen  Winkeln  (— j  von  demselben 

Punkte  M  ausgehenden  Halbstrahlen  beliebige  Punkte  J.,  JB,  G  an- 
genommen, so  ist  M  unter  allen  Punkten  der  Ebene  derjenige, 
für  welchen  die  Summe  der  Entfernungen  von  J.,  5,  C  ein  Mini- 
mum ist.  Beweis?  —  Andeutung:  Die  in  A,  J?,  G  normal  zu  den 
Strahlen  gezogenen  Geraden  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Auf 
irgend   einen  Punkt  M^  wende  man  Aufgabe  §.  9,  9  an. 

3)  Wird  ein  im  Innern  eines  Dreiecks  liegender  Punkt  mit  den 
Ecken  verbunden,  so  ist  die  Summe  der  Verbind ungsstreckea  gröfser 
als  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks. 


Aufgaben  zum  zelmten  Kapitel. 

§.13.  Lehrsätze. 

1)  Werden  beide  Schenkel  eines  Winkels  von  einem  Kreise  durch- 
schnitten, so  ist  der  Winkel  gleich  der  halben  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  auf  den  abgeschnittenen  Bögen  stehenden  Centriwinkel,  je 
nachdem  der  Scheitel  des  Winkels  innerhalb  oder  aufserhalb  des 
Kreises  fällt. 
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2)  Gehen  von  der  Mitte  C  eines  Bogens  AB  zwei  Sehnen  CX 
und  CY  aus,  welche  die  Sehne  AB  bzw.  in  Xj  und  Fj  schneiden 
{AX^  >  AYi)f  so  ist,  wenn  noch  XY  gezogen  wird, 

^AY^Y=X  und  ^XX,B=  Y 

3)  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Mitte  jeder  Sehne  eines 
Kreises,  welche  von  demselben  Punkte  des  Kreises  ausgeht?  — 
Andeutung:  Fälle  auf  alle  Sehnen  die  Normalen  von  M  aus. 

4)  Zwei  durch  einen  Punkt  der  Kreisfläche  gezogene  und  zu  ein- 
ander normale  Sehnen  teilen  den  Kreis  in  vier  Bögen,  von  welchen 
je  die  Summe  zweier  nicht  an  einander  liegenden  gleiche  Gröfse  hat. 

5)  Wie  lautet  die  Umkehrung  des  Satzes  in  §.  34,  6a?  Beweis? 

6)  Der  Satz  in  §.  24,  3  a  ist  durch  vorstehende  5  zu  bewei- 
sen. —  Andeutung:   Ziehe  in  Fig.  80  AB^. 

7)  Werden  in  einem  Kreise  zwei  parallele  Sehnen  AB  und  A^B^ 
und  je  vom  einen  Grenzpunkte  derselben  aus  wieder  zwei  parallele 
Sehnen  BC  und  B^C^  gezogen,  so  sind  auch  die  Verbindungsgeraden 
CA^  und  C^A  einander  parallel. 

8)  Wie  grofs  ist  ein  Tangenten winkel,  wenn  dessen  Scheitel  um 
den  Durchmesser  von  der  Kreismitte  absteht? 

9)  Durchschneidet  man  zwei  Tangenten  eines  Kreises  durch  eine 
dritte,  so  bilden  die  Centralen  der  Schnittpunkte  einen  Winkel,  wel- 
cher halb  so  grofs  ist  als  der  Winkel  der  Berührungsradien  der  bei- 
den ersten  Tangenten. 

10)  Werden  durch  den  Berührungspunkt  zweier  Kreise  zwei  Se- 
kanten gelegt  und  verbindet  man  die  je  in  demselben  Kreise  ent- 
stehenden Schnittpunkte,  so  sind  die  Verbindungsgeraden  parallel. 

11)  Wenn  bei  einem  Kreise  der  eine  Grenzpunkt  eines  Durch- 
messers zugleich  Mittelpunkt  eines  zweiten  Kreises  ist,  so  werden  die 
Sehnen  des  letzteren  Kjreises,  welche  nach  dem  zweiten  Grenzpunkte 
jenes  Durchmessers  gerichtet  sind,  von  ersterem  Kreise  halbiert. 

12)  Ein  Schnittpunkt  zweier  Kreise  liegt  auf  derselben  Geraden  mit 
den  Grenzpunkten  der  zwei  Durchmesser,  die  durch  den  andern 
Schnittpunkt  der  Kreise  gezogen  werden. 

13)  Berührt  ein  Kreis  einen  zweiten  und  geht  er  zugleich  durch 
den  Mittelpunkt  des  letzteren,  so  wird  jede  durch  den  Berührungspunkt 
gehende  Sehne  des  zweiten  durch  den  ersten  halbiert. 

14)  Jede  durch  den  Berührungspunkt  zweier  Kreise  gehende 
Gerade  schneidet  in  den  Kreisen  Bogen  ab,  deren  Centriwinkel  gleiche 
Gröfse  haben. 

15)  Schneiden  zwei  Kreise  einander,  von  welchen  der  eine 
durch  den  Mittelpunkt  des  andern  geht,  so  schneidet  jede  durch  den 
einen  Schnittpunkt  der  Kreise  gehende  Gerade  die  Kreise  in  zwei 
weiteren  Punkten ,  welche  mit  dem  zweiten  Schnittpunkte  beider  Kreise 
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ein  gleichschenkeliges  Dreieck  bilden.  —  Andeutung:  Man  beweise, 
dafs  alle  solche  Dreiecke  in  ihren  Winkeln  übereinstimmen  mit  dem 
durch  den  genannten  Mittelpunkt  bestimmten  Dreieck,  das  gleich- 
schenkelig  ist 

16)  Die  durch  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreise  gezogenen  nnd 
durch'  letztere  begrenzten  Strecken  erscheinen  vom  zweiten  Schnitt- 
punkte aus  alle  unter  demselben  Winkel.  —  Andeutung:  Man  ver- 
gleiche den  Winkel  zweier  solchen  Strecken,  dessen  Scheitel  bei  dem 
ersten  Schnittpunkte  liegt,  mit  dem  Winkel,  unter  welchem  vom 
zweiten  Schnittpunkte  aus  in  jedem  Kreise  die  Verbindungsstrecke 
der  auf  ihm  liegenden  Grenzpunkte  jener  fraglichen  beiden  Strecken 
erscheint. 

17)  Dreht  man  zwei  Gerade  so  um  zwei  Punkte  A  und  B  eines 
Kreises,  dafs  ihr  Schnittpunkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises  hin- 
gleitet, und  dreht  man  zugleich  eine  dritte  Gerade  um  einen  Punkt 
G  der  Tangente  in  A  so,  dafs  sie  stets  mit  der  um  A  sich  drehenden 
Geraden  parallel  bleibt,  so  gleitet  der  Schnittpunkt  X  dieser  Parallelen 
und  der  Geraden  durch  B  auf  einem  Kreise  hin,  welcher  durch  die 
drei  Punkte  A,B,C  geht.  —  Andeutung:  Führe  auf  §.  34,  7  ziu^ck 
durch  den  Nachweis,  dafs  ^CXB^CAB  oder  =2R  —  CAB  ist 

§.  14.  Konstraktionen  nnd  Berechnungen. 

1)  Welche  Gröfse  haben  die  über  dem  3.,  4.,  5., . . .  Teile  eines 
Kreisumfanges  stehenden  Peripheriewinkel? 

2)  Wenn  auf  einer  Kreislinie  sechs  Punkte  gegeben  sind,  so 
dafs  je  zwei  auf  einander  folgende  bezüglich  ^,  ^,  ^,  },  i,  i^  des 
Umfanges  begrenzen,  welche  Winkel  bilden  dann  irgend  welche  Ver- 
bindungsgeraden der  Punkte? 

3)  In  einem  gegebenen  Punkte  einer  Kreislinie  (oder  eines  Kreis- 
bogens) ist  die  Tangente  zu  konstruieren,  ohne  die  Kreismitte  zu 
benützen. 

4)  In  einen  gegebenen  Kreis  ist  eine  Sehne  zu  zeichnen,  so 
dafs  der  über  ihr  stehende  Peripheriewinkel  eine  gegebene  Gröfse 
hat  —  Andeutung:  Ziehe  eine  Tangente  in  beliebigem  Punkte  und 
trage  in  diesem  an  die  Tangente  einwärts  den  gegebenen  Winkel  an. 

5)  Es  ist  die  Gesamtheit  der  Punkte  zu  konstruieren ,  von  welchen  aus 
eine  gegebene  Strecke  a  unter  einem  gegebenen  Winkel  a  erscheint 
(Anwendung  auf  das  Theater).  —  Andeutung:  Trage  an  aden  *):« 
an,  ziehe  die  Mittelnormale  zu  a  und  schneide  sie  durch  die  im  Schei- 
tel von  a  zum  zweiten  Schenkel  errichtete  Normale:  der  Schnittpunkt 
ist  Mittelpunkt. 

6)  Die  Aufgaben  §.  11,  is,  19,  26,  28  sollen  gelöst  werden  für 
den  Fall,  dafs  die  Hypotenuse  der  zu  konstruierenden  Dreiecke  schon 
ihrer  Lage  nach  gegeben  ist 
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7)  Es  ist  ein  Punkt  X  zu  suchen^  so  dafs  von  ihm  aus  zwei  an 
einander  stofsende  Strecken  a  und  b  bezw.  unter  gegebenen  Winkeln 
a  und  ß  erseheinen.  (Sog.  Pothenotsche  Aufgabe.)  —  Andeutung: 
Zweimalige  Anwendung  von  5. 

Was  ergiebt  sich^  wenn  a  -}-  ß  den  Winkel  zwischen  a  und  b 
zu  2R  ei^änzt? 

8)  Es  ist  ein  Dreistrahl  abc  gegeben  und  eine  Strecke  2^;  letz- 
tere soll  zwischen  zwei  aufsere  Strahlen  so  eingetragen  werden,  dafs 
sie  durch  den  mittleren  Strahl  halbiert  wird.  —  Andeutung:  Kon- 
struiere nach  6  über  s  den  <^  ab  und  ober  s  den  <^  6c;  oder  ver- 
fahre gemäfs  den  Aufgaben  §.  6,  8  und  lo. 

9)  Es  ist  ein  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  eine  gegebene  Gerade 
in  zwei  bestimmten  Punkten  unter  gegebenem  Winkel*)  schneidet. 

10)  Es  ist  ein  Kreis  zu  zeichnen  mit  gegebenem  Radius,  wel- 
cher einen  andern  Kreis  in  gegebenem  Punkte  rechtwinkelig  schneidet. 

11)  Es  ist  durch  zwei  Punkte  eines  Kreises  ein  zweiter  Kreis 
zu  legen,  welcher  einen  andern  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig, 
schneidet. 

Aufgaben  anm  elften  Kapitel. 
§.15.  Lehrsätze. 

1)  Welche  verschiedenen  Arten  der  Lage  können  drei  Gerade 
der  Ebene  haben,  wenn  man 

a)  nach  der  Parallelität, 

b)  nach  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  ordnet? 

2)  Es  sind  die  wichtigsten  Eigenschaften  des  Dreiecks  anzuge- 
ben und  darnach  zu  ordnen,  ob  sie 

a)  von  den  Winkeln, 

b)  von  der  Beziehung  zwischen  Winkeln  und  gegenüberliegen- 
den Seiten, 

c)  von  den  Seiten  allein  handeln.  r 

3)  Die  Sätze  in  §.  35,  2  und  3  sind  zu  beweisen  durch  Über- 
tragen der  kleineren  Strecke  auf  die  gröfsere,  bzw.  des  kleineren 
Winkels  auf  den  grofseren.  —  Andeutung:  Ist  im  AABC  etwa 
AB  >  AC,  so  trage  AC  auf  AB  ab  =  ^X  und  ziehe  Xü 
u.  8.  w.;  ist  aber  ^  C>  if,  so  mache  ^  BCX  =  XBC  und  wende 
§.  35, 1  an. 

4)  Jede  Seite  eines  Dreiecks  ist  kleiner  als  die  halbe  Summe 
der  drei  Seiten. 

5)  Der  Umfang  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  auf  den  Seiten 
eines  andern  Dreiecks  liegen,  ist  kleiner  als  der  Umfang  des  letzteren. 


*)  Unter  dem  Scbnittwinkel  zweier  Linien  (Kurven)  versteht  man  den 
Winkel  y  welchen  die  Tangenten  dem  Schnittpunktes  mit  einander  bilden. 
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6)  Teilt  man  in  einem  gleichsch enkeligen  Dreieck  ABS  ii^ 
Grundseite  AB  in  drei  gleiche  Teile  und  verbindet  die  Teilpunkte 
mit  der  Spitze ,  so  sind  die  beiden  äufseren  Winkel,  welche  bei  S 
entstehen,  gleich  grofs,  aber  kleiner  als  der  mittlere.  —  Andeu- 
tung: Es  sei  AFGB  die  Reihenfolge  der  Teilpunkte;  mache  in  Bezog 
auf  F  als  Centrum  /Si  H  S  und  vergleiche  in  der  centrischen  Figor 
ASGS^  die  Strecken  und  Winkel  mit  Benützung  von  §.  30,  3a  und 
§.  35,  2. 

7)  Eine  Hohe  eines  Dreiecks  ist  kleiner  als  die  halbe  Somme 
der  anliegenden  Seiten.  —  Was  läfst  sich  also  über  die  Summe  der 
drei  Höhen  aussagen? 

8)  Die  Halbierende  eines  Dreieckwinkels  teilt  die  Gegenseite  so, 
dafs  jeder  Abschnitt  kleiner  ist  als  die  anliegende  Dreieckseite.  - 
Andeutung:  §.  17,  2  Zusatz  und  §.  35,  3. 

9)  Wird  ein  Punkt  im  Innern  eines  Dreiecks  mit  den  Ecken 
verbunden,  so  ist  die  Summe  dieser  Verbindungsstrecken  kleiner  als 
der  Umfang  des  Dreiecks.     (Vgl.  auch  Aufgabe  §.  12,  3.) 

10)  Der  um  eine  Dreieckseite  als  Durchmesser  beschriebene 
Ereis  geht  durch  die  Fufspunkte  der  zu  den  beiden  anderen  Seiten 
gehörigen  Höhen.  —  Vgl.  §.  33,  7b. 

11)  Der  um  einen  oberen  Höhenabschnitt  eines  Dreiecks  als 
Durchmesser  gezogene  Kreis  geht  durch  die  Fufspunkte  der  beiden 
anderen  Höhen.     (Vgl.  §.  36,  2  a.) 

12)  Der  Satz  in  §.  36,  3  (Existenz  des  Höhenpunktes)  ist  mit 
Benützung  von  Peripheriewinkeln  zu  beweisen.  —  Andeutung: 
Ziehe  im  AABC  die  Höhen  AA^  und  BB^  und  verbinde  ihren 
Schnittpunkt  H  mit  C]  ziehe  die  Kreise  über  AB  und  CH  bzw.  als 
Durchmesser,  so  ist: 

^  BAA^  =  BB^A^  =  HCA^. 

13)  Von  einem  Dreiecke,  dessen  drei  Winkel  a,  ß,  y  sind  und  worin 
deren  JErgänzungen  zu  einem  JR  mit  a^,  /S^,  y^  bezeichnet  werden 
mögen,  sollen  die  folgenden  Winkel  bestimmt  (und  die  bezüglichen 
Ergebnisse  in  Form  von  Lehrsätzen  ausgesprochen)  werden: 

a)  zwischen  einer  Höhe  und  einer  benachbarten  Seite; 

b)  zwischen  der  Verbindungsgeraden  zweier  Höhenfufspunkte  und 
einer  benachbarten  Seite;  / 

c)  zwischen  der  Verbindungsgeraden  zweier  Höhenfufspunkte  und 
einer  der  zugehörigen  Höhen; 

d)  zwischen  zwei  Verbindungsgeraden  von  Höhenfufspxmkten  (vgl 
auch  14); 

e)  zwischen  der  Verbindungsgeraden  einer  Seitenmitte  mit  einem 
Höhenfufspunkte  und  der  Seite  durch  letzteren; 

f)  zwischen  derselben  Verbindungsgeraden  und  der  ersteren  Seite; 
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g)  zwischen  den  Geraden  von  einer  Seitenmitte  nach  den  Höhen- 
fufspunkten  der  anderen  Seiten; 

h)  zwischen  den  Geraden  von  einem  Höhenfufspankte  nach  zwei 
Seitenmitten; 

i)  zwischen  den  Geraden  von  einem  Höhenfufspunkte  nach  einer 
Seitenmitte  und  nach  dem  Höhenfufspunkte  auf  letzterer  Seite; 

k)  zwischen  den  Geraden  von  der  Mitte  eines  oberen  Höhenab- 
schnittes nach  den  Fufspunkten  der  beiden  anderen  Höhen; 

1)  zwischen  den  Geraden  von  demselben  Punkte  nach  einem  auf 
einer  zweiten  Höhe  ebenso  gelegenen  Punkte  und  nach  der  Mitte  der 
Grundseite  zu  letzterer  Höhe; 

m)  zwischen  den  nach  den  Ecken  gehenden  Radien  des  umge- 
schriebenen Kreises; 

n)  zwischen  einem  solchen  Radius  und  einer  benachbarten  Seite; 

o)  zwischen  einem  solchen  Radius  und  einer  benachbarten  Höhe; 

p)  zwischen  zwei  Winkelhalbierenden; 

q)  zwischen  einer  Winkelhalbierenden  und  einer  benachbar- 
ten Hohe; 

r)  zwischen  einer  Winkelhabierenden  und  •  dem  zu  dem  Berüh- 
rungspunkt eines  Schenkels  dieses  Winkels  gezogenen  Radius  des 
eingeschriebenen  Kreises.  [—  Man  vergleiche  mit  p)  und  konstruiere 
hiemach  um  einen  gegebenen  Kreis  ein  Tangentendreiseit,  dessen 
Ecken  auf  drei  gegebenen  vom  Centrum  ausgehenden  Halbstrahlen 
liegen.] 

s)  zwischen  den  Halbierenden  zweier  Aufsenwinkel  u.  s.  w. 

14)  Die  Höhen  eines  Dreiecks  halbieren  die  Winkel  des  von 
ihren  Fufspunkten  gebildeten  Dreiecks.  —  Andeutung:  Benütze 
10  und  §.  34,  6. 

15)  Die  Schwerlinie  zu  einer  Seite  und  die  Verbindungsgeraden 
der  Mitten  der  beiden  anderen  Seiten  halbieren  einander. 

16)  Centrum  der  Ecken  und  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  sind 
fiir  das  aus  dessen  Seitenmitten  gebildete  Dreieck  bzw.  Höhenpunkt 
und  Schwerpunkt.  —  Andeutung:  Vgl.  Beweis  zu  §.  36,  3. 

17)  Höhenpunkt,  Schwerpunkt  und  Centrum  der  Ecken  eines 
Dreiecks  liegen  in  einer  Geraden,  und  zwar  so,  dafs  die  Entfernung 
der  beiden  ersten  das  Doppelte  der  Entfernung  der  beiden  letzten 
ist  (Satz  von  Euler,  1765).  —  Andeutung:  Im  l\  ABC 
(Fig.  188)  seien  -ff,  S,  M  die  drei  Punkte  und  By  die  Mitte  von 
AQ.  Verlängere  HS  um  die  Hälfte  =»  SM^,  so  ist  zu  zeigen,  dafs 
My  mit  M  identisch  ist:  drehe  A  SM^B^  um  S  im  Betrag  von  2JB, 
80  wird  M^By  \  HB^  also  ±.AC\    ebenso  zeige,  dafs 

MyC,±AB, 

18)  Jeder  obere  Höhenabschnitt  eines  Dreiecks  ist  doppelt  so 
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grofs  als  die  vom  Centrum  der  Ecken  zur  entsprechenden  Seite 
gezogene  Normale.  —  Andeutung:  Beweis  entweder  mit  17 
oder  in  folgender  Weise:  Ziehe  den  Durchmesser  ÄMD,  so  ist 
DC II  BH,  DB  I  CH,    woraus  folgt  CD  #  BH,  während 

CD  =  2  MB,, 


Fig.  188. 

19)  In  jedem  Dreieck  ist  die  Verhindungsstrecke  der  Mitte  eines 
oberen  Höhenabschnittes  mit  der  Mitte  der  zugehörigen  Seite  gleich 
dem  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises.  —  Andeutung:  Nach 
18  sind  JBgjB  und  J5,Jlf  gleiche  Parallelstrecken. 

20)  In  einem  Dreieck  bestimmen  zwei  Seitenmitten  und  die 
Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  zugehörigen  Höhen  ein  Rechteck. 
Die  Diagonalen  der  drei  so  erhaltenen  Rechtecke  schneiden  einan- 
der in  einem  Punkte. 

21)  Die  drei  Seitenmitten,  die  drei  Fufspunkte  der  Hohen  und 
die  drei  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte  liegen  auf  einem  Kreise 
(Feuerbachscher  Kreis),  dessen  Mittelpunkt  im  Schnittpunkte  der 

•Verbindungsgeraden  je   einer  Seitenmitte  mit   der  Mitte   des  oberen 
Abschnitts  der  zugehörigen  Höhe  liegt.     (Siehe  vorherg.  Aufgabe.) 

22)  Der  Radius  des  Feuerbachschen  Kreises  ist  halb  so  grofs 
als  der  des  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises.    (Vgl.  19.) 

23)  Der  Mittelpunkt  des  Feuerbachschen  Kreises  liegt  in  der 
Mitte  der  Verbindungsstrecke  von  Höhenpunkt  und  Mittelpunkt  des 
umgeschriebenen  Kreises.  —  Andeutung:  M,  S,  F  sind  für  A  ili^iC 
das,  was  H,S,M  für  A  ABC  sind. 

24)  Werden  bei  einem  in  einen  Kreis  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreieck  die  Mitten  zweier  Bögen  verbunden,  so  wird  die 
entstehende  Sehne  durch  die  zwei  Dreiecksseiten  in  drei  gleiche  Teile 
geteilt. 
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25)  Wird  ein  beliebiger  Punkt  X  auf  dem  einem  gleichseitigen 
Dreieck  ABC  umgeschriebenen  Kreise  mit  den  Ecken  verbunden,  so 
ist  die  innere  Verbindungsgerade  (etwa  XA)  gleich  der  Summe  der 
beiden  äufseren.  —  Andeutung:  »A  CBX  kommt  durch  eine  Dre- 
hung um  C  im  Betrag  von  |ü  nach  CA  Y,  wobei  A  Y  auf  -4X  fiLllt, 
dafs  noch  nachzuweisen,  dafs  YX=  CX  ist. 

Znsatz.  Läfst  sich  Ähnliches  von  dem  aus  der  Kreismitte  auf 
die  drei  Verbindungsstrecken  gefällten  Normalen  sagen?  (Vgl.  Auf- 
gabe §.  9,  9.) 

26)  L^  man  durch  je  zwei  Ecken  eines  Dreiecks  und  den 
Hohenpnnkt  einen  Kreis,  so  sind 

a)  die  Kreise  dem  um  das  Dreieck  beschriebenen  gleich; 

b)  ihre  Mittelpunkte  liegen  in  Bezug  auf  die  Seiten  als  Axen 
symmetrisch  zum  Mittelpunkte  des  umgeschriebenen  Kreises  und  bil- 
den ein  dem  ursprünglichen  kongruentes  Dreieck,  dessen  Höhenpunkt 
mit  dem  Centrum  der  Ecken  des  ursprünglichen  Dreiecks  zusammenfallt. 

27)  Zu  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  mit  den  Katheten  a,  b 
und  der  Hypotenuse  c  (speci^ll  3,  4,  5)  sollen  die  Radien  des  ein- 
geschriebenen Kreises  (fi)  und  der  angeschriebenen  Kreise  (q^,  q^,  q^) 
berechnet  werden.  —  Andeutung:  Vgl.  §.  37,  3  und  beachte  die 
Dreiecke  mit  dem  Winkel  i  R. 

Zusatz.    1)  Wie  viel  ist  p  +  Pi  +  p«? 

2)  Wie  viel. ist  p  +  pi  +  P2  +  Ps? 

§.  16.  Konstruktionen. 

1)  Ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  b  ist  zu  konstruieren,  so 
dafs  a  =  26  und  ^  y  =  30^  (oder  40%  60^,  90*)  ist;  ist  dann 
^a  =  2«/S?  (Mit  dem  Wm.  zu  messen,)  —  Ist  für  a=^2ß  auch 
fl«26? 

2)  Ein  Dreieck  zu  konstruieren,  von  welchem  gegeben. sind: 

a)  die  Fufspunkte  der  drei  Höhen; 

b)  der  Fufspunkt  einer  Hohe  und  die  Mitten  der  beiden  nicht 
zugehörigen  Seiten; 

c)  die  drei  äufseren  Centren  der  Seiten; 

d)  zwei  äufsere  Oentren  und  das  innere  Centrum  der  Seiten. 

3)  Wenn  \h^h^  die  Höhen,  m^m^m^  die  Winkelhalbierenden 
und  ^1^2^  die  Seitenhalbierenden  Ecktransversalen  (Öchwerlinien)  eines 
Dreiecks  sind,  so  ist  dasselbe  zu  zeichnen  aus: 

a)  a,  «,  Äj;     b)  a,  «,  t^^     c)  t^,  t^,  c;     d)  ^j,  t^,  a. 

4)  Das  einem  gegebenen  Kreise,  dessen  Radius  "=  r  ist,  einge- 
schriebene Dreieck  zu  zeichnen,  von  dem  noch  bekannt  sind: 

a)  a,  6;     b)  a,  /S;     c)  a,  Ä^;     d)  a,  Ä/,     e)  «,  A,;     f)  «,  /S;      . 
g)  a,\]     h)  a,.m^. 
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5)  In  einen  gegebenen  Kreis  soll  man  ein  Dreieck  einschrei- 
ben dessen: 

a)  Winkel  denen  eines  gegebenen  Dreiecks  gleich  sind; 

b)  Seiten  drei  gegebenen  Gftraden  parallel  sind; 

c)  zwei  Seiten  zwei  gegebenen  Geraden  parallel  sind  und  dessei 
dritte  Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  —  Andeutung: 
Trage  den  Winkel  beider  Geraden  als  Peripheriewinkel  ein  und 
zeichne  den  koncentrischen  Ereis^  der  die  Sehne  dieses  Winkels  berührt 

6)  Zu  einem  Strahlenbüschel  ist  ein  gleichwendig  kongruenter 
Büschel  zu  zeichnen,  von  welchem  der  Scheitel  und  ein  Strahl  ge- 
geben ist;  der  einem  bestimmten  Strahl  des  ersteren  entspricht  (mit 
Benutzung  eines  Kreises  und  von  §.  34,  s). 

7)  Ein  Dreieck  ist  zu  konstruieren  aus  dem  Radius  q  des  eiuge- 
^schriebenen  Kreises  und  aus: 

a)  a, /J;     b)  a,  ß]     c)  a,  Äg,     d)  a,  Ä^;     e)  a,  a. 

8)  Es  ist  ein  Winkel  und  ein  Punkt  P  gegeben;  man  soll  durch 
F  eine  Gerade  ziehen,  so  dafs  sie  mit  den  Schenkeln  des  Winkels 
ein  Dreieck  von  gegebenem  umfang  bildet  —  Andeutung:  §.  37, 
Zusatz  1. 

9)  In  einem  Dreieck  ist  ein  Punkt  zu  finden,  so  dafs  die  von  ihm 
ausgehenden  drei  Ecktransversalen  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden. 

10)  Aus  den  Ecken  eines  Dreiecks  als  Mittelpunkten  sind  Kreise  zn 
beschreiben,  welche  paarweise  einander  berühren.  —  Andeutung: 
Ihre  Berührungspunkte  sind  die  Berührungspunlcte  des  eingeschrie- 
benen Kreises  bzw.  der  angeschriebenen  Kreise. 


Aufgaben  zum  zwölften  Kapitel. 
§.17.  Lehrsätze. 

1)  "Welche  verschiedenen  Arten  der  Lage  können  vier  Gerade 
der  Ebene  haben,  geordnet  nach  ihrer  Parallelität?  In  wie  viele  Fel- 
der wird  in  jedem  Falle  die  Ebene  zerlegt?  In  welchen  FäUen  ent- 
stehen ringsum  begrenzte  Felder?  Wie  viele  Schnittpunkte? 

2)  Halbiert  man  die  Innenwinkel  eines  Trapezes  und  verlängert 
die  Halbierenden  bis  zum  Durchschnitt,  so  gilt: 

^  a)  die  zwei  von  den  Grenzpunkten  einer  Parallelseite  auslaufen- 
den Halbierenden  schneiden  einander  unter  einem  Winkel,  der  gleich 
der  halben  Summe  der  an  der  andern  parallelen  Seite  liegenden 
Winkel  ist  (wo  liegt  der  Schnittpunkt?); 

b)  die  von  den  Grenzpunkten  einer  der  nicht  parallelen  Seiten 
auslaufenden  Halbierenden  schneiden  einander  normal  auf  der  Mittel- 
parallelen; 

c)  ein  Winkel,   welchen  zwei  von  Gegenecken  ausgehende  Hai- 
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bierende  mit  einander  bilden,  ist  gleich  der  halben  Differenz  der  hal- 
bierten Winkel; 

d)  in  dem  durch  die  vier  Halbierenden  gebildeten  Viereck  ist 
die  zu  den  Seiten  pfurallele  Diagonale  gleich  der  halben  Differenz 
zwischen  der  Summe  der  nicht  parallelen  Seiten. 

Zusatz.  Analoge  Beziehungen  gelten  für  die  Halbierenden  der 
Aufsenwinkel. 

3)  Welche  Änderungen  ergeben  sich  für  obige  Sätze  in  2  für  den 
Fall,  dafs  das  Trapez  ein  Antiparallelogramm  ist? 

4)  Sind  drei  Seiten  eines  Antiparallelogramms  gleich  grofs^  so 
halbieren  die  Diagonalen  die  Winkel  an  der  vierten  Seite. 

5)  Ein  Parallelogramm  ist  durch  zwei  anstofsende  Seiten  und 
den  eingeschlossenen  Winkel  bestimmt.  Warum?  Welche  Arten 
von  Parallelogrammen  entstehen  nun^  je  nachdem  die  anstofsenden 
Seiten 

a)  gleich  oder 

b)  ungleich  sind 

und  der  eingeschlossene  Winkel  ein 

a)  rechter  oder 
ß)  schiefer  ist? 

6)  Ist  ein  Viereck  ein  Parallelogramnl,  wenn  in  demselben  zwei 
Gegenseiten  gleich  und  nur  eine  Diagonale  von  der  andern  hal- 
biert wird? 

7)  Verbindet  man  die  Mitten  zweier  Gegenseiten  eines  Parallelo- 
gramms mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  ^  so  entsteht  ein  zweites 
Parallelogramm  und  die  Diagonale  des  ersten  wird  in  drei  gleiche 
Teile  geteilt. 

8)  In  einem  beliebigen  Viereck  bestimmen  die  Mitten  der  Sei- 
ten ein  Parallelogramm,  ebenso  die  Mitten  zweier  Gegenseiten  samt 
den  Mittelpunkten  der  Diagonalen. 

Zusatz«  Was  wird  aus  dem  erstgenannten  Parallelogramm, 
wenn  das  Viereck  ein  Antiparallelogramm,  Deltoid,  Rechteck,  Baute, 
Quadrat  ist? 

9)  Die  Verbindungsgeraden  der  Mitten  der  Gegenseiten  eines 
Vierecks  und  die  Verbindungsgerade  der  Mitten  der  Diagonalen  gehen 
durch  einen  Punkt. 

10)  a)  Ein  Sehnenviereck,  in  welchem  zwei  Seiten  parallel  sind, 
ist  ein  Antiparallelogramm. 

b)*  Ein  Tangentenvierseit,  in  welchem  zwei  Gegenecken  auf  den 
Verlängerungen  eines  Durchmessers  liegen,  ist  ein  Deltoid. 

11)  a)  Ein  Sehnen viereck,  in  welchem  zwei  Gegenseiten  gleich 
sind,  J3t  ein  Antiparallelogramm. 

b)  Ein  Tangentenvierseit,  in  welchem  zwei  Gegenwinkel  gleich 
sind,  ist  ein  Deltoid. 
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12)  a)  Liegen  die  Ecken  eines  Sehnenvierecks  auf  zwei  Durch- 
messem,  so  ist  dasselbe  ein  Rechteck. 

b)  Liegen  die  Berührungspunkte  eines  Tangentenvierseits  auf 
zwei  Durchmessern,  so  ist  dasselbe  eine  Raute. 

13)  Zu  einem  Sehnenrechteck  bilden  die  Tangenten  der  Eck- 
punkte eine  Tangentenraute,  deren  Diagonalen  parallel  zu  den  Seiten 
des  Rechtecks  durch  den  Mittelpunkt  gehen.  —  Umkehrung! 

14)  a)  Ein  Kreis  und  ein  Parallelogramm^  dessen  Diagonalen- 
durchschnitt  in  die  Ereismitte  fallt,  sind  koncentrisch*).  —  Zwei 
Gegenseiten  dieses  Parallelogramms  bestimmen  durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kreise  ein  koncentrisches  Rechteck. 

b)  Ein  Kreis  und  ein  Antiparallelogramm,  von  welchem  die 
Mitten  der  parallelen  Gegenseiten  auf  einen  Durchmesser  fallen,  bil- 
den zusammen  eine  axige  Figur  zu  diesem  Durchmesser.  —  Die  nicht 
parallelen  Seiten  oder  Diagonalen  dieses  Antiparallelogramms  bestim- 
men durch  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  ein  Antiparallelo- 
gramm,  dessen  Axe  der  Durchmesser  ist. 

15)  Zwei  parallele  Tangenten  und  zwei  Durchmesser  eines  Krei- 
ses bestimmen  durch  ihre  Schnittpunkte  ein  mit  dem  Kreise  koncen- 
trisches Parallelogramm. 

16)  Zwei  Tangenten  und  zwei  Parallele  zu  ihren  BerQhnmgs- 
sehnen  bestimmen  durch  ihre  Schnittpunkte  ein  Antiparallelogramm, 
welches  den  Durchmesser  nach  dem  Tangentenschnittpunkte  als  Sjm* 
metrieaxe  hat. 

17)  a)  Von  einem  Sehnenrechteck  bestimmen  zwei  Gegenseiten 
mit  irgend  zwei  parallelen  Tangenten  ein  koncentrisches  Par- 
allelogramm. 

b)  Von  einem  Sehnenantiparallelogramm  bestimmen  die  ScUnitt- 
punkte  zweier  Gegenseiten  oder  Diagonalen  mit  den  zu  seinen  Par- 
allelseiten normalen  Tangenten  ein  Rechteck,  das  mit  der  ersteren 
Figur  dieselbe  Symmetrieaxe  hat. 

18)  Die  Halbierenden  der  Innenwinkel  eines  Vierecks  bilden  ein 
Sehnenviereck. 

Zusatz,  a)  Desgleichen  die  Halbierenden  der  Aufsenwinkel. — 
Welche  Beziehungen  haben  beide  Sehnenvierecke  bezüglich  ihrer 
Winkel? 

b)  Was  wird  aus  dem  Sehnenviereck,  wenn  das  Viereck  ein  An- 
tiparallelogramm oder  Parallelogramm  oder  Rechteck  ist? 

19)  Beschreibt  man  um  die  vier  Dreiecke,  in  welche  ein  Vier- 
eck durch  die  Abschnitte  seiner  Diagonalen  zerteilt  wird,  Kreise,  so 
bilden  deren  Mittelpunkte  ein  Parallelogramm. 

Wann  wird  dies  Parallelogramm  ein  Rechteck  oder  Raute  oder 
Quadrat? 

*)  Zwei  centi'ische  Figuren  mit  gemeinBamem  Centrum  heilken  koncentriBck. 
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20)  Beschreibt  man  um  die  vier  Dreiecke,  in  welche  ein  Vier- 
eck durch  seine  ganzen  Diagonalen  zerteilt  wird,  Kreise,  wie  liegen 
dann  deren  Mittelpunkte  zu  einander?  und  wie  zu  den  vier  Mittel- 
punkten der  Kreise  in  19? 

§.18.  Konstruktionen. 

Bemerkung,  um  die  folgenden  Aufgaben  kurz  angeben  zu  können, 
bezeichnen  wir  in  einem  beliebigen  Viereck  AB  CD  die  Winkel  bei 
A,B,C,D  bezw.  durch  a, /3,  y,  d,  die  Seiten  AB^  BC\  CD,  DE  bzw. 
durch  a,  5,  c,  d,  die  Diagonalen  AC  und  BD  bezüglich  durch  e  und  f. 
—  Ist  das  Viereck  ein  Trapez,  so  sei  a  ||  c,  und  h  bezeichne  den  Ab- 
stand von  a  und  c;  ist  das  Viereck  ein  Antipar^llelogramm,  so 
werde  6  =  (?j  also  c  =  /*;  ist  es  ein  Deltoid,  so  sei  a  «=  d  und  h  =c; 
ist  es  ein  Parallelogramm,  so  sei  a  ||  o  und  h  l  d^  und  der  Abstand 
von  a  und  c  sei  durch  \^  der  von  h  und  d  sei  durch  ^2  bezeichnet;  ist 
das  Viereck  ein  Sehnen  viereck  oder  Tangentenvier  seit,  so  seien  r 
und  Q  der  Radius  des  umgeschriebenen  bezw.  eingeschriebenen  Kreises. 

Es  sei  ein  Antiparallelogramm  zu  konstruieren  aus: 

1>  a,c,  h]  2)  a,  h,  «;  3)  a,  6,  y;  4)  a,  c,  «5 

5)  a,  c,  ^  ef\  6)  a,  c,  y\  7)  a,  e,  ^  he\      8)  a,  6,  c. 

Ein  Deltoid  ist  zu  konstruieren  aus: 

9)  e,  «,  iS;     10)  6,  6,  y;     11)  a,  6,  /5;     12)  a,  &,  «;     13)  e,  /-,  «; 
U)e,f,ß',     15)  a,  6,/-. 

Ein  Trapez  ist  zu  zeichnen,  wenn  gegeben  sind: 

16)  a,  6,  c,  jS;  17)  a,  c,  a,  /3;  18)  a,  c,  a,  /"; 

19)  a,  6,  c,  /•;  20)  a,  6,  /*,  a;  21)  a,  c,  /",  ^  ac. 

22)  a,  b,  c,  Ä;  23)  a,  h,  d,  A;  24)  a,  6,  /•,  Ä; 

25)  a,  h,  a,  Ä;  26)  6,  (i,  e,  Ä;  27)  a,  e,  /",  ä. 

28)  a,  6,  c,  d]  29)  a,  6,  c,  jS;  30)  a,  c,  a,  /S. 

31)  6,  c,  ^  eZe,  ^  6/-;  32)  a,  c,  ^  ce,  ^  ft/"; 

33)  a,  6,  c,  ^  (Zc. 

Ein  Parallelogramm  ist  zu  konstruieren  aus  folgenden  gege- 
benen Stücken: 

34)  fl,  6,  Ä^;  35)  a,  c,  ÄjJ  36)  a,  e,  7^; 
37)  a,e,f',             38)  A„  c, /*;  39)  a,  Ä„  Z^^; 
'40)  a,  c,  Aj;             41)  t(,  a,  /;                42)  w,  a,  e; 

43)  e,  f,  ^  eA 

44)  /-,  \,  «;  45)  a,  A„  ^  ef-,       46)  a,  A^,  ^  e/^; 
47)e,  a,  ^cA 

Ein  Rechteck  ist  zu  zeichnen  aus: 

Lehrbuch  der  Eleinentar-Geometrie.  10 
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48)  a,  6;  49)  a,  e;  50)  a,  ^  ef-, 

51)  c,  -^  c/';  52)  a,  ^  ae;  53)  w,  c 

Eine  Raute  ist  zu  zeichnen  aus: 

54)  a,  a;  55)  a,  ß;  56)  c,  a;  57)  e,  /*; 

58)  h,  a;  59)  a,  Ä;  60)  e,  Ä;  61)  a,  €  +  /"; 

62)  a,e  —  f\      63)  «,  c  +  /";     64)  «,  c  -  ^  65)  «,  a  +  *; 

66)  «,  a  —  A;     67)  a,  e  —  ä. 

Ein  Quadrat  ist  zu  konstruieren  aus: 

68)  a;         69)  w;         70)  e;         71)  c  +  a;  72)  c  —  o. 

Ein  Sehnenviereck  ist  zu  konstruieren  aus: 

73)  r,  a,  &,  c;  74)  r,  a,  5,  a;  75)  r,  a,  c,  e; 

76)  r,  a,  6,  /*;  77)  r,  a,  e,  ^  c/;  78)  r,  6j,  /*,  ^f/; 

79)  r,  6,  a,  ^  e/*. 

80)  a,  fc,  c,  /S;  81)  a,  6,  c,  c;  82)  a,  6,  «,  /'j 
83)  a,  6,  y,  /•;  84)  a,  6,  c,  a. 

Ein  Tangentenvierseit  ist  zu  konstruieren  aus:  § 

85)  Q,  a,  b,  a;  86)  q,  a,  6,  /J;  87)  p,  a,  a,  y; 

88)  p,  a,  /3,  y;  89)  p,  ß,  a,  y. 

90)  a,  6,  &,  c;  91)  a,  &,  c,  /J;  92)  a,  6,  c,  a; 

93)  a,  a,  /S,  y;  94:).a,  6,  c,  a;  95)  a,  6,  ^,  y. 

96)  Auf  einer  Dreieckseite  ist  ein  Punkt  so  zu  bestimmen,  dafs  die 
von  ihm  aus  parallel  zu  den  anderen  Seiten  gezogenen  und  durch 
diese  begrenzten  Strecken  gleich  sind. 

97)  In  einen  gegebenen  Kreis  ist  ein  Rechteck  mit  gegebener  Seite 
zu  konstruieren. 

98)  In  ein  beliebiges  Viereck  ist  ein  Parallelogramm  einzuschreibcD. 
dessen  eine  Seite  nach  Grofse  und  Richtung  =  s  gegeben.  (Vgl  Auf- 
gabe §.  6,  10.) 

99)  a)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  gegeben;  man  soll  ein  Qua- 
drat konstruieren,  welches  mit  jenem  das  Eck  A  gemeinsam  hat  und 
dessen  andere  Seiten  durch  die  zwei  übrigen  Ecken  des  Dreiecb 
gehen.  —  Andeutung:  Die  Figur  ist  axig  zu  der  von  Ä  ausgehen- 
den Höhe  und  Diagonale;  die  Differenz  der  letzteren  ist  leicht  zu 
bestimmen, 

b)  Ein  Quadrat  ist  gegeben;  man  soll  ein  gleichseitiges  Dftiect 
konstruieren,  welches  mit  jenem  das  Eck  Ä  gemeinsam  hat  und 
dessen  zwei  übrigen  Ecken  auf  Quadratseiten  fallen.  —  Andeutung: 

a)  Trage  an  die  Diagonale  in  Ä  Winkel  von  je  |jB  an.  - 
Oder: 

ß)  Ziehe  die  Diagonale  aus  Ä,  bilde  darauf  -4X  =  Zr,  ziehe 
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über  Xy  ein  gleichseitiges  Dreieck  und  verbinde  dessen  Spitze  mit 
A.  —  Oder: 

y)  Zeichne  über  der  Diagonale  aus  Ä  ein  gleichseitiges  Dreieck 
und  trage  den  Winkel  zwischen  der  in  A  anstofsenden  Quadratseite 
und  äufseren  Dreieckseite  an  ersterer  nach  innen  an.  —  Oder: 

S)  Zeichne  über  einer  (nicht  von  A  ausgehenden)  Seite  nach  aufsen 
oder  innen  ein  gleichsjditiges  Dreieck  und  verbinde  dessen  Spitze  mit 
Ä.  —  Oder: 

s)  Verdoppele  die  eine  von  A  ausgehende  Seite,  bis  X,  schneide 
aus  X  mit  XA  ein  auf  der  dritten  Seite  =  XY,  so  ist  A Y  die  ge- 
suchte Seite. 

100)  Ein  Parallelogramm  sei  gegeben.  Allein  mit  Lineal  ist 
demselben  ein  anderes  Parallelogramm 

a)  einzuschreiben,  von  welchem  die  Lage  einer  Seite  gegeben  ist^ 

b)  umzuschreiben,  von  welchem  ein  Eck  gegeben  ist. 

101)  Ein  Rechteck  (Raute)  mit  seinen  Symmetrieaxen  sei  ge- 
geben. Man  soll  mit  dem  Lineal  allein  eine  Raute  (bzw.  Rechteck) 
demselben  umschreiben  (bzw.  einschreiben),  von  welcher  eine  Seite 
(Eck)  gegeben  ist. 

102)  Von  einem  Fünfeck  seien  die  Seitenmitten  A,  B,  C,  D]  E 
gegeben;  das  Fünfeck  selbst  ist  zu  zeichnen.  —  Andeutung:  Zeichne 
das  Parallelogramm  AEDXj  ziehe  YZ  ||  BG  durch  X  und  mache 

YX=XZ^Ba 

103)  Li  ein  Quadrat  soll  ein  anderes  von  gegebener  Seite  s  ein- 
geschrieben werden.  • —  Andeutung:  Zeichne  das  Centrum  des  ge- 
gebenen und  trage  von  hier  aus  die  halbe  Diagonale  des  gesuchten 
Quadrates  ein. 


Aufgaben  sram  dreizehnten  Kapitel« 
§.19.  Lehrsätze. 

1)  Ein  regelmäfsiges  Dreieck  bestimmt  mit  seiner  diametral  ent- 
sprechenden Figur  in  Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt  als  Centrum  ein 
regelmäfsiges  Sechseck  (trigonalen  Sechsstern). 

2)  Ein  Quadrat  bestimmt  mit  einem  kongruenten  Quadrat,  dessen 
Diagonalen  auf  die  Mittelparallelen  des  ersteren  fallen,  ein  regel- 
mäfsiges Achteck  (tetragonalen  Achtstem). 

3)  Es  ist  nachzuweisen,  dafs  die  zwei  von  den  Ecken  ausgehen- 
den Abschnitte,  welche  auf  jeder  Seite  des  Quadrates  in  2  ent- 
stehen, gleich  der  halben  Diagonale  desselben  sind. 

4)  Die  Grenzpunkte  einer  Sehne,  welche  Mittelnormale  zu  einem 
ßadius  ist,  bestimmen  mit  dem  Endpunkt  des  gegengerichteten  Ra- 
dius ein  regelmäfsiges  Dreieck. 

10* 
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5)  Ein  AiifseDwinkel  eines  regelmäfsigen  Vielecks  ist  gleich  dem 
zu  einer  Seite  gehörigen  Centriwinkel. 

6)  Der  Aufsenwinkel  eines  regelmäfsigen  Vielecks  von  doppelter, 
drei-,  vier-,. ..  f acher  Seitenzahl  ist  bzw.  gleich  dem  zweiten,  dritten, 
vierten, . . .  Teil  des  Äufsenwinkels  beim  regelmäfsigen  Vieleck  von 
einfacher  Seitenzahl. 

§.  20.  Konstruktionen. 

1)  Welcherlei  Figuren  entstehen,  wenn  man  einen  KJreis  (nach 
§.  44,  5)  in  sechs  gleiche  Teile  teilt  und  von  den  sechs  Teilpunkten 
jeden 

a)  mit  dem  nächstfolgenden, 

b)  mit  dem  zweitfolgenden, 

c)  mit  dem  drittfolgenden  verbindet? 

2)  Dasselbe  für  den  in  8,  12,  16  gleiche  Teile  geteilten  Kreis. 

3)  Es  soll  mit  Benützung  der  Winkelscheite  I  und.  II*)  (ohne 
Zirkel)  ein  regelmäfsiger  a)  Zweistrahl,  b)  Dreistrahl,  c)  Vierstrahl, 
d)  Sechsstrahl,  e)  Zwölfstrahl  gezeichnet  werden.  —  Andeutung  zu 

a)  vgl.  Aufgabe  §.  8,  ii: 
'  b)  Lege  an  ein  Lineal  die  längere  Kathete  von  Wsch.  II,  ziehe 
die  Gerade  -längs  der  Hypotenuse,  wende  das  Wsch.  um  und  lege  die 
längere  Kathete  wieder  an  das  Lineal  u.  s.  w. 

c)  Verfahre  nach  a),  verschiebe  dann  das  Wsch.  am  L.  und 
lege  nun  das  L.  an  dessen  Hypotenuse  u.  s.  w. 

d)  Verbinde  zweimal  b)  mit  a). 

e)  Verbinde  wiederholt  c)  mit  d). 

4)  Zu  einem  regelmäfsigen  Sechseck  ist  ein  kongruentes  kon- 
centrisches  zu  zeichnen,  so  dafs  die  Ecken  beider  ein  regelmäfsiges 
Zwölfeck  (hexagonalen  Zwölfstem)  bestimmen. 

5)  Zu  einem  Quadrat  sind  zwei  kongruente  koncentrische  Qua- 
drate zu  zeichnen,  so  dafs  ihre  Ecken  vereint  ein  regelmäfsiges  Zwolf- 
eck  (tetragonalen  Zwölfstern)  bestimmen. 

6)  Man  konstruiere  ein  regelmäfsiges  Vier-,  Sechs-, ^  Acht-,  Zwolf- 
eck,  wenn 

a)  eine  Seite,  oder 

b)  eine  Hauptdiagonale,  oder 

c)  eine  Nebendiagonale  gegeben  ist. 

7)  Es  seien  a)  zwei  auf  einander  folgende  Ecken  oder  es  sei 
b)  eine  Seitenstrecke  eines  regelmäfsigen  Sechssterns  gegeben;  der- 
selbe ist  zu  zeichnen. 

Zusatz.  Ebenso  die  verschiedenen  Zwölf-  und  Achsteme  nnt^r 
denselben  Bedingungen. 

*)  8.  S.  110. 


Übungsaufgaben  zu  Kapitel  13.  14.  149 

8)  Über  einer  Strecke  AB  sei  ein  regelmäfsiges  Dreieck  ABC 
gezeichnet;  man  soll  über  derselben  Strecke  ein  regelmäfsiges  Sechs- 
eck zeichnen.  —  Andeutung:  Ziehe  BD  ||  AC  und  =  AG,  DE  g  BC 
und  =  BG  u.  s.  w. 

9)  über  einer  gegebenen  Strecke  AB  sei  ein  regelmäfsiges 
Vieleck  gezeichnet;  man  soll  über  derselben  Strecke  ein  regelmäfsi- 
ges Vieleck  von  doppelter  Seitenzahl  konstruieren.  —  Andeutung: 
Wenn  z.  B.  das  Vieleck  ABGDE .  . .  vorliegt,  so  ziehe 

BH  y  ^C  und  =  AB,  HI\\  BG,  lüTH  BD,  KL  B  GD  u.  s.  w. 

10)  Ein  regelmäfsiges  Vieleck  ABGDE  sei  gegeben;  man  soll 
(ohne  Benützung  des  umgeschriebenen  S[reises)  ein  Vieleck  mit  dop- 
pelter Seitenzahl  zeichnen,  welches  die  Ecken  des  ersteren  ebenfalls 
zu  Ecken  hat.  —  Andeutung:  Ziehe  AG  und  halbiere  die  Winkel 
BGA  und  GAB  bzw.  durch  GX  und  AY,  ziehe  BX^AYxmA 
BY^GX  u.  s.  w. 


Aufgaben  stim  vierzehnten  Kapitel. 
§•21.  Lehrsätze. 

1)  Die  Verbindungsgerade  zweier  Seitenmitten  eines  Dreiecks 
schneidet  von  demselben  ein  Dreieck  ab,  welches  der  vierte  Teil  des 
ursprünglichen  ist. 

2)  Jede  Gerade  durch  den  Mittelpunkt  eines  Parallelogramms 
teilt  dasselbe  in  zwei  gleiche  Teile. 

3)  Die  Verbindungsgeraden  eines  Punktes  in  einem  Parallelo- 
gramm mit  den  Ecken  zerlegen  dasselbe  in  vier  Dreiecke,  von 
welchen  die  Summen  der  nicht  aneinander  angrenzenden  einander 
gleich  sind, 

4)  Verbindet  man  in  einem  Trapez  die  Mitte  einer  der  nicht 
parallelen  Seiten  mit  den  Ecken  der  Gegenseite,  so  ist  das  zwischen 
diesen  Verbindungsgeraden  liegende  Dreieck  gleich  dem  zwischen 
den  entsprechenden  Verbindungsgeraden  von  der  Mitte  der  Ge- 
genseite. 

5)  Das  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  Seiten  eines  Vierecks 
bestimmte  Parallelogramm  ist  halb  so    grofs  als  das  Viereck  selbst. 

6)  Zieht  man  durch  die  Mitte  der  Diagonalen  .eines  Vierecks 
Parallele  zu  diesen  Dii^onalen  und  verbindet  den  Schnittpunkt 
dieser  Geraden  mit  zwei  Gegenecken  des  Vierecks,  so  wird  letz- 
teres durch  diese  Verbindungsgeraden  halbiert. 

7)  Ein  Trapez  wird  durch  die  Verbindungsgeraden  eines  Punktes 
der  Mittelparallelen  mit  den  Ecken  in  vier  Dreiecke  geteilt,  von  wel- 
chen die  Summen  der  einander  gegenüberliegenden  gleich  sind. 


150  Übungsaufgaben  zu  Kapitel  14.  15. 

8)  Die  Verbindungsgeraden  von  einem  Eck  eines  regelmäfsigen 
Sechsecks  nach  den  übrigen  Ecken  und  nach  den  Mitten  der  das  Ge- 
geneck  bildenden  Seiten  teilen  das  Sechseck  in  sechs  gleiche  Teile. 

9)  unter  allen  Dreiecken  oder  Parallelogrammen,  welche  in  zwei 
Seiten  übereinstimmen  ^  hat  das  rechtwinkelige  den  gröfsten  Inhalt 

10)  Unter  allen  Dreiecken,  die  in  einer  Seite  und  der  Summe 
der  beiden  andern  übereinstimmen,  hat  das  gleichschenkelige  den 
gröfsten  Inhalt.  —  Andeutung:  Beweis  indirekt;  ein  Dreieck,  dessen 
Spitze  jenseits  der  zur  Basis  Parallelen  durch  die  Spitze  des  gleicli- 
schenkeligen  Dreiecks  liegt,  hat  einen  gröfseren  Umfang  (vgl.  §.31,3j. 

1 1)  Unter  allen  Dreiecken  von  gegebenem  Umfange  hat  das  gleich- 
seitige den  gröfsten  Inhalt. 

12)  Unter  allen  Dreiecken  von  gegebener  Seite  und  gegebenem 
Gegenwinkel  derselben  ist  das  gleichschenkelige  das  gröfste. 

13)  Unter  allen  w-Ecken  von  gegebenem  Umfange  hat  das  regel- 
mäfsige  n-Eck  den  gröfsten  Inhalt. 

Andeutung  des  Beweisganges:  a)  Zwei  aufeinander  folgende 
Seiten  müssen  gleich  sein  (10). 

b)  Eine  den  Umfang  halbierende  Gerade  mufs  auch  die  Flache 
halbieren  (Beweis  indirekt). 

c)  Beim  2w-Eck  mufs  die  Verbindungsgerade  zweier  Gegenecken 
Durchmesser  eines  Kreises  sein,  auf  welchem  jedes  andere  Eck  liegt 
(9  und  §.  34,  7b).  Zu  dem  w-Eck  von  ungerader  Seitenzahl  kon- 
struiert man  ein  regelmäfsiges  w-Eck  von  gleicher  Seite,  in  densel- 
ben Kreis  mit  diesem  das  eingeschriebene  regelmäfsige  2n-Eck  und 
setzt  die  Differenz  beider  letzteren  Flächen  dem  ersteren  n-Eck  zu. 

14)  Von  zwei  regelmäfsigen  Vielecken  mit  gegebenem  Umfang 
hat  das  von  gröfserer  Seitenzahl  den  grösseren  Inhalt. 


Aufgaben  zum  füni^ehnten  Kapitel. 
§.  22.  Konstruktionen. 

1)  Ein  Dreieck  ist  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  das  in  einer 
Seite  mit  dem  gegebenen  übereinstimmt,  während  noch  der  G^en- 
winkel  dieser  Seite  gegeben  ist. 

2)  Ein  Dreieck  ist  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  so  dafs  ein 
Eck  beibehalten  wird,  während  dessen  Gegenseite  in  eine  bestimmte 
Gerade  fallt. 

3)  Die  Summe  zweier  mit  ihren  Grundseiten  aneinanderstofsen- 
den  Rechtecke  soll  in  ein  Rechteck  verwandelt  werden,  das  mit  einem 
der  gegebenen  Rechtecke  in  einer  Seite  übereinstimmt 

4)  Es  soll  ein  Quadrat  konstruiert  werden,  das  gleich  der  (alge- 
braischen) Summe  mehrerer  Quadrate  ist. 
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5)  Es  soll  die  Hälfte,  sowie  das  Doppelte  eines  Quadrats  als 
Quadrat  gezeichnet  werden. 

6)  Ein  Dreieck  ist  in  ein  gleichschenkeliges  zu  verwandeln,  von 
welchem  a)  die  Gmndseite  oder  ß)  die  Höhe  gegeben  ist. 

7)  Ein  Dreieck  ist  in  ein  solches  zu  verwandeln,  von  welchem 
eine  Seite  und  ein  anliegender  Winkel  gegeben  ist. 

8)  Ein  Parallelogramm  ist  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  von 
welchem  die  beiden  Seiten  gegeben  sind,  oder  in  eine  Raute  von  ge- 
gebener Seite. 

9)  Ein  Trapez  ist  in  ein  Antiparallelogramm  von  gleicher  Höhe 
zu  verwandeln. 

10)  Es  ist  in  einen  Kreis  ein  Sehnenrechteck  zu  zeichnen,  ddbseu 
Inhalt  gleich  dem  eines  gegebenen  Quadrates  ist. 

11)  Ein  Dreieck  oder  Parallelogramm  ist  von  einem  Eck  oder 
einem  Punkte  einer  Seite  aus  in  drei  oder  fünf  Teile  zu  teilen. 

12)  Ein  Viereck  oder  Fünfeck  ist  von  einem  Eck  aus  durch 
eine  Gerade  zu  halbieren. 

13)  Ebenso  von  einem  Punkte  einer  Seite  aus. 


§.  23.  Berechnungen. 

1)  Der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  ist  gleich 
dem  halben  Produkte  der  Katheten. 

2)  Der  Inhalt  einer  Raute  ist  gleich  dem  halben  Produkte  seiner 
Diagonalen. 

3)  Der  Inhalt  eines  Vierecks  ist  gleich  dem  halben  Produkte 
einer  Diagonale  durch  zwei  Ecken  mit  der  Summe  der  Abstände  der 
beiden  andern  Ecken  von  ihr. 

4)  Der  Inhalt  eines  Tangentenvielecks  ist  gleich  dem  halben 
Produkte  des  Umfangs  mit  dem  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises. 

5)  Der  Inhalt  eines  Parallelogramms  ist  zu  berechnen,  dessen 
Grundseite  25,39  dm  und  Höhe  4,37  dm;  desgleichen  eines  Drei- 
ecks mit  einer  Grundseite  von  28,5  cm  und  33,7  cm  Höhe;  ebenso 
eines  Trapezes,  dessen  Parallele  15,3  und  18,5  cm  und  dessen  Höhe 
13,2  cm. 

6)  Der  Inhalt  eines  Rechtecks  ist  e7,  der  Umfang  w,  wie  grofs 
sind  die  Seiten?  —  e7=  180,    u  =  34. 

7)  Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  J,  die  Höhe  Ä,  wie  grofs  die 
Grundseite?  —  J=  325,85,    h  =  38. 

8)  Der  Inhalt  eines  Trapezes  ist  J,  die  beiden  Parallelen  a  und 
6,  wie  grofs  ist  die  Höhe? 

J«  224,375  qm,     a  =  13,5  m,    6  =  6,4  m. 
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9)  Der  Inhalt  eines  Trapezes  ist  Jj  die  Höhe  /*,  die  Diffe- 
renz der  beiden  Parallelen  d;  .wie  grofs  sind  diese? 

J=  542,5,    Ä  =  21,7,    rf=ll,2. 

10)  Von  demselben  Trapez  sollen  die  beiden  durch  die  Mittel- 
parallele gebildeten  Flächenstücke  berechnet  werden. 

11)  Wie  viel  quadratische  Plättchen  von  20  cm  Seite  braucht 
man,  um  eine  rechteckige  Fläche  von  15  m  Länge  und  75  cm  Breite 
zu  belegen? 

12)  Zu  wieviel  t/fC  wurde  das  Ar  von  einem  Felde  berechnet, 
das  137  c4C.10  \  kostete  und  6,52  m  breit,  10,56  m  lang  ist? 
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Vorwort. 


Während  auf  der  ersten  Stufe  geometrischer  Operationen  die 
Formen  verglichen  werden,  indem  man  sie  durch  irgend  welche  Be- 
wegungen zur  Deckung  bringt,  was  zur  Betrachtung  kongruenter 
Gebilde  in  verschiedenen  Lagen  und  zur  kongruenten  Abbildung  führt, 
wird  in  der  zweiten  Stufe  der  Begriff  der  Abbildung  der  Art  er- 
weitert, dafs  hier  nicht  mehr  von  Gebilden  die  Rede,  die  einander 
wirkUch  decken  können,  sondern  von  solchen,  die  von  einem  Punkt 
aas  gesehen  einander  zu  decken  scheinen.  Es  ist  das  Verdienst  von 
Poncelet,  den  Gedanken  der  perspektivischen  Abbildung,  welche 
unserem  Sehen  entspricht  und  deshalb  in  der  angewandten  Geometrie 
von  so  aufserordentlicher  Bedeutung  ist,  auch  der  theoretischen  Geo- 
metrie als  leitendes  Princip  einverleibt  zu  haben.  Von  der  dritten 
Stufe  geometrischer  Betrachtung,  der  Beziehung  der  Figuren  auf  ein- 
ander nach  anderen  als  rein  perspektivischen  Gesetzen,  wird  in  diesem 
II.  Teil  unseres  Lehrbuches  nur  die  Polarisation  in  einer  Anmerkung 
besprochen. 

Die  drei  ersten  Kapitel  dieses  Teiles  behandeln  das,  was  meist 
unter  dem  Titel  „Proportionalität  der  Linien"  in  allen  Lehrbüchern 
der  Geometrie  zu  finden  ist.  Das  vierte  Kapitel  giebt  den  Begriff 
der  Ähnlichkeit  genetisch,  der  Art  unseres  Sehens  entsprechend. 
Will  der  Lehrer  nicht  sofort  die  perspektivische  Ausführung  weiter 
verfolgen,  so  genügt  §.  11,  1—4,  um  zur  zweiten  Abteilung,  der  Be- 
rechnung der  planimetrischen  Gröfsen  (inclusive  Trigonometrie),  über- 
zugehen. Behufs  der  Berechnung  der  Kreissehnen  (Kreisvielecke) 
werden  «chon  hier  die  goniometrischen  Funktionen  eingeführt,  da 
die  wichtigsten  goniometrischen  Formeln  unumgänglicher  Memorier- 
stoff sind  und  durch  diese  Anordnung  die  Formeln  für  die  Kreis- 
vielecke erspart  werden;  auch  erscheint  so  %  als  Grenzwert  eines 
algebraisch  bestimmbaren  Ausdruckes. 

Für  einen  knappen  Kursus  der  perspektivischen  Abbildung  können 
wir  folgenden  Gang  vorschlagen:  vom  ersten  Abschnitt  das  vierte 
Kapitel,  vom  zweiten  die  §§.  14,  15,  16,  18,  19  1-3,  20  1-6,  21  2-3, 
23  3-8,  24.     Die  Sätze  von  Menelaos  und  Ceva  §.  17,  1—3  werden 
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hierbei  auch  wohl  nicht  gerne  übergangen.  Die  Darstellung  der 
harmonischen  Beziehungen  §.  18 — 20  ist  eine  solche^  dafs  auch  dieser 
Teil  allein  aus  dem  Übrigen  herausgegriffen  werden  kann.  Das 
Übrige  des  zweiten  Abschnittes  ist  mehr  oder  weniger  der  Prima 
vorzubehalten,  wo  die  perspektivische  Abbildung  einer  Ebene  auf 
eine  zweite  ein  neues  Licht  auf  die  Bedeutung  des  Gegenstandes  wirft 

In  dem  §.  über  graphisches  Rechnen  hoffen  wir  der  Darlegung 
von  Hauck  in  der  Hoffmann' sehen  Zeitschrift  (Jahrg.  1881,  S.  333 £) 
entsprochen  zu  haben. 

Für  gröfsere  Übungen  im  Lösen  von  Konstruktionsaufgaben  em- 
pfehlen wir  das  auch  von  uns  benutzte  Werkchen  „Methoden  und 
Theorien"  von  Petersen.  Auch  Cantor's  Geschichte  der  Mathematik 
und  C.  L.  A.  Kunze's  Geometrie  sind  wir  für  einige  Aufgaben  zu 
Dank  verpflichtet. 

Um  Anfragen  mehrerer  Kollegen  entgegenzukommen,  welche  schon 
den  ersten  Teil  ihrem  Unterricht  zu  Grunde  legten,  bemerken  wir 
noch  in  Betreff  der  Behandlung  eben  jenes  Teiles,  dafs  wir  in  Tertia 
den  technischen  Teil  des  Unterrichtes  in* den  Vordergrund  gestellt 
denken;  die  Klasse  führt,  mit  Lineal,  Mafsstab,  Winkelscheit  und 
Winkelmesser,  später  dann  auch  mit  dem  Zirkel  ausgerüstet,  Figuren 
nach  der  Angabe  des  Lehrers  aus  und  erfährt  aus  den  gegebenen 
Bedingungen  erst  versuchsweise,  dann  deduktiv  die  Eigenschaften 
dieser  Figuren.  Es  kann  mit  der  Prüfung  des  Lineals,  4  L  mit  dem 
Axiom  der  Geraden  §.  3,  i,  2  begonnen,  daran  die  Streckenmessung 
§.  6,  1—4  angeschlossen  werden,  hierauf  die  Entstehung  und  Messung 
des  Winkels  §.  3,  3.  4,  (§.  4,  i),  §.  7,  1—6.  Der  zweite  Abschnitt  ist 
dann  am  kürzesten  durch  §.  4,  3  einzuleiten;  in  diesem  Abschnitt  kann 
beim  ersten  Durchnehmen  manches,  z.  B.  §.  12  A  und  §.  18  B  (auXser 
4  a  und  b)  übersprungen  werden.  Der  abstrakte  Teil  des  Unterrichtes^ 
die  Beweisführung  besteht  hier,  dem  Alter  der  Schüler  entsprechend, 
stets  nur  aus  einer  oder  zwei  Folgerungen,  welche  der  Lehrer  durch 
Fragestellung  nahe  legen  kann.  Es  wird  hierbei  meistens  mit  der 
Form  „warum"  und  „weil"  auszukommen  sein.  Selbstverständlich 
sind  „Übungsaufgaben"  nicht  erst  am  Schlüsse  des  Kursus  zu  be- 
handeln, sondern  dem  Unterrichtsgang  selbst  einzuverleiben. 

Für  die  wohlwollenden  Recensionen*  des  ersten  Teiles  von 
Günther  in  der  Zeitschrift  für  bayerische  Gymnasien,  von  Scherling 
in  der  Hoff  mann' sehen  Zeitschrift  und  von  Cantor  in  der  Zeit- 
schrift für  Mathematik  und  Physik  sagen  wir  unseren  besten  Dank. 
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L  Abschnitt. 
Perspektivische  Ähnlichkeit. 

Erstes  Kapitel. 

Mafs  und  Lage. 

§.  1.   Mafs  und  Verhältnis  zweier  Strecken. 

Vorbemerkung.  Während  wir  im  I.  Teil  nur  die  Addition 
und  Subtraktion  planimetrischer  Gröfsen  behandelt  haben;  vergleichen 
wir  letztere  nun  mittels  der  nächst  höheren  Rechnungsarten.  Wir 
führen  zunächst  unsere  Betrachtung  allein  an  einer  Art  solcher 
Grofsen,  an  Strecken,  durch,  werden  aber  die  Ergebnisse,  die  in 
gleicher  Weise  auch  für  andere  geometrische  Gröfsen  von  einerlei 
Art  gelten,  wie  für  Bogen,  Winkel,  Flächen,  später  auch  auf  solche 
anwenden. 

1.  Beim  Vergleichen  zweier  Strecken  ist  die  erste  Unterschei- 
dung die,  ob  dieselben  gleich  oder  ungleich  sind.  Im  letztaren  Falle 
läfst  sich  auf  der  gröfseren  Strecke  a  die  kleinere  b  abtragen;  der 
hierbei  bleibende  Rest  giebt  an,  um  wieviel  a  gröfser  ist  als  h. 
—  Will  man  dagegen  die  Zahl  bestimmen,  wievielmal  so  grofs  eine 
Strecke  ist  als  eine  andere,  so  geschieht  dies  durch  das  Messen, 
d.  h.  es  wird  die  kleinere  Strecke  h  so  oft  als  möglich  nebeneinander 
auf  der  gröfseren  a  abgetragen.  Das  Ergebnis  einer  Messung  ist  eine 
reine  (unbenannte)  Zahl,  Verhältniszahl.  Dafs  eine  Strecke  a 
durch  eine  Strecke  b  gemessen  und  diese  Zahl  bestimmt  werden  soll, 

wird  durch  a:b  oder  -r-  d.  i.  das  Verhältnis   von   a   zu   6   ausge- 
drückt. 

2.  Der  einfachste  Fall  beim  Messen  ist  der,  dafs  kein  Rest 
öbrig  bleibt;  man  nennt  dann  die  Strecke  b,  welche  in  der  anderen 
Strecke  a  ohne  Rest  aufgeht,  ein  Mafs  dieser  Strecke  oder  einen 
aliquoten  Teil  derselben;  a  ist  ein  Vielfaches  von  6.  In  diesem 
Falle  ist  die  Verhältniszahl  eine  ganze  Zahl.    Es  ist  z.  B.  (Fig.  1) 

^  =  3,       QB  =  3XY,       oder  1  =  3,       a  =  36. 


4  §.1. 

Ist  h  ein  Mafs  von  a,  etwa  a  ^^  a  *  b^  wobei  a  eine  ganze  Zahl,  so 
läfst  sich  auch  ein  Vielfaches  von  a,  etwa  na  durch  6  ohne  fost 
messen:  es  ist  nämlich 

,                              a                       R 
na  =  na  '0  > " — ^— ^ ^ 

oder  ^ T 

na  .   .  & 

_  =  na,     d.  h.:  «g  ,. 

a)  £'m  Mafs  einer  Strecke  ist  auch  Mafs  eines  Vielfachen  diestr 
Strecle. 

Umgekehrt  ist  ein  Mafs  c  von  6,  wenn  b  =  ß  -  c  ist,  nun  aucli 

Mafs  von  a,  indem  a  =  ab  =  aß  >  c,  —  =  aß  ist,  d.  h.: 

b)  Ber  w'*  Teil  des  Mafses   einer  Strecie  ist  auch  Mafs  dieser 
Strecke  selbst. 

3.  Wenn  beim  Messen  einer  Strecke  a  durch  eine  andere  b  ein 
Rest  7\  bleibt,  indem  a>  a^-b  und  «<(«!  +  1)6;  so  ist  die  Ver- 
hältniszahl  der  Messung  von  a  durch  b  keine  ganze  Zahl,  sondeni 
sie  liegt  zwischen  den  ganzen  Zahlen  a^  und  («i  +  !)•  um  nun 
das  Verhältnis  beider  Strecken  zu  bestimmen,  sucht  man  eine  Strecke 
w,  welche  sowohl  ein  Mafs  von  a 
als  auch  von  b  ist,  d.  i.  ein  gemein-    '  '  '    S 

sames  Mafs  der  Strecken  a  und  6.    , t , j 

Ist  z.  B.  (Fig.  2)  b 

a  =  5m,    6  =  3  t»,  ^ 

so  ist      • 

d.  h.  die  Verhältniszahl  der  Messung  ist  dann  ein  Bruch.    Istfl>^. 
so  ist  sie  ein  Bruch  >  1;  ist  a<&,  so  ist  sie  ein  echter  Bruch: 


Fig.  2. 


1  7         o      l  3  6  8 

m  =  ~a,       b  =  ö  '  —a  =  —a.       —  =  % 

5     '  5  5    '       a        5 


Ist  allgemein: 


T        o  .  ,    a        a  b        ß 

b  =  ßm,       so  ist  -5-  =  -^  *       —  =  ü . 
^     ^  b         ß  '        a        a 


Das  letztere  Verhältnis  heifst  das  umgekehrte  Verhältnis  iQ 
Bezug  auf  das  erstere. 

4.  Wenn  nun  bei  der  Messung  von  a  durch  b  der  Rest  r^  bleibt^  al^o 
a  =  ttj)  +  r,,  so  ist:  r^=^  a  —  aj)  =«  am  —  a^ßm  =  (c  —  «i^)*^» 
d.  h.  da  a  und  a^ß  ganze  Zahlen  sind: 

a)  Ein  gemeinsaines  Mafs  etveier  Strecken  ist  auch  Mafs  d^ 
Bestes,  der  beim  Messen  der  gröfseren  durch  die  kleinere  übrig  6fet6^?  " 
und  umgekehrt,  wie  ebenso  nachzuweisen  ist: 


§.1.  •  5 

b)  Ein  Mafs  der  einen  von  zwei  Strecken  und  des  Bestes  der  Mes- 
sung der  einen  durch  die  andere  ist  auch  Mafs  der  anderen  Strecke, 

Dies  bietet  uns  ein  Mittel,  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  jsweier 
Strecken  a  und  b  ssu  bestimmen.  Dasselbe  ist  nämlich  nun  auch  Mafs 
von  b  und  r^,  d.  h.  die  Aufgabe  ist  auf  die  gleiche,  aber  mit  klei- 
neren Strecken  zurückgeführt.  Ergiebt  nun*  6  durch  r^  gemessen  den 
Rest  7*2,  ist  also  6  =  «jr^  +  ^2>  ^^  mufs  auch  r^  das  verlangte  gröfste  ge- 
meinsame Mafs  als  aliquoten  Teil  enthalten;  d.  h.  die  Messung  ist 
nun  mit  r^  und  r^  weiter  zu  führen:  r^  =  a^r^  +  r^  u.  s.  w.     Wenn 


5- 


Fig,  3. 

bei  der  Portsetzung  dieses  Verfahrens  einmal  kein  Rest  mehr  übrig 
bleibt:  r^  =  a^r^  +  r^,  r^  =  «s***;  indem  der  letzte  Rest  r^  Mafs  des 
vorletzten  r^  ist,  so  ist  er  nach  b)  auch  Mafs  von  den  vorhergehen- 
den Resten  r^  u.  s.  w.  und  schliefslich  von  b  und  a  selbst;  er  ist  das 
gröfste  gemeinsame  Mafs,  da  er  jedes  Mafs  von  a  und  b  (als  ali- 
quoten Teil)  enthalten  mufs. 
Ist  z.  B.-(Fig.  3): 

a  =  36  +  rj,  b  =  2r^  +  r^,  r^  =  gr^  +  r^,  r^  «=  rj  -f  r^,  r^  =  ^r^ 

so  ist: 

r,  =  3r,  +  r,  =  4r„  6  =  2-  11  r,  +  4r,  =  26r„ 

rj  =  2.4r4  +  3r4=  11  r^,     a  =  ^'2Qr^+  Wr^^mr^. 

Somit 

1  ,  89,  a         89 

^•4  =  26^'  ^  =  26^'  b^Y^' 

Ebenso  folgt 


26 
89* 


5.  Bei  diesem  Verfahren,  das  gemeinsame  Mafs  zweier  Strecken 
zu  bestimmen,  ist  sehr  bald  ein  mefsbarer  Rest  für  unsere  Sinne  nicht 
mehr  wahrnehmbar;  allein  es  läfst  sich  nachweisen,  dafs  in  manchen 
Fällen  dieses  Verfahren  absolut  genommen  immer  einen  Rest  übrig 
läfst,  wenn  er  auch  bald  so  klein  ist,  dafs  er  von  uns  nicht  mehr 
gemessen  werden  kann.  Sollen  wir  z.  B.  die  Diagonale  AG  eines 
Quadrates  AB  CD  durch  dessen  Seite  AB  messen  und  tragen  wir 


!•»• 


I 

~J\ 

\  1 

,'^ — 

\ 

zu  diesem  Zweck  ÄX  =  AB  auf  J.(7  ab  und  ziehen  XF  J.  -4.C,  so  ist 

der  Rest  XC=Xr(L  Teil  §.11,8)  auch  =  -Br(da  sowohl  jBA^X 

als  B  r  A  Xr  in  Bezug  auf  Ä  Y  als  Axe) 

und  der  Rest  XG  läfst  sich  noch  ein  zweites 

Mal    auf   die    Seite    BC   auftragen    nach 

YXij   dasselbe   Verfahren   läfst  sich  aber 

nun   in   dem   A  CXY   mit    dem    zweiten 

Rest   X{C  =  X^Zi   auf  dem   ersten   XO 

wiederholen  u.  s.  w.  ohne  Ende,   da   sich 

immer   wieder    gleichschenkelige   Dreiecke 

wie  ABC  und  YXC  ergeben  müssen.    Es 

läfst   sich   also  AB  auf  AG  einmal,   der 

Rest  XG  auf  AB  oder  BG  zweimal,  der 

Rest  Xj  G  auf  dem  vorhergehenden  wieder 

zweimal  u.  s.  f.  ohne  Ende  abtragen.     Hiernach  haben  die  Seite  imd 

Diagonale  eines  Quadrates  kein  irgend  mefsbares  gemeinsames  Mals. 

Zwei  Strecken,   welche   ein   gemeinsames   Mafs   haben,  heilsen 
kommensurabel,  zwei  Strecken  ohne  solches  inkommensurabel 

Indem  wir  bei  dieser  Art  des  Aufsuchens  des  gröfsteu  gemein- 
samen Mafses  schon  den  2.,  3.,  4.  Rest  vernachlässigen,  gelangen  wir 
wie  in  4.  zu  einer  Reihe  von  Verhältniszahlen,  die  mehr  und  mebr 
genau  das  Ergebnis  der  Messung  darstellen,  d.  h.  das  Verhältnis 
zweier  inkommensurabler  Strecken  ist  irrational,  während  kom- 
mensurable Strecken  rationale  Verhältniszahlen  ergeben, 
In  dem  Beispiel  in  4  ist: 


Fig.  4. 


b—'^^T'     n^     "^n'     ^~     '*'^'     n~     "'"^'     ^ 


^^  =  3, 


woraus  folgt: 


a 
b 


3  +  ^-, 

2  + 


2  + 


•  +  I 


Die  Verhaltniszahl  wird  hiernach  durch  einen  Kettenbruch  dar- 
gestellt. 

In  obigem  Beispiel  inkommensurabler  Strecken  ist: 


AB    . 


BG 


^  =  9  J.  ?^^ 

XC        ^"^  XC 


XC  o     I      ^sC^         0    f 


Daher  ist  das  Verhältnis  durch  den  unendlichen  periodischen 
Kettenbruch  bestimmt: 


§.  1. 


^^       ^2  +  1 


und  die  Reihe  der  Zahlen,  welche  annäherungsweise  das  Verhältnis  dar- 
stellen, sind: 

1  +  1  =  1,5;    1  +  L_^  =  li  =  l,4;    1  +  ^        =1^=M16 

2+2  .  2  + - 

u.  8.  f.     Setzen  wir  den  wahren  Wert  der  YerhSltniszabl  ^  x,  so  ist 
1  1 


x—1 


2  +  ! 2 +  (*-!)' 

2  +  4    ... 


woraus  folgt:  x  =  Y2. 

6.  Aus  dem  Begriflf  inkommensurabler  Strecken  und  irrationaler 
Zahlen  folgt: 

Ztoei  inkommensurable  Strecken  lassen  sich  durch  kommensurable 
ersetzen  bis  zu  jedem  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit  ^  ebenso  ihr  irra- 
tionales Verhältnis  durch  ein  rationales. 

Liegt  das  irrationale  Verhältnis  ^  zwischen  ~  und       jl    y    so 

tt.  ....  1 

giebt  j  den  Wert  des  Verhältnisses  bis  auf  ^  genau. 

7.  Indem  von  beliebigen  Strecken  a,  6,  c  ihr  Verhältnis  zu  einer 
ein  für  allemal  gewählten  Längeneinheit  bestimmt  wird;  erhält  man 

die  Verhältniszahlen  —^  j;  t  d-  i«  ^i®  Längenzahlen,  die  wir  der 

Kürze  wegen  in  der  Folge  blos  durch  a,  6,  c  bezeichnen  wollen,  so- 
daXs  dann  mit  diesen  Zahlen  alle  Rechnungsarten  durchgeführt  wer- 
den können.  Die  Addition  und  Subtraktion  dieser  Längenzahlen  ent- 
spricht der  im  L  Teil  behandelten  Addition  und  Subtraktion  von 
Strecken.  Das  Produkt  zweier  solchen  Längenzahlen  wird  der 
Kürze  wegen  einfach  als  Produkt  der  Strecken  bezeichnet  (es 
läfst  sich  geometrisch  deuten  als  der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks, 
dessen  Seiten  die  Längenzahlen  darstellen  —  vgl.  I,  Teil  §.  50,  2). 

8.  Wenn  a  =  a  •  6,  also  ^  =  a,  so  ist  auch 

|xa  =  fia6  =  a.^&,     ^  =  a  =  J,  d.  h.: 

Das  Verhältnis  zweier  Strecken  ist  gleich  dem  Verhältnis  gleicher 
Vielfache  oder  auch  entsprechender  Teile  der  Strecken, 


§.  2.    Das  Teilverhältnis  einer  Strecke  durch  einen  Pnnkt. 

1.    Von   drei  Punkten  ABC  einer  Reihe  begrenzen  irgend  zwei 
AB  eine  Strecke  und  der  dritte  G  teilt  dieselbe  innen  oder  aufsen. 


o  c 

Fig.  5. 

Wir  betrachten  hierbei  als  Teile  oder  Abschnitte  der  Strecke  erstens 
den  Abschnitt  vom  Anfangspunkt  Ä  der  Strecke  bis  zum  Teilpiinkt 
C  und  zweitens  den  Abschnitt  vom  Teilpunkt  C  bis  zum  Endpunkt 
B   der    Strecke.     Das   Verhältnis    des    so    bestimmten    ersten  Ab- 

AC 
Schnittes  zu  dem  zweiten  g^  heifst  das  Teilverhältnis  der  Strecke 

AB  durch  den  Punkt  C.  Dasselbe  ist  positiv  bei  innerem  Teil- 
punkt, negativ  bei  äufserem,  da  im  ersten  Falle  beide  Abschnitte  gleich- 
gerichtet, im  letzteren  gegengerichtet  genommen  sind  (I.  Teil  §.  6,  sl 

^  AG 

2.    Der  Weit  des  Teilverhältnisses  v  ===  775  ändert  sich  mit  der 

Lage  des  Teilpunktes  C.  Wir  erhalten  alle  möglichen  Lagen  und 
Werte,  wenn  wir  C  von  A  aus  nach  B  und  über  B  hinaus  in  un- 
beschränkt grofse  Entfernung  bewegt  denken,  um  den  Punkt  dann 
andrerseits  durch  Fortbewegung  in  gleicher  Richtung  wieder  bis  i 
zurückgelangen  zu  lassen.  Fällt  C  mit  A  zusammen,  so  ist  ^C=0, 
somit   t;  =  0.     Wandert   C   von    A  bis    B,    so    wird   v  >  0,   d.  h. 

f<l 
positiv,  im  besonderen  ist  r  { =«  1 ,  je  nachdem  C  auf  der  ersten  Hälfte 

von  -4  J5,  auf  der  Mitte  oder  auf  der  zweiten  Hälfte  liegt.  Fällt  C  in  5,  so 
wird  CB  =  0,  somit  v  =  00  und  sein  Wert  springt  in  —  00  über, 
wenn  C  durch  B  hindurchgeht.  Es  bleibt  dann  v  beim  Weiterrücken 
von  C  negativ  und  nimmt  stetig  ab,  da 

•    AC_AB  +  BC  _AB  _  .  _        /  AB\ 

^'^  CB~        CB        ~  CB         ^  i^  +  BC) 

und  in  diesem  Ausdruck  nur  BC  wächst.  Das  Verhältnis  nähert  sich 
dem  Grenzwert  —  1,  während  C  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung 

AB 
rückt,  da  sich  hierbei  ^^  der  Null   unbeschränkt  nähert.  —  Wenn 

sich  dann  C  aus  unbeschränkt  grofser  Entfernung  stets  im  Richtungs- 
sinn AB  gegen  A  bewegt,  so  bleibt  v  stets  negativ  und  absolut 
kleiner  als  1,  nämlich  ♦ 

^  =  -(i-ül)' 

sein  absoluter  Wert  nimmt,  wie  aus  letzter  Formel  ersichtUch,  stets 
ab,  bis  wieder  v  =  0  wird,  wenn  C  mit  A  zusammentriflFt. 


§.  2.  3.  9 

3.  Während  also  G  die  unbegrenzte  Gerade  durchläuft^  nimmt 
das  Teilverhältnis  der  Reihe  nach  alle  Werte  von  0  bis  +  oo  an, 
aber  jeden  nur  ein  einziges  Mal^  so  dafs  man  auch  umgekehrt  zu 
einem  bestimmten  Wert  v  des  Teilverhältnisses  von  AB  nur  einen 
einzigen  bestimmten  Punkt  C  finden  kann.  Denn  es  sind  dann  die 
beiden  fraglichen  Abschnitte  AG  und  GB  nach  Grofse  und  Richtung 
bestimmt  durch  die  beiden  Gleichungen:  . 

AG+GB^AB,      ^  =  v. 

a)  Jedem  (nach  Vorzeichen  und  Gröfse  bestimnUen)  Teilverhältnis 

einer  Strecke  entspricht  immer  ein  einziger  Teilpunkt. 

ÄC 
Nur  für  den  Wert  g  ^  =  —  1    läfst   sich   kein  Punkt   in  mefs- 

barer  Entfernung  von  AB  angeben,  vielmehr  wird  dieser  Wert  um 
so  genauer  erreicht,  je  weiter  der  "f  eilpunkt  in  unbeschränkt  grofse  Ent- 
fernung auf  dem  einen  oder  anderen  Halbstrahl  von  A  hinausrückt. 
Dies  drückt  man  durch  den  Satz  aus: 

ÄC 

b)  Dem  Wert  des  Teilverhältfiisses  /; «  *=  ~  ^  entspricht  der  un- 
endlich ferne  Punkt  als  Teilpunkt  der  Geraden. 

Man  nimmt  in  dieser  Redeweise  nur  einen  unendlich  fernen 
Punkt  einer  Geraden  an,  da  auch  im  Übrigen  jedem  Wert  des  Teil- 
verhältnisses nur  ein  Punkt  entspricht  (vgl.  die  Bemerkung  im  I.  Teil 
§.  3,  4). 

§.  3.   Die  Proportion. 

1.  Wexm  die  Verhältniszahlen  je  zweier  Paare  von  Strecken 
einander  gleich  sind,  a^^^a-h  und  »i  =  a •  6^ ,  so  giebt  die  Gleichsetzung 
der  Verhältnisse  eine  Verhältnisgleichung  oder  Proportion: 

.  ==  1^     oder     a  :  6  =  a^ :  6i . 

Die  einzelnen  Verhältnisse  heifsen  die  linke  und  rechte  Seite  der 
Proportion,  die  vier  sie  bildenden  Strecken  deren  Glieder;  diese 
werden  als  erstes  a,  zweites  6,  drittes  a^  und  viertes  \  unterschieden 
oder  auch'  so,  dafs  das  erste  und  vierte  Glied  die  äufseren,  das 
zweite  und  dritte  die  inneren  Glieder  der  Proportion  heifsen.  Das 
erste  und  dritte  Glied  werden  entsprechende  oder  proportionale 
Glieder  genannt,  ebenso  das  zweite  und  vierte. 

Da  die  Verhältniszahlen  reine  (unbenannte)  Zahlen  sind,  so  kann 
auch  das  Verhältnis  zweier  Strecken  dem  Verhältnis  zweier  Flächen, 
Winkel  oder  Bogen  gleich  sein. 

2.  Verhältnisse  und  Proportionen  lassen  sich  nach  einigen  arith- 
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§.3. 


metischen  Regeln  umformen^  auf  welche  hier  des  häufigen  Gebraucbs 
wegen  aufmerksam  gemacht  werden  soll.     Ist 


so  ist  auch 


lih,     ai  =  iihi,     also  f  =  J, 


d.  h. 


a  (ib  h 


a)  -4f*s  einer  Proportion  ergd)en  sich  richtige  Proportionen  durch 
Vertauschung  a)  der  inneren  Glieder  unter  sich,  ß)  der  äufseren  unter 
sich,  y)  der  inneren  mit  den  äufseren. 

Femer  ergiebt  sich 


d.  h.: 


-j-  =  X^ 


a 


X 


>di 


b)  Aus  einer  Proportion  ergiebt  sich  eine  richtige  Proportion  dwA 
Multiplikation  je  eines  inneren  und  eine»  äufseren  Gliedes  mit  einer  ZaM. 
Weiter  folgt,  dafs: 

a  ±:b fib  -jrh 

^b 


(^  ±  1)6  ^  ^  _  (/*±l)&i  _  f*^  ±A-?L±-V 


Ebenso 


a±b 
a 


Ol  ±  6i 


b,  b, 

a  -{-  b g,  +  ^1 

a  —  b        Ol  —  tj 


K 


d.  h.: 

c)  In  einer  Proportion  verhält  sich  die  Summe  oder  Differenz  der 
beiden  ersten  Glieder  zu  einem,  derselben ,  oder  auch  die  Summe  :ur 
Differenz,  mie  die  entsprechenden  Ausdrücke  des  dritten  und  vierten 
Gliedes. 

Wenn  mehrere  Verhältnisse  einander  gleich  sind, 


so  ist  auch 

«    +    «1    +    «2 


^^b~b;  ~67' 


b  +  b,  +  b. 


fib  +  fib^  +  fib^ 
b  +  b,  +b^ 


f,(P  +  6,  +  h,)  _ 


d.h.: 

d)  Von  mehreren  gleichen  Verhältnissen  verhält  sich  die  Srnm* 
aller  ersten  Glieder  zur  Summe  aller  ztveiten,  wie  irgend  ein  *  erstes  suf*^ 
zugehörigen  zweiten. 

Denken  wir  uns  für  die  Strecken  die  Längenzahlen  gesetzt,  so 

folgt  aus  ~  =  ^  durch  Multiplikation  mit  bb^ 

abi  =  a^b, 

e)  In  einer  Proportion  ist  das  Produkt  der  äufsem  Glieder  gM 
dem  der  innem. 


§.  3.  4.  11 

Umgekehrt  kann  aas  einer  solchen  Produktengleichong  eine  Pro- 
portion hergestellt  werden,  indem  aas  dem  einen  Produkt  die  äufsem, 
aus  dem  andern  die  innem  Glieder  entnommen  werden.  . 

3,  Sind  drei  Strecken  a,  by  c  gegeben  und  es  soll  zu  derselben 
die  vierte  Proportionale  gefunden  werden,  welche  also  der  Pro- 
portion a  :  b  '^  c:x  entspricht,   so  ist  das  Verhältnis  —  und  damit 

auch  a?  =  —  «c  bestimmt,  d.  h.: 

Durch  drei  Glieder  einer  Proportion  ist  das  vierte  eindeutig  bestimmt 

4,  Wenn  in  einer  Proportdon  die  beiden  mittleren  Glieder  ein- 
ander gleich  sind: 

a: X  «==  X :bf 

so  hei&t  das  mittlere  Glied  die  mittlere  (geometrische)  Pro- 
portionale oder  das  geometrische  Mittel  der  äufseren  a  und  b. 
£s  ist  dann: 

x^  =^  ü'b,     X  ^  V^} 
woraus  folgt: 

Die  mittlere  Proportionale  m  zwei  Gliedern  ist  (absolut  genommen) 
eindeutig  bestimmt 

5,  Unter  dem  harmonischen  Mittel  zu  zwei  Strecken  a  und  b 
versteht  man  eine  Strecke  x,  welche  der  Proportion  entspricht: 

a  —  X        a  _^    2ah  1^        i.  /l  4_  i.^ 

x'^^  ~  &'      ^~  ^r+  &'       a;  "^  2  Va  "•"  hj 

Das  harmonische  Mittel  zweier  Strecken  ist  eindeutig  bestimmt 
Die  Pjthagoreer  nannten  die  Proportion 
(a  —  x)  :  (x  --  b)  =^  a:h 
eine  harmonische,  weil  sich  harmonisch  klingende  Töne  ergeben,  wenn 
von  einer  gespannten  Saite   solche  Teile   a^  x^  b   genommen    werden, 
welche  dieser  Proportion  entsprechen,  wie  z.  B.  1,  ^,  ^  (Prim,  Quinte, 
Oktave),  oder  1,  |,  |  (Prim,  Terz,  Quinte). 

Anmerkung.  Wird  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  b  durch  A^ 
das  geometrische  durch  G,  das  harmonische  durch  11  bezeichnet,  so  ist: 
Ä:  G  =  G  :  H  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,   dafs  A'^  G>  U  sein  muls. 

§.  4.  Perspektiyische  Lage. 

1.  Wenn  von  einem  Punkt  aus  Strahlen  nach  allen  Punkten  einer 
Figur  gehen  und  auf  jedem  dieser  Strahlen  ein  weiterer  Punkt  an- 
genommen wird,  so  wird  durch  letztere  Punkte  eine  zweite  Figur  be- 
stimmt, welche  man  eine  perspektivische  Projektion  der  ersteren 
nennt  im  allgemeinsten  Sinne  dieses  Wortes. 

Zwei  Figuren  heifsen  also  perspektivisch,  wenn  jedem  Punkte 
der  einen  Figur  ein  solcher  der  zweiten  Figur  je  auf  einem 
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M. 


Strahl  durch  eiuen  bestimmten  Punkt  entspricht.  Den  letzteren 
Punkt  nennt  man  das  Projektionscentrum,  die  Strahlen  desselben 
Projektioosstrahlen.   Als  besonderer  Fall  ist  derjenige  aufzufassen, 
da  die  Projektionsstrahlen  unter  einander  parallel  sind  (vgl.  L  Teil  §.3,4;. 
Das  Sehen  entspricht  einer  solchen  perspektivischen  Projektion.  - 
Beispiel:    Projektion  der  Ge- 
genstände   vor    dem    Fenster 
durch  das  Auge  auf  das  Fenster; 
das  perspektivische  Zeichnen. 
Schatten. 
3.     Im     folgenden     be- 
trachten  wir  die  perspektivi- 
schen   Figuren   einer    Ebene, 
wobei    wir    als    weitere    Be- 
dingung annehmen,  dafs  jeder 
Geraden   der  einen  Figur 
eine    Gerade   der   anderen 
entspricht. 

Wir  können  hiernach  fol- 
gende Fälle  der  perspektivi- 
schen Lage  unterscheiden 
(Fig.  6): 

Die   entsprechenden  Punkte   werden   verbunden  durch  Pro- 
jektionsstrahlen, welche 

1)  parallel  sind:  2)  durch  einen  Punkt  gehen: 

a)  sind  parallel:       Kongruenz  Ähnlichkeit 


■g   a  S 


ß)  schneiden  ein- 
ander auf  einer 
Geraden: 


KollineatioD. 


Affinität 

Letztere  Gerade  heifst  Projektionsaxe. 

Über  die  perspektivische  Kongruenz  siehe  L  Teil,  Sechstes  Kapitel. 
Die  symmetrische  Lage  zweier  Figuren  ist  ein  besonderer  Fall  der 
Affinität,  die  diametrale  Lage  ein  besonderer  Fall  der  perspektiviscben 
Ähnlichkeit.  —  Es  lassen  sich  auch  perspektivische  Kongruenz  und 
Affinität  als  besondere  Fälle  der  Ähnlichkeit,  bzw.  KoUineation  auf- 
fassen; denn  letztere  gehen  in  erstere  über,  wenn  das  Projektions- 
centrum  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung  hinausrückt  (I.  Teil  §.  3, 4} 
Wir  werden  daher  im  folgenden  nur  die  perspektivische  Ähnlichkeit 
und  KoUineation  betrachten. 

Ja  auch  die  perspektivisch  ähnliche  Lage  entsteht  aus  der  kolli- 
nearen, wenn  die  Projektionsaxe  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung 
rückt.     Jedoch  sind   die   Gröfsenverhältnisse  perspektivisch  ähnliclier 


§.  4.    6. 
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Figuren  weit  einfacher,  als  die  kollinearer  Figuren;  wir  müssen  also 

jene  vor  diesen  kennen  lernen. 

Die  Abbildung  erfolgt  unter  den  angegebenen  Bedingungen  eben- 
so wie  die  Abbildung  der  Figuren  einer  Ebene  auf  eine  zweite  Ebene; 
es  sind  hierbei  gleichsam  beide  Ebenen  in  eine  zusammengefallen,  und 
die  Unterscheidung  der  Teile  beider  Figuren  kann  in  der  Weise  ge- 
schehen, daTs  man  von  Punkten  und  Linien  der  ersten  und  der 
zweiten  Ebene  spricht.  Die  Übereinstimmung  mit  der  Projektion  einer 
Ebene  auf  eine  zweite  wird  im  dritten  Teil  nachgewiesen  werden. 
3.  Zwei  Figuren  heifsen  ähnlich  (oo),  wenn  sie  in  perspektivisch 

ähnliche  Lage,  projektivisch  (A),  wenn  sie  in  perspektivische  Lage 

gebracht  werden  können. 


Zweites  Kapitel. 

VerhältniBse  von  Strecken  im  Strahlenbüsohel  mit  Parallelen. 
§.  5.  Der  Zweistrahl  mit  Parallelen. 

1.  Zwei  parallele  Strecken  liegen  stets  perspektivisch  ähnlich 
fp.  ö.)  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  der  Verbindungsgeraden  ihrer 
Grenzpunkte  als.Centren.  Zwei  Strecken  lassen  sich  daher  stets  perspek* 
tivisch  legen  (zwei  Winkel  dagegen  nur,  wenn  sie  einander  gleich  sind). 
In  einem  Zweistrahl  ah  mit  zwei  Parallelen  AB  und  Ä^B^  entsprechen 
einander  nicht  blos  die  parallelen  Strecken  AB  und  A^B^^  als  p.  ä., 
sondern  es  entsprechen  einander  auch  als  perspektivisch  affine  Ge- 
bilde die  Strecken  des  Zweistrahls,  welche  je  vom  Scheitel  und  einer 
Parallele  oder  von  beiden  Parallelen  begrenzt  sind,  wie  SB  und  SA, 
SB^  und  SAi,  BB^  und  AAj^.  Es  entsprechen  also  hierbei  ein- 
ander diejenigen  Strecken  zweier  Geraden,  welche  von  denselben  Ge- 
raden begrenzt  sind. 

Ist  das  Verhältnis  eines  Abschnittes  auf  einer  Geraden  zu  dem 
entsprechenden  Abschnitt  einer  zweiten  Geraden  gleich  dem  Verhält- 
nis zweier  weiteren  ebenso  gewählten  Abschnitte  beider  Geraden,  so 
heifsen  diese  Abschnitte  proportional. 

2.  Auf  einem  ZweistraM 
tcerden  von  ztcei  ParcUlelen  und 
dfim  Scheitel  proportionale  Ah- 
schnitte  begrenzt. 

Wenn  also  AB^  AiB^,  so 
wird  behauptet,  dafs: 
SAiSB^  AA, :  BB^ 

=  SA^ :  SB,.  ^*8-  '• 
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§.5. 


Zum  Beweise  hat  man  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  Sind  SÄ  und  AAj^  kommensurabel  und  läfst  sich  ihr  ge- 
meinsames Mafs  a;mal  auf  SA  und  j/mal  auf  AA^^  abtragen^  so  kann 
man  durch  die  erhaltenen  Teilpunkte  Parallele  zu  AB  ziehen:  dann 
wird  auch  SB^  in  gleiche  Teile  geteilt  (I.  Teil  §.  16,  8c),  wovon  x 
auf  SB  und  y  auf  BB^  kommen,  so  dafs 

SA:AA^  =  x:y  =  SB  :  BB„  SA:  SA,  ==  x:{x  +  y)  =  SB:  SB,, 
woraus  sich  bei  Vertauschung  der  inneren  Glieder  obige  Behauptung 
ergiebt. 

b)  Sind  aber  SA  und  AA,  inkommensurabel  und  wird  AA, 
in  y  gleiche  Teile  geteilt,  von  welchen  einer  zwar  mehr  als  xmd\, 
aber  weniger  als  (x  +  l)m^l  auf  SA  enthalten  sei,  so  kann  man 
wieder  durch  die  Teilpunkte  Parallele  zu  AB  ziehen;  dann  wird 
auch  BBi  in  y,  SB  in  (a;  +  1)  Teile  geteilt,  welche  —  mit  Aus- 
nahme des  letzten  kleineren  —  von  gleicher  Gröfse  sind.  Nun-  hegt 
der  Wert  des  Teilverhältnisses  SA  :  AA,  zwischen  x  :  y  und  (x  -\-  1)'}I 
und  der  Wert  von  SB :  BB,  liegt  zwischen  denselben  Gröfsen;  dem- 
nach mufs  -j—^ ^rT  kleiner  sein  als  -^ =  — .    Je  gröfser 


AA, 


BB, 


nun  die  Anzahl  y  der  Teile  genommen  wird,  um  so  kleiner  wird  der 
Unterschied  —  beider  Verhältnisse  und  um  so  kleiner  auch  das  zuletzt 

y 

übrig  bleibende  Teilchen,  so  dafs  die  Werte  beider  Verhältnisse  am 
so  mehr  übereinstimmen,  je  genauer  sie  bestimmt  werden;  dies  ent- 
spricht aber  dem  Begriff  der  Gleichheit  irrationaler  Zahlen.  Somit 
ist  auch  für  diesen  Fall  obige  Behauptung  erwiesen. 

3,  Der  eben  bewiesene  Satz  läfst  sich  nun  auch  auf  das  Ver- 
hältnis der  parallelen  Strecken,  die  vom  Zweistrahl  begrenzt  sind. 
anwenden,  wenn  man  durch  den  Punkt  A  die  Gerade  ÄL  [|  BB, 
zieht.  Es  ist  alsdann  ÜJ^  =  AB  (I.  Teil  §.  16, 7a),  während  aus  2  folgt: 

LB,:A,B,  =  AS:A,S, 

somit:  AB  :  A,B,  =  AS :  A,S  =  BS :  B.S-, 

d.  h.: 

Im  Zweistrahl  mit  zwei  Parallelen  ist  das  Verhältnis  der  Paralki- 
strecken  gleich  dem  Verhältnis  der  entsprechenden  Strecken  eines  Stra}tl(S. 

4.  Diese  beiden  Sätze  lassen  auch  je  eine  ümkehrung  zu.  Nehmen 
wir  zunächst  an,  es  seien  die  Strahlen  SA  und  SB  eines  Zweistrabis 
durch  zwei  Gerade  so  geteilt,  dafs  (auch  dem  Richtungssinne  und 
Zeichen  nach)  SA:SB  =  SA, :  SB,]  wenn  dann  A^B,  nicht  1  AB 
wäre,  so  könnte  man  durch  A,  eine  Gerade  A,X^AB  ziehen,  so 
dafs  (nach  2)  SA:SB  =  SA, :  5X;  aus  §.  2,  3  folgt  aber  nun,  dafs 
X  mit  B,  zusammenfallen  mufs,  also  A,B,  ||  AB]  d.  h.: 


§.  ö.  6.  15 

Zwei  Gerade,  welche  auf  den  Strahlen  eines  Zweistrahls  mit  dem 
Scheitel  proportionale  Abschnitte  begrenzen ,  sind  parallel, 

5,  Nehmen  wir  dagegen  an^  es  sei  AB  ^  A^B^  und  ein  Punkt 
8  auf  AA^  so  gewählt;  dafs  ^ 

SA:SA,=AB:A,B,,  ^  Ä      ^ 

—  wobei  S  äufserer  Teilpunkt    -•— -j -j-    «»sff- 

von  AB  sei,  falls  die  Parallel-        ^^s^       /  '  \ 

strecken  von  der  Geraden  AA^  ^^n/ 

aus  gleichgerichtet  parallel  sind,  ^g 

dagegen  innerer  Teilpunkt,  falls  *■*«•  ®- 

letztere  von  AA^  aus  gegengerichtet  sind,  —  und  würde  BB^   die 
Gerade  AA^m  X.  schneiden,  so  wäre  nach  3 
XA\XA^  =  AB.A^B^', 
dies  kann  aber  nur  stattfinden,  wenn  X  mit  S  zusammenfällt  (§.  2, 
3a),  d.  h.: 

Legt  man  durch  die  Grenzpmkte  einer  Strecke  zwei  \L^^^  [9^' 
richtete  parallele  Strecken^  so  liegen  deren  Endpunkte  auf  einer  Geraden 

mit  dem  Punkt,  welcher  die  erstere  Strecke   {  .         \  im  Verhältnis  der 
'  l  mnen  J 

Parallelstrecken  teilt. 

§.  6.  Der  StraUenbflscIiel  mit  Parallelen  nnd  der 
Parallelstrahlenbfischel. 

1.  Läfst  man  einen  Strahlenbüschel  S  durch  zwei  Parallele  durch- 
schneiden, so  entstehen  perspektivisch  ähnliche  Punktreihen 
(§.  4,  2)  und  es  ist  für  beliebige 
entsprechende  Strecken  derselben: 

ÄB:Ä,B^  =  SB:SB,=BC:B,C, 
=  CD  :  Gl  A- 
In  perspektivisch  ähnlichen  Punkt- 
reihen   sind   die   entsprechenden   Ab-     _ 
sdmitte  unter  einander  proportional  und  JL^ 
^>enso  mit  den  StrcMstrecken  nach  enU  Fig.  9. 

sprechenden  Punkten, 

2.  Aus  der  Möglichkeit  von  nur  einer  vierten  Proportionalen  zu 
drei  Strecken  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  auf  zwei  Parallelen  AB  :  A^By^ 
"=  BCiBj^C^  ist,  eine  Gerade,  welche  von  dem  Schnittpunkt  von 
ÄA^  und  BB^  aus  nach  einem  der  beiden  Punkte  C  oder  Ci  gezogen 
wird,  auch  den  andern  triflft;.  d.  h.: 

Von  zwei  parallelen  und  in  gleichem  Verhältnis  geteilten  Strecken  liegen 
die  Grenz-,  bzw.  Teilpunkte  perspektivisch  auf  drei  StraJilen  eines  Punktes. 


16  S  6. 7. 

Der  Scheitel  des  perspektivischen  Dreistrahls  teilt  die  Verbin- 
dungsstrecke  entsprechender  Punkte  im  Verhältnis  der  entsprechen- 
den  Strecken   und    zwar   |  .  |   bei   |°  |  gerichtet  paralleler 

Lage  der  entsprechenden  Strecken. 

3.  a)  Aus  2  folgt  weiter: 

Von  zwei  in  gleichem  VerJuätnis  geteilten  Strecken  bilden  dk 
Grenz-  und  Teilpunkte  drei  Fmiktpaare  ähnlicher  Reihen. 

Legt  man  sie  nämlich  parallel,  so  sind  sie  perspektivisch  ähnlich. 

b)  Wenn  nun  zwei  Punktreihen  A^B^C^  und  Ä^B^C^  einer  dritten 
ABC  ähnlich. sind, 

A^B^C^  oo  ABC,    A^B^C^  oo  ABC, 
so    stimmen   auch   die  Verhältnisse   der  Strecken  der  beiden  ersten 
Punktreihen  mit  einander  überein  und  es  ergiebt  sich 

A^BiC^i^A^B^C^. 

Wenn  zwei  Funktreihen  einer  dritten  ahnlich  (oder  perspektivisrh 
äJinlich)  sind^  so  sind  sie  es  auch  unter  einander. 

4.  Solche  ähnliche  Punktreihen  entstehen  nun  auch  durch  einen 
Parallelstrahl enbüschel -U.,  ||  BB^  ||  CC^  auf  zwei  Transversalen  SJ£(.' 
und  SA^B^C^.    Denn  aus  §.  5,  2  geht  hervor,  dafs 

AB:A,B,=  SB:SB,^BC:B,C,,AB:BC^A,B,:B,C, 

somit  nach  3         ABCo^A^BiCi]  d.h.: 

a)  Ein  ParallelstrahlenbüscJiel  bildet  auf  zwei  Trans- 
versalen  ähnliche  Punktreihen  (proportionale  Absdmitte). 

Die  Umkehrung  läfst  sich  wie  in  2  erweisen: 

b)  Wenn  von  drei  Geraden,  welche  auf  zwei  Trans-        *"**•  "• 
versalen  proportionale  Abschnitte  begrenzen,  zwei  parallel  sind,  so  ist  aud 
die  dritte  parallel  zu  ihnen. 

In  den  ähnlichen  Punktreihen  SABC(jO  SA^B^C^  ist  S  ein  sich 
selbst  entsprechender  Punkt.     Als  Erweiterung  von*  §.  5,  4  folgt: 

c)  Wenn  der  Schnittpunkt  zweier  ähnlicJien  Punktreihen  ein  sich  selbst 
entsprecJiender  Punkt  ist,  so  sind  die  Verbindungsgeraden  ihrer  ent- 
sprechenden Punkte  unter  einander  parallel. 

(Die  Punktreihen  sind  perspektivisch  affin.) 

§.  7.  Anwendung  zur  Eonstrnktion  von  proportionalen  Strecken 
und  von  Parallelen. 

!•  Aufgabe.  Es  soll  zu  drei  gegebenen  Strecken  a,  b,  c  die  vierk 
Proportionale  konstruiert  u)erden,  d.  h.  man  soll  eine  Strecke  x  suchen,  so  dnU 

a:b  ^^  c\x 
ist. 


§.  7. 
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a)  Nach  §.  5;  2:  In  einem  Zweistrahl  trägt  man  yom  Scheitel 
aus  auf  den  einen  Strahl  das  erste  Glied^  auf  den  andern  das  zweite 
und  verbindet  deren  Endpunkte.  Von  irgend  einem  Grenzpunkt  des 
ersten  Gliedes  trägt  man  dann  das  dritte  nach  der  einen  oder  andern 
Eichtong  des  ersten  Strahles  ab  und  zieht  durch  den  Endpunkt  des 
dritten  Gliedes  die  Parallele  zu  jener  Yerbindungsgeraden.  Alsdann 
liegt  das  vierte  fragliche  Glied  dem  dritten  entsprechend  gegenüber. 

l. 


b)  Nach  §.  5,  3:  Auf  einem  Strahl  eines  Zweistrahls  tragt  man 
Tom  Scheitel  aus  das  erste  und  zweite  Glied  an;  das  dritte  Glied 
trägt  man  vom  Endpunkt  des  ersten  Gliedes  so  in  den  Zweistrahl 
ein,  dafs  sein  Endpunkt  auf  dem  zweiten  Strahle  liegt.  Zu  der  so 
erhaltenen  Geraden  zieht  man  durch  den  Endpunkt  des  zweiten  Gliedes 
die  Parallele;  dann  stellt  deren  ebenfalls  vom  Zweistrahl  begrenztes 
Stuck  das  vierte  Glied  dar. 


Fig.  12. 


c)  Nach  §.  6,  1:  Man  trägt  auf  einer  von  zwei  Parallelen  von 
einem  Punkt  aus  das  erste  und  zweite  Glied  an,   auf  der  anderen 


.r 


>: 


jr^v 


-0r- 


Fig.  13. 


Parallele  das  dritte  Glied,  verbindet  die  Endpunkte  des   erst.en  und 
dritten  Gliedes  und  zieht  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Verbindungs- 

Lehrbach  der  ISlemenUr-Geometrie.   H.  2 
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geraden  den  Strahl  nach  dem  Endpunkt  des  zweiten  Gliedes.    Das 
vierte  Glied  entspricht  dann  perspektivisch  dem  zweiten  Glied. 

d)  Nach  §.  6,  4:  Auf 
einer  Geraden  trägt  man 
von  einem  Punkt  aus  das 
erste  und  zweite  Glied 
ab  und  zieht  durch  deren 
Endpunkte  drei  Parallele. 
Das  dritte  Glied  trägt 
man  in  letztere  so  ein, 
erste  Glied  begrenzt  wird, 


Fig.  14. 


dafs  es  von  denselben  Parallelen  wie  das 
Auf  gleicher  Geraden  mit  diesem  dritten 
Gliede  wird  das  vierte  Glied  von  den  Parallelen  des  zweiten  Ghedes 
begrenzt. 

In  allen  diesen  Konstruktionen  kann  die  Lage  des  zweiten  und 
dritten  Gliedes  vertauscht  werden. 

3.  Wie  die  Aufgabe:  Durch  einen  Ptmkt  m  einer  Geraden  dir 
Parallele  jsu  ziehen,  mit  Hilfe  von  Lineal  und  Mafsstab  durch  Ab- 
messen von  vier  eine  Proportion  bildenden  Abschnitten  gelost  wird, 
ergiebt  sich  aus  la. 

3.  Aufgabe.  Es  soll  eine  Sirecke  AB  im  Verhältnis  zweier  ge- 
gebenen Strecken  |> :  g  (z.  B.  7  :  3)  geteilt  werden^  d.  h.  es  soll  ein  Punkt 
G  so  bestimmt  werden,  dafs  AGiGB  '==p:q  ist  (vgl.  §.  2). 

a)  Nach  §.  5,  2:  Man  trägt  auf  einem  Strahl  durch  A  AX^^p, 
XY=q  ab,  zieht  YB  und  hierzu  die  Parallele  durch  X,  so  giebt 

A  _^    A B^ 


T:^C 


ff 


Fig.  15. 

diese  den  Teilpunkt  C  Man  erhält  den  inneren  Teilpunkt,  wenn  -4X 
und  XY  im  gleichen  Sinn,  den  äufseren,  sobald  diese  Strecken  im 
entgegengesetzten  Sinn  aufgetragen  werden. 

b)  Nach  §.  5,  6:  Man  trägt  auf  zwei  beliebigen  Parallelen  durch 

6.         Z 


B^ 


A  und  B  die  Strecken  AX  ■■ 


Fig.  16. 

'P  und  BY=^  q  ab,  zieht  XF,  so  giebt 


§.  7.  8. 
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diese  Yerbindungsgerade  den  Teilpunkt  C,  und  zwar  den  inneren,  wenn 
AX  und  BY  gegengerichtet,  den  äufseren,  wenn  sie  gleichgerichtet 
c)  Nach  §.  6,  i:  Man  trägt  auf  eine  Parallele  zu  AB  XY^^p, 
YZ  =  q  ab,  verbindet  A  mit  X,  B  mit  Z  und  zieht  vom  Schnittpunkt 
S  dieser  Verbindungsgeradeu  den^  Strahl  nach  Y,  so  bestimmt  dieser 
den  Teilpunkt  C. 


\ 


"5v 


l-::^  M 


T^ ^. 


Flg.  17. 


Zusatz.  Soll  eine  Strecke  im  Verhältnis  gegebener  Zahlen  geteilt 
tverden,  so  konstruiert  man  zunächst  mit  einer  beliebigen  Strecke  als 
Mafs  die  den  Zahlen  entsprechenden  Strecken  und  verfahrt  dann  wie 
eben  gezeigt. 


Drittes  Kapitel. 

Produkte  von  Strecken  im  Zweistrahl  mit  Antiparallelen  und 

mit, dem  Kreis. 

§.  8.  Der  Zweistrahl  mit  Antiparallelen. 

!•    Wenn  wir  im  Zweistrahl  S  mit  zwei  Parallelen  AB\XY 
die  Figur  SXT  durch  eine  ümwendung  um  die  Winkelhalbierende 


Fig.  18. 

von  ASB  in  die  Lage  SA^B^  bringen,  so  ist  <^  SA^B^  «=  SXY 
=  SAB,  und  die  Geraden  AB  und  A^B^  heifsen  unter  dieser  Be- 
dingung antiparallel  zu  SA  und  SB  (I.  Teil  §.  41,  i,  Anm.).  Da 
umgekehrt  zwei  Antiparallele  AB  und  A^B^  stets  durch  eine  ümwen- 
dung in  parallele  Lage  gebracht  werden  können,  so  folgt  aus  §.  5: 
SA:SB  =  SA, :  SB,  oder  AS  -  SB,  =  A,S  •  SB,  d.  h.: 

2* 
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a)  Zwei  Antiparällele  hegreneen  auf  einem  Zweistrahl  ewei  Str&h. 
welche  der  Scheitel  des  letzteren  so  teilt,  dafs  das  Prodnkt  der  AhsMü* 
der  einen  Strecke  gleich  dem  der  anderen  ist  (Über  die  Ausdnicksweise 

vgl.   §.    1,   7.)    ^ 

und  AB  :  A^B^  =  SA  :  SA^  =  SB :  SB^,      d.  k: 

b)  Die  eine  von  zwei  antiparallelen  Strecken  verhalt  sich  zur  anära 
wie  ein  von  ersterer  begrenzter  Scheitelabschnitt  des  einen  SttoMs  gn  h 
von  der  zweiten  Strecke  begrenzten  des  zweiten  Strahles  — 

und  entsprechend  §.  5,  4: 

c)  Wird  auf  den.  Strählen  eines  Zweistrahls  je  eine  Strecke  did 

(innen  1 
/.     [   so  geteilt,  dafs  das  Produkt  der  Abschnitte  in 
au/sen  j 

einen  Strecke  gleich  dem  der  anderen  ist,  so  sind  die  Verbindungsgerak 
der  Strecken  antiparallel. 

3«    Gehen  im  besonderen  die  beiden  Antiparallelen  durch  den- 
selben Punkt  des  einen  Strahles,  etwa 
durch  B,  so  ist: 

SA:SB  =  SB:SA,,  'SB'^SA-SA,. 

Schneiden  im  Zweistfahl  zwei  Anti-  ^^ 

parallele  einander  auf  einem  der  Strahlen,  *^  (d.  4r 

so  ist  der  Abschnitt  dieses  Strahles  die  ^^^-  *^- 

mittlere  Proportionale   zu   den  vom  Scheitel  einerseits  begrenäen  Ah- 
schnitten  des  andern, 

3.  Dieser  Fall  liegt  vor,  weim  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
A  CB  die  Hypotenusenhöhe  CC^  gezogen  wird,  da  dann  ^  A  CB  =  iCi  f 
=  BCyC,  und  zwar  kann  sowohl  A  wie  B  als  Scheitel  eines  Zwei 
Strahls    mit  Antiparallelen  aufgefafst   werden.  ^ 

Hier  gilt  nun  erstens  (nach  2): 

AG^  :AC=AC:AB,  ÄC'=AC,'AB 

C,B  :  BC  =  BC :  AB,  BC'  =  C,B' AB,  d.h,:    ^'^^ q' 

a)  Eine  Kathete  ist  die  mittlere  Proportio- 

nah  zu  der  Hypotenuse  und  der  Projektion  der  Kalhete  auf  sie  (vgi- 
I  Teil  §.  46,  8). 

Zweitens  aber  ist  (nach  1,  b) 
im  Zweistrahl  von  A:        BC  \CG^=^  AC:  AC^     und 
im  Zweistrahl  von  B:        G^B  :BC=GC^:AG, 
woraus  folgt  (durch  Multiplikation): 

C,B:CC^  =  CC,:AC„    CG^=AG^G,B,    d.h.: 

b)  Die  Hypotenusenhohe  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  den  hrnff^ 
durch  sie  gebildeten  Hypotenusen-Abschnitten  (vgl.  I.  Teil  §.  46,  ß). 


§.  8.  9. 
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Aus  a)  folgt  noch  weiter: 

Ä&  +  BCf^  (ÄC,  +  C,B) .  AB  =  AB^' 

Dies   ist   der   arithmetische  Ausdruck   für   den   pythagoreischen 
Lehrsatz  (L  Teil  §.  47,  3): 

c)   I>ie  zweite  Potenz  der  Hypotenuse  ist  gleich  der  Summe  der 
zweiten  Potenzen  der  Katheten, 

Es  wird  diese  Gleichung  benutzt,  um  aus  zwei  Seiten  des  recht- 
winkligen Dreiecks  die  dritte  zu  berechnen,  z.  B. 

AC=  YÄW^~BC^  =  y(AB  -i^BCYlÄB  ^BC). 

Die  weitere  Ausführung  der  sich  hieraus  ergebenden  metrischen 
Beziehungen  folgt  in  der  zweiten  Abteilung. 


Pig.  21. 


§.  9.  Der  StraUenbfischel  mit  dem  Kreis. 

!•  Nach  I.  Teil  §.41,  1  und  2  sind  im  Sehnenviereck  die  gegen- 
überliegenden Seiten  antiparallel;  daher  gilt  nun  weiter  nach  §.  8,  i: 

SA:SA,  =  SB,:SB 
oder 
AS'SB  =  A,S'SB,,    d.h.: 

a)  Zwei  Sehnen  werden 
durch  den  Schnittpunkt  ihrer 
Geraden  so  geteilt,  dafs  das 
Produkt  der  Abschnitte  der 
einen  gleich  dem  der  andern  ist. 

Da  einerseits  durch  drei  Punkte  ein  Kreis,  andrerseits  zu  drei 
Ghedem  einer  Proportion  das  vierte  eindeutig  bestimmt  ist,  so  folgt 
nun  umgekehrt: 

b)  Wird  durch  den  Scheitel  eines  ZweistraJils  je  eine  Strecke  auf 
jedem  Strahl  aufsen  oder  unrd  jede  innen  so  geteilt,  dafs  das  Produkt 
der  Abschnitte  der  einen  Strecke  gleich  dem  der  andern  ist,  so  liegen  die 
vier  Grenzpunkte  dieser  Strecken  auf  einem  Kreis, 

2.   Läfst  man  hierbei  die  eine  Sehne  unbeschränkt  kleiner  wer- 
den, so  ergiebt  sich  schliefslich  eine  Tan- 
gente, wobei  ^  SA^A  =  SBA^  ist.  Daher 
folgt  aus  §.  8,  2: 
SÄ:SA,  =  SA,:SB,    SÄ^  =  SA'SB. 

a)  Die  Tangente  von  einem  Punkt  an 
einen  Kreis  ist  die  mittlere  Proportionale  zu 
den  Abschnitten,  in  u?elche  der  Punkt  die 
Sehfwn  der  durch  ihn  gezogenen  Sekanten  teilt. 

Aus    der   Eindeutigkeit    der   mittleren   Proportionalen   zu   zwei 
Strecken  folgt  umgekehrt: 


Fig.  22. 
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b)  Trägt  man  von  dem  Scheitel  eines  ZweistraMs  auf  dem  &m 
Strahl  zwei  Strecken  nach  einerlei  Richtung  ab  und  auf  dem  andm 
deren  mittlere  Proportionale,  so  berührt  der  Kreis  durch  die  Endpuntii 
dieser  drei  Strecken  den  zweiten  Strahl. 

3.  Da  in  einem  Kreis  jeder  Peripheriewinkel  ein  Rechter  ist, 
dessen  Sehne  ein  Durchmesser^  so  lassen  sich  die  in  §.  8^  3  angegebenen 
Sätze  sofort  auf  Figuren  im  Kreis  übertragen: 

AC^:AC=ÄC:AB,    ÄC^=ÄG,'ÄB,     d.h.: 

a)  Jede  Kreissehne  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  ihrer  Projektion  auf  den  durch  einen  ihrer 
Grenzjmnkte  gezogenen  Durchmesser  und  dem  Durch- 
messer selbst  —  femer: 
AC,:CG^=CC,:C,B,    CC,''  =  AC,'C,B,    d.h.: 

b)  Jede  zu  einem  Durchmesser  normale  Halbsehne  (Ordinate)  eines 
Kreises  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  den  durch  »ie  gebildeten  Äh- 
schnitten  (Abscissen)  des  Durchmessers; 

und  umgekehrt: 

c)  Errichtet  man  in  einem  innern  Teilpunkt  einer  Strecke  eine  nor- 
male Strecke,  welche  die  mittlere  Proportionale  der  Absdinitte  istj  so 
liegt  deren  Endpunkt  auf  dem  um  die  Strecke  als  Durchmesser  k- 
schriebenen  Kreis, 

4.  Die  Sätze  la,  2a  und  3b  geben  Beziehungen,  welche  durch 
die  Gröfse  des  Kreises  und  die  Lage  des  Punktes  bzw.  dessen  Ab- 
stand vom  Mittelpunkt  bestimmt  sind.  Ist  nämlich  r  der  Radius  des 
Kreises,  a  der  Abstand  des  Punktes  vom  Mittelpunkt,  so  folgt  aus  3b 
für  die  Ordinate  (Halbsehne)  h  eines  Punktes  innerhalb  der  Kreisfläche: 

r«  —  a^  =  Ä»  =  (r  +  a)  (r  -  a) 
und  für  die  Tangente  eines  auf  serhalb  des  Kreises  liegenden  Punktes 
a^  —  r^  =  t'  =  (a  +  r){a  —  r). 

Man  nennt  nun  die  DiflFerenz  der  Quadrate  der  Abstände  r  und 
a  eines  Punktes  der  Peri- 
pherie und  eines  beliebigen 
Punktes  vom  Kreis-Mittel- 
punkt die  Potenz  des  er- 
steren  Punktes  in  Bezug 
auf  den  Kreis:  r*  —  a\ 

3^)  Die  Potenz  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  ist, 
falls  er  nufserhalb  der  Kreisfläche  liegt,  gleich  dem  negativen  Quadrd  der 
von  dmn  Punkt  an  den  Kreis  gehenden  Tangente,  dagegen  gleich  dm 
Quadrat  seiner  Ordinate,  sobald  er  innerJidlh  der  Kreisfläche  liegt. 


Fig.  24. 
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Die  Potenz  eines  Punktes  nimmt  hiernach  bei  der  Annäherung 
desselben  von  aufsen  absolut  ab,  wird  auf  der  Peripherie  zu 
Null,  im  Innern  positiv, 
wachsend  bis  zum  Werte 
r^  im  Kreismittelpunkt. 

b)  Für  jede  Sehie  auf 
einem  Strahl  eines  Büschels 
im  Kreis  ist  das  Produkt 

der  vom  Scheitel  gMdeten  ^  Pig,  26. 

Abschnitte  das  gleiche,  und 
zwar  gleich  der  Fotenz  des  Scheitels  in  Bezug  auf  den  Kreis. 

ÄS'SB^Jl^  =  r^-a\ 

§.  10.  Anwendung  zur  Konstruktion  der  mittleren  Proportionale 
und  zur  Konstruktion  von  Kreisen  zu  Geraden  und  Punkten. 

1.  Aufgabe.  Es  soll  zu  zwei  gegebenen  Strecken  a  und  b  die 
mittlere  Proportionale  konstruiert  werden  a:x  =  x:b  (vgl.  I,  Teil  §.  48,  6). 

Man  konstruiert  nach  §.  9, 3  a  die  mittlere  Proportionale,  indem  man 
um  die  grofsere  von  beiden  Strecken  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis beschreibt,  von  einem  Grenzpunkt  des  Durchmessers  die  kleinere 
Strecke  auf  letzterem  abträgt;  die  mittlere  Proportionale  ist  dann  die 
Sehne,  von  welcher  dieser  Abschnitt  die  Projektion  ist. 

Nach  §.  9,  3  b  trägt  man  die  beiden  Strecken  aneinander  auf  einer 
Geraden  ab,  beschreibt  um  ihre  Summe  als  Durchmesser  einen  Kreis 
und  zieht  die  Ordinate  in  dem  gemeinschaftlichen  Grenzpunkt  beider 
Strecken. 

Auch  gemäfs  §.  9,  2  läfst  sich  die  Aufgabe  lösen. 

2.  Aufgabe.  Es  soll  eine  Strecke  AB  =  a  so  geteilt  werden,  dafs 
der  grofsere  Abschnitt  AG  die  mittlere  Proportion^  ist  zu  dem  kleineren 
Abschnitt  und  der  Strecke  selbst,  also: 

AB:AC  =  AC:CB. 

Man  nennt  diese  Art  der  Teilung  den  goldenen  Schnitt,  den 
grofaeren  Abschnitt  den  goldenen  Abschnitt  der  Strecke. 

Analysis.   Da  der  kleinere  Abschnitt  (a  —  x)  ist,  so  ist  die  vor- 
gelegte Proportion  a:  x  =  x:(a  —  x), 
woraus  folgt  (§.  3,2  c):       (a  -{-  x)  :  a  ^=^  a:  x.  Hiemach  kann 
(§.  9, 2a)  a  als  Tangente  eines  Kreises,  x  und  (a  +  x)  als  Abschnitte 
einer  Sehile  a  angenommen  werden,  a  selbst  als  Durchmesser. 

Konstruktion.   Man  bildet  aus  a  und  —  als  Katheten  ein  recht- 

«    • 

winkliges  Dreieck  und  trägt  —  auf  die  Hypotenuse  von  einem  Grenz- 
punkt derselben  ab;  der  andere  Abschnitt  der  Hypotenuse  ist  dann  x. 


24 


§.  10. 


Flg.  26. 


Der  Beweis  wird  durch  die  ümkehrung  der  Folge  der  fötw, 
wie  sie  die  Analyse  enthält^  geführt. 
Zusatz,  a)  Da 

oder        ÄZiYZ^YZiÄY, 

so  ist  auch  a  der  goldene  Abschnitt 
zu  (a  +  x)  und  hiemach  leicht  die 
Aufgabe  zu  lösen:  Zu  dem  geg(i)enen 
goldenen  Abschnitt  AB  =  a  einer 
Streöke  ist  die  Strecke  ÄZ  =  (a  +  ^) 
selbst  m  Tconstruieren. 

b)  Ferner  folgt,  dafs  {2a  -\-  x) :  {a  -{-  x)  =  {a  -{-  x)  i  a,  wonach 
man  zu  dem  kleineren  Abschnitt  a  den  gröfseren  (a  +  ^)  ^^^  ^^ 
ganze  Strecke  (2a  +  x)  findet,  bzw.  die  Aufgabe  löst:  eine  Strebt 
ZV  ist  durch  einen  äußern  TeilpunM  A  so  zu  teilen ^  dafs  der  eine 
Abschnitt  die  mittlere  Proportionale  ist  m  dem  andern  Abschnitt  wtd 
der  Strecke  selbst  —  also: 

VAiZA^ZA:  VZ. 

3.   Aufgabe.    Es  sind  Kreise  zu  konstruieren,  welche 

a)  durdi  zwei  gegebene  Funkte  A  und  B  gehen  und  eine  gegebene 
Gerade  c  berühren; 

b)  durch  einen  gegebeneti  Punkt  G  gehen  und  zwei  gegebene  Ge- 
rade a  und  b  berühren. 

Analysis.  Zu  a):  Wenn  die  Verbindungsgerade -4. J5  die  Gerade 
c  in  8  schneidet,  so  ist  der  Berührungspunkt  X  auf  dieser  Geraden 
so  gelegen,  dafs  SX  die  mittlere  Proportionale  zu  AS  und  SB  ist 


Fig.  28. 


Zu  b):  Da  die  Winkelhalbierende  w  zu  ab  Symmetrieaxe  ßr 
den  fraglichen  Kreis  ist,  so  geht  derselbe  auch  durch  C^  A'C>  ^^^^^ 
die  Aufgabe  auf  a)  zurückkommt. 

Weitere  Aufgaben,  auch  zu  Kreisen  beriihrende  Kreise  zu  kon- 
struieren, sollen  erst  nach  der  Betrachtung  der  perspektivischen  Be- 
ziehungen zweier  Kreise  (§.  24)  behandelt  werden. 


§.  11. 
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Viertes  Kapitel. 
Fenpektiyisoh  lUmliohe  Figuren. 

§.  IL  Perspektivische  Ähnlichkeit  geradüniger  Figuren. 

1.  Von  perspektivisch  ähnlichen  (p.  ä.)  Figuren  (§.  4,  2)  haben  wir 
bisher  nur  Punktreihen  betrachtet.  Perspektivisch  ähnliche  Strahlen- 
büschel müssen ;  da  ihre  Seiten  paarweise  parallel  sind,  kongruent 
sein,  bieten  also  keine  neuen  Beziehungen  dar.  Wir  gehen  nun  zur 
Untersuchung  perspektivisch  ähnlicher  Dreiecke  und  Dreiseite  über. 
In  p.  ä.  Figuren  heifst  das  Projektionscenirum  Ähnlichkeits- 
punkt (Ä.-Punkt)  und  jeder  Strahl  desselben  Ähnlichkeitsstrahl 
(Ä.- Strahl).  Der  Ä.-Punkt  heifst  ein  auf  s  er  er,  wenn  er  die  Ver- 
bindungsgerade zweier  entsprechenden  Punkte  auf  seif  teilt,  ein  innerer; 
wenn  er  zwischen  letzteren  liegt.  Von  einem  Ä.-Strahl  aus  entsprechen 
einander  gleichgerichtete  Halbstrahlen  bei  einem  äufseren  Ä.  Punkt, 
gegengerichtete  bei  einem  inneren. 

2.  Werden  drei  Punktpaare  ÄÄi,  2'.  Werden  drei  Paare  paralleler 
BBij  CCi  auf  drei  Strahlen  eines  Geraden  angenommen:  ÄB[AiBi, 
Bfischels    so    ange-       ^  ^^      ^  BC\B^C^,GAlG^A^, 

so  bestimmen  diese 
Geraden  zwei  p.  ä. 
Dreiseite.  Denn:  ist 
S  der  Schnittpunkt 
von  AAi  und  BB^ 
und  würde  SC  die 
Gerade  A^G^  in  C^ 
treflfen,  so  wäreSCCj 
t^SAA^ijr^SBB^', 
daher  B^G^  \  BG, 
woraus  folgt,  dafs 
B^G^  mit  B^G^y  G^ 
mit  Gl  zusammen- 
fallt. 

Zwei  Breiecke  sind  perspektivisch  ähnlich^  wenn    * 
deren   Ecken   paarweise    auf  drei  deren  Seiten  paarweise  parallel  sind, 
StraMen  eines  Büschels  so   liegen, 
dafs    die    Abstände    entsprechender 
Punkte  vom  Scheitel  proportional  sind, 

3.   Aus  der  Entstehung  dieser  Figuren  läfst  sich  folgern: 
In  ähüichen  Dreiecken  (Figuren)  sind  die  entsprechenden  Winkel 
einander  gleich  und  die  entsprechenden  Seiten  proportional. 


nommen,  dafs  SAA^ 

oo  SBB^  oo  SCC^, 

so  bestimmen  diese 

Punkte    zwei    p,   Q. 

Dreiecke.  Denn  aus 

§.  6,  4c  folgt  dann: 

AB  II  A,B,, 

BGIB.G,, 

GA  1  G^A^. 


?ig.  29. 
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Ersieres  folgt  aus  dem  Parallelismus  der  Seiten^  letzteres  darans^ 
dafs  die  Strecken  bei  p.  ä.  Lage  den  entsprechenden  Ä.-Strahlen  pro- 
portional sind. 

4.  Nun  ergeben  sich  auch  leicht  die  Bedingungen ,  welche  für 
zwei  Dreiecke  ausreichen,  damit  dieselben  ähnlich  sind  (§.  4,  3'. 
Den  vier  Eongruenzsätzen  entsprechend  (I.  Teil  §.  21)  folgt: 

Zwei  Dreiecke  sind  ahnlich:  A  ÄBCon  A^B^C^j  wenn  sie: 

a)  in  je  einem  Winkel  tmd  dem  Verhältnis  der  ihn  bildenden  Seiten 
übereinstimmen: 

s^   Ä  _    A  AB   __  ÄC 

b)  in  zwei  Winkeln  übereinstimmen: 

c)  in  den  VeMütnissen  ihrer  Seiten  übereinstimmen: 

AB   ^  BG  ^   CA 
A^  J5i        JBi  C\        Cj  Ay ' 

d)  in  dem  Verhältnis  je  eines  Seitenpaares  Hbereinstimmen,  mhraii 
die  Gegenwinkel  eines  Paares  entsprechender  Seiten  einander  gleiA^  dpj 
Gegenwinkel  des  anderen  Paares  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sind. 

Legt  man  nämlich  die  beiden  Dreiecke  so,  dafs  sie  gleichwendig 
und  die  zwei  entsprechenden  Seiten  AB  und  Ä^B^  parallel  sind  und 
ist  dann  S  der  Schnittpunkt  von  ÄA^  und  BB^,  so  ist 

im  Fall  a)  auch  AG^  A^G^  (L  Teil  §.  16,  6b)  und 

AGiA^G,  =  AB  :  A,B,  =  SA  :  SA^, 

woraus  folgt  (§.  5,  5),  dafs  SGG^  eine  Gerade;  ferner  ist  SCCii/^ 
SAA^onSBB^  und  somit  (2)  AABG  p.  ä.  A^B^G^. 

Im  Fall  b)  ist  auch  AG  \  A^G^,  BG  ||  B^G^,  somit  nach  2'  äABC 
p.  ö.  A^B^Gi. 

Im  Fall  c)  konstruiere  man  A  ABG^  p.  ä.  A^B^G^]  dann  ist 
^B   _BC^  _  C^A 
A,B,~  B^G~  C,  Ai ' 

woraus  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Annahme  ergiebt,  dafs 
AG^  =  AG,  BG^  =  BG,  d.h.  /\  ABG^  fällt  mit  ABG  zusammen 
und  letzteres  ist  p.  ä.  zu  A^B^G^, 

In  ähnlicher  Weise  ist  der  Fall  d)  mittels  L  Teil  §.  21,  5  zu 
beweisen. 

5.  An  p.  ö.  Punkte,  Gerade,  Dreiecke  lassen  sich  nun  weitere 
entsprechende  Gebilde  anreihen. 

TriflFt  ein  Ä.- Strahl  ein  p.  ä. 
Geradenpaar  ABj  AiB^  in  X  und 
Xj,  ein  zweiter  A.-Strahl  ein  zweites 


,s 


Zieht  man  durch  ein  p.  0.  Punkt- 
paar A  und  Aj^  ein  paar  Paral- 
lelen AX  II  A^X^  und  ebenso  durch 


§.  11. 
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Geradenpaar  ÄC,  A^C^  in  Y  und 
Y,,  80  ist  SXX^ooSÄÄ^onSYY^ 
daher  nach  2:  ZT  p.  ö,  X^Y^  d. 
h.  auch  ZriXiFi. 


Fig.  30. 


ein  zweites  Punktpaar  B  und  B^ 
die  £Z  B  B^X^y  so  ist  nach  2^ 
auch  A  JJBX  p.  ä.  Ä^B^X^  i  h. 
auch  SXXi  eine  Gerade. 


Flg.  81. 


In  p.  ä.  jPtgPüren  ergeben  sich  als  weitere  entsprechende  Gebilde: 


a)  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Geraden  mit  einem  Ä.- Strahl; 


a')  parallele  Gerade  durch  ent- 
sprechende Punkte  und  zwar  gleich- 
gerichtet  parallele  HälbstraJden  bei 
äufserem,  gegengerichtete  bei  innerem 
Ä.'Fünkt; 

b')  der  Schnittpunkt  zweier  Ge- 
raden der  einen  Figur  und  der  der 
entsprechenden  Geraden  der  zweiten 
(sie  liegen  auf  einem  Ä.-Strahl). 


b)  die  Verbindungsgerade  zweier 
Punkte  der  einen  Figur  und  die  der 
entsprechenden  Punkte  der  zürnten 
(sie  sind  parallel). 

Diese  Sätze  können  dazu  dienen  ^  zu  p.  ä.  Figuren  noch  weitere 
entsprechende  Punkte  und  Gerade  zu  finden.  Es  kann  hierbei  jeder 
Punkt  und  jede  Gerade  der  Ebene  als  irgend  einer  der  beiden  Figuren 
zugeordnet  betrachtet  und  dann  der  entsprechende  Punkt  der  an- 
deren Figur  bestimmt  werden  (vgl.  Bemerkung  §.  4,  2). 

c)  Der  Ä.-Punkt  und  die  Abstrahlen  entsprechen  sich  selbst  in 
p.  0.  Figuren, 

Es  ergAen  sich  ferner  noch  entsprechende  Elemente  durch  das  An- 
tragen von 


d)  Strecken  auf  entsprechenden 
UalbsPrahlen,  deren  Verhältnis  mit 
dem  der  übrigen  entsprechenden 
Stredcenpaare  iä)er einstimmt  y  insbe- 
sofidere 

e)  vom  ÄrPunkt  aus  auf  einem 
ÄrStrahl. 


d')  gleichwendig  gleichen  Winkeln 
an,entsprecJienden  Halbstrahlen,  ins- 
besondere 


e')    von    entspredicnden  Punkten 
an  einem  Ä.-Strahl, 
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Zusatz.  Hiernacli  entsprechen  einander  paarweise  in  ähnlichen 
Figuren  die  Diagonalen,  alle  unter  gleichwendig  gleichen  Winkeln  zu 
den  Seiten  durch  entsprechende  Ecken  gezogenen  Geraden  z.  B.  die 
WinkelhalbirendeU;  die  Hohen;  ebenso  alle  die  Seiten  in  gleichem 
Verhältnis  teilenden  Geraden ,  die  Mittellinien  in  den  Dreiecken. 

6.    Als  ümkehrung  von  3  gilt: 

a)  Zwei  Figuren  sind  ähnlich,  wenn  in  ihneiri  gleiche  WifM  in 
übereinstimmender  Ordnung  auf  einander  folgen  und  ebenso  proportionale 
Strecken  zwischen  den  entsprechenden  Winkeln. 

b)  Zwei  ähnliche  Figuren  sind  perspektivisch,  wenn  ztcei  cd- 
sprechende  Gerade  parallel  sind  und  ein  entsprechendes  Wifdcdpawr  an 
denselben  gleichwendig  ist 

Denn  an  die  parallel,  d.  h.  p.  ä.  gelegten  Strecken  schliefsen 
sich  die  übrigen  Strecken  wegen  der  Übereinstimmung  in  den  Winkeln 
und  in  den  Seitenverhältnissen  nach  5d  und  d'  in  p,  &.  loLge  an. 

?•  Da  die  Übereinstimmung  in  den  Winkeln  und  den  Seiten- 
verhältnissen zur  Ähnlichkeit  der  Figuren  genügt,  so  folgt: 

a)  Wenn  zwei  Figuren  einer  dritten  ähnlich  sind,  so  sind  sie  es 
auch  unter  sich. 

In  Bezug  auf  die  Lage  zweier  zu  einer  dritten  p.  ä.  Figuren  ist 
noch  auszusagen: 

.b)  Wenn  zwei  Figuren  p.  a.  einer  dritten  sind,  so  sind  sie  & 
auch  unter  sich.  Dabei  liegen  die  drei  Ä.- Punkte  auf  einer  G&raät%^ 
einer  Ähnlichkeitsaxe,  und  zwar  entweder  drei  äufsere  Ä.'PwJäe. 
oder  zwei  innere  und  ein  äufserer. 


Fig.  32. 


Ist  nämlich  Ä^B^  p.  ä.  Ä^B^  zu  Sg  als  A.-Punkt,  A^B^  p.  i 
^gjBj  zu  8^  als  Ä.-Punkt,  so  ist  auch  A^B^  Q  -42^2  ^^^  somit  A^B^ 
p.  ö.  ^J?2  zu  ^3  als  Ä.-Funkt.  Wird  S^S^  von  A^B^,  A^B^  und 
A^B^  bezw.  in  X^,  Xg  und  X^  geschnitten,  so  ist  -4i-B,Xi  p.  i 
2   als  Ä.-Punkt  und  ^2^2^»  P-  ö-  A^f^^s  ^a  S^  als 


A^B^X^  zu 


§.  11.  12. 
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Ä.-Punkt.     Daher  ist  (§.  6,  2)  A-^i^i  P-  «•  A^2^  z^  ^a  d.  h.  Sg 
liegt  auf  einer  Geraden  mit  X^X^  und  S^S^. 

8.  Als  ein  spezieller  Fall  der  p.  ä.  Lage  ist  die  diametrale 
Lage  hervorzuheben.  Das  Centrum  ist  innerer  Ä.-Punkt  und  die  p. 
ä.  Gebilde  sind  kongruent;  das  Streckenverhältnis  ist  gleich  1. 

a)  In  cenirischen  Figuren  sind  die  diametralen  Teile  p.  ä.  zu  dem 
Centrum  als  Ä,'Punkt. 

In  Bezug  auf  die  perspektivische  Ähnlichkeit  zweier  centrischen 
Figuren  ist  noch  zu  bemerken: 

b)  Zu^  centrische  Figuren,  welche  p.  ä.  sind,  haben  zugleich  einen 
inneren  «wd  äufseren  Ä.'Funkt,  welche  die  VerbindungsstrecJce  der  Mittel- 
punkte innen  und  aufsen  im  Verhältnis  der  entsprechenden  Strecken  teilen. 

Denn  einer  Centralen  AB  der  einen  Figur 
entspricht  eine  solche  A^B^  der  zweiten  Figur; 
somit  entsprechen  auch  die  Mittelpunkte  der 
Centralen  M  und  M^  einander,  d.  h.  der 
Ä.-Punkt  hegt  auf  der  Verbindungsgeraden  der 
Mittelpunkte.  Trifft  nämlich  AA^  diese  Ge- 
rade in  8,  so  ist 

MSxM^S^ASiA^S 
=  AMi  A^M,  =  AB  :  A^B, 
und  durch  denselben  Teilpunkt  von  MMi  geht 
auch  BB^  (§.  5,  6)  u.  s.  w.    Li  gleicher  Weise 
treffen   BA^   und  AB^    die  Gerade  MMi    in 
einem  Punkt  S^,   welcher  MM^  teilt  in  dem  Verhältnis 

MS,  MA  ^   AB^ 

S,  M,  ^  M^B,  ~  A,  B,  * 

Die  Strahlen  durch  den  äufseren  Ä.-Punkt  nennen  wir  äufsere 
A.-Strahlen,  die  des  inneren  Ä.-Punktes  innere. 


Firf.  5». 


§.  12.  Perspektivische  Ähnlichkeit  von  Kreisen. 

1.  Da  ein  Kreis  eine  centrische  Figur  ist,  so  sind  diametrale 
Teile  desselben  p.  ä.  zu  dem  Mittelpunkt  als  Ä.-Punkt  (§.  11,  8  a);  jeder 
Sehne  AB  entspricht  eine  diametrale  Sehne  A^B^^ 
jeder  Tangente  t  eine  diametrale  t^. 

Aber  auch  zwei  «Kreise  lassen  sich  stets  als 
p.  Q.  Figuren  auffassen.  Teilt  man  nämlich  die 
Centrale  derselben  im  Verhältnis  der  Radien,  am 
einfachsten  indem  man  die  Endpunkte  paralleler 
Radien  MA  {  M^A^  verbindet,  so  trifft  jede  durch 
den  Teilpunkt  S  gezogene  Sekante  des  einen 
Kreises   auch   den  andern,   da   für  die  normalen  pig.  «. 
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MF  und  M^F^  nach  §.  5,  3     MFiM^F^ 
MF:r 
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MS:MiS  =  r:r^  oder 


M^Fj^ :  r^,  sodafs,  wenn  MF^  r,  auch  M^F^  ^  r^  ist,  wo- 
raus dann  folgt,  dafs  der  Strahl  durch  S  beide  Kreise  entweder  in 
zwei  Punkten  schneidet  oder  in  einem  Punkt  berührt  oder  gar  nicht 


Fig.  S5. 

triflPt.  —  Sind  die  Schnittpunkte  B  und  B^  so  gelegen,  dafs  die 
Winkel  MBS  und  M^B^S  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sind,  so 
{o\gteins%Al,Adyi^MB:M,B^=MS:M,Sujid^MSB  =  M,SB,\^t, 
dafs  A  MBSLTiM^B^S,  MB  |  M^B^  ist.  —  Alsdann  ist  aber  auch 
<^  AMB  p.  ö.  A^M^Bi  zu  S  als  Ä.-Punkt  und  nach  §.  11,  6b  AB  |).i 
AiB^,  d.  h.  irgend  welche  Strahlen  begrenzen  p.  a.  Sehnen  in  beiden 
Kreisen.  Ebenso  sind  die  Tangenten  in  den  entsprechenden  Schnitt- 
punkten der  Strahlen  p.  ä.  —  Dies  fassen  wir  in  den  Ausspruch  zusammen: 

a)  Zwei  Kreise  sind  p.  ä.  in  Bezug  auf  einen  äufseren  und  nmeren 
Ä.-Punkt,  welche  die  Centrale  im  Verhältnis  der  Badien  teilen. 

Hiermit  ist  zugleich  ausgesagt: 

b)  Bie  Endpunkte  gleichgerichtet  paralleler  Radien  liegen  auf  einm 
äufseren  Ä^-Strahl,  die  gegengerichteter  Radien  auf  einem  innerenj  und 
umgekehrt:  solche  Strahlen  treffen  die  Kreise  in  den  Endpunkten  paral- 
leler Radien, 
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c)  Die  Sehnen  entsprechender  Punktpaare  sind  parallel,  ebenso  die 
Tangenten, 

2.  Für  den  Fall,  dafs  die  Kreise  nicht  einander  einschliefsen, 
folgt  hieraus: 

a)  Die  gemeinsamen  äufseren  Tangenten  gtoeier  Kreise  sind  äufsere^ 
Ä.'StraMeny  die  gemeinsamen  innerere  Tangenten  innere  Ä^-Strahlen, 

Berühren  einander  die  Kreise;  so  teilt  der  Berührungspunkt  die 
Centrale  im  Verhältnis  der  Radien  (1.  Teil  §.  25,  6),  d.  h.: 

b)  In  zwei  einander  berührenden  Kreisen  ist  der  Berührungspunkt 
Ä.'Punkt  und  zwar  äufserer  bei  einscMiefsender  Berührung,  innerer  bei 
ausscMiefsender. 

Ist  daher  ein  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  einen  gegebenen  Kreis  M 
in  einem  gegebenen  Punkt  S  berührt  und  durch  einen  zweiten  Punkt  B^ 
geht,  so  zieht  man  SB^  bis  zum  Schnitt  B  mit  dem  Kreise  M\  als- 
dann ist  der  fragliche  Radius  durch  B^  parallel  zu  MB, 

Zusatz.  Für  den  Fall,  dafs  die  Kreise  einander  gleich  sind, 
sind  sie  perspektivisch  kongruent;  die  äufseren  Ä.-Strahlen  sind  pa- 
rallel (der  Ä.-Punkt  ist  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung  gerückt), 
der  innere  Ä.-Punkt  liegt  in  der  Mitte  der  Centrale;  beide  Kreise 
sind  diametral  zu  ihm. 

Sind  beide  Kreise  koncentrisch,  so  fallen  beide  Ä.-Punkte  im 
Mittelpunkt  zusammen. 

3.  Von  drei  Kreisen  einer  Ebene  können  je  zwei  als  p.  ä.  zu 
dem  dritten  betrachtet  werden.  Daher  folgt  aus  §.  11,  7  b  (indem  in 
Figur  32  A^B^,A^ B^  und  A^B^  drei  parallele  Radien  darstellen  mögen): 

Bei  drei  Kreisen  liegen 
die  drei  äufseren  Ä.-Punkte 
auf  einer  Gnaden,  der 
äufseren  Ä.-Äxe,  ämiso 
auch  je  ein  äufserer  Ä.-Punkt 
mit  den  zwei  nicht  zuge- 
hörigen innem  je  auf  einer 
Geraden^  den  drei  inneren 
Ä.  -Axen  (Satz  von  Monge). 

4.  Wenn  insbesondere 
zwei    Kreise    von    einem 
dritten  berührt  werdeü}  so  ^*»'  ^^• 
folgt  hieraus  in  Verbindung  mit  2b: 

Bei  gleichartiger  Berührung  zweier  Kreise  durch  einen  dritten  liegen 
die  Berührungspunkte  auf  einem  äufseren  Ä.- Strahl  der  beiden  ersteren 
Kreise,  bei  ungleichartiger  Berührung  auf  einem  inneren,  jedoch  nicht 
entsprechend. 
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Sollen  *  daher  0wei  Kreise  M  und  M^  und  zwar  ersterer  in  einem 
Punkt  Ä  berührt  werden  y  so  zieht  man  den  Radius  M^^A^  \  MA 
(gleich-,  bezw.  gegengerichtet);  alsdann  schneidet  die  Gerade  ü, 
den  Kreis  31^  in  dessen  Berührungspunkt  (vgl.  I.  Teil  §.  29,  5b). 

§.  13.  Anwendung  der  perspektivischen  Ähnlichkeit  zur 
Losnng  von  Aufgaben. 

1.  Wenn  in  einer  geometrischen  Aufgabe  die  gegebenen  Stucke 
Winkel  und  Verhältnisse  von  Strecken  sind  und  aufserdem  nur  eine 
Strecke  der  zu  zeichnenden  Figur  bestimmt  ist,  so  kann  die  Auf- 
gabe dadurch  gelost  werden,  dafs  man  zunächst  diese  letztere  Strecke 
aufser  Betracht  läfst  und  eine  Figur  zeichnet,  welche  den  übrigen 
Stücken  entspricht,  wobei  irgend  eine  Strecke  der  Figur  willkürlich 
gewählt  werden  kann.  Die  fragliche  Figur  ist  dann  dieser  ähnlich 
und  durch  das  Seitenverhältnis  der  gegebenen  Strecke  zu  der  ihr 
entsprechenden  bestimmt. 

Aufgaben,  a)  Es  ist  ein  Dreieck  zu  konstruieren,  von  welchem 
zwei  Winkel  gegeben  sind  und  irgend  eine  Strecke  wie  eine  Hohe, 
eine  Winkelhalbirende,  die  Projektion  einer  Seite  auf  eine  andere, 
der  Umfang  u.  s.  w.  Man  konstruiert  zuerst  ein  Dreieck  mit  den 
gegebenen  Winkeln  und  einer  beliebigen  Seite  und  dann  ein  (diesem 
Dreieck  ähnliches  oder  perspektivisch  ähnliches)  Dreieck,  dessen  eine 
Seite  sich  zu  der  ihr  entsprechenden  verhält,  wie  die  gegebene 
Strecke  zu  der  ihr  entsprechenden. 

b)  Es  ist  von  einem  Dreieck  das  Verhältnis  p :  q  zweier  Seiten, 
der  eingeschlossene  Winkel  y  und  die  Gegenseite  c  gegeben.  —  Man 
konstruiert  das  Dreieck  aus  y,  jp,  q  und  dann  das  ihm  ähnliche  (oder 
perspektivisch  ähnliche)  mit  der  Seite  c. 

*  c)  Es  ist  in  einen  gegebenen  Kreis  ein  Dreieck  zu  beschreiben, 
welches  einem  gegebenen  Dreieck  ähnlich  ist.  (Von  einem  Dreieck 
ist  der  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  und  die  Winkel,  bezw. 
Seitenverhältnisse  gegeben). 

Man  beschreibt  um  das  Dreieck  einen  Kreis  und  projiziert  von 
dem  Ahnlichkeitspunkt  beider  Kreise  aus  die  Ecken  des  gegebenen 
Dreiecks  auf  den  Umfang  des  gegebenen  Kreises.  (Eine  andere 
Lösung  giebt  die  Überlegung,  dafs  der  Centri^nkel  das  Doppelte  des 
zugehörigen  Peripheriewinkels  ist.) 

2.  Ist  eine  Figur  ihrer  Lage  nach  gegeben  und  soll  in  dieselbe 
eine  Strecke  oder  irgend  eine  Figur  so  eingezeichnet  werden,  dafs 
gewisse  Punkte  der  letzteren  auf  bestimmte  Linien  der  ersteren 
fallen,  so  kann  die  Aufgabe  häufig  dadurch  gelöst  werden,  dafs  man 
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zunächst  eine  Figur  zeichnet,  welche  der  fraglichen  Figur  perspek- 
tivisch ähnlich  ist  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  zweier  Strahlen, 
auf  welchen  zwei  bestimmte  Punkte  liegen  sollen,  als  Ahulichkeits- 
punkt,  worauf  man  dann  aus  diesem  Ahnlichkeitspunkt  die  Hilfs- 
figur so  projiziert,  dafs  auch  den  weiteren  Bedingungen  der  Aufgabe 
genügt  wird. 

a)  Es  ist  in  ein  Dreieck  ABC  ein  Quadrat  zu  zeichnen,  so  dafs 
die  Ecken  desselben  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  liegen. 

Zeichnet  man  ein  HilfsquadratiiJfiJijffi, 
so  dafs  Lj  auf  AB,  K^  und  I^  auf  AC  fällt^ 
so  ist  A  der  Ahnlichkeitspunkt  für  dieses 
und  das  gesuchte  Quadrat.  Der  Strahl  AM^ 
ergiebt  das  Eck  M  auf  BC.  —  Für  dieselbe 
Lage  von  LMIK  könnte  auch  B  als  Ahn- 
lichkeitspunkt gewählt  und  das  Hilfsquadrat 
etwa  unter  AC  gezeichnet  werden. 

b)  Es  ist  ein  Ereis  zu  zeichnen,  welcher 
durch  einen  Punkt  P  geht  u^d  zwei  gegebene  Gerade  a  und  h  be- 
rührt. 

Man  zeichne  einen  Kreis  Jkf,  welcher  a  und  6  berührt.  Ein 
Strahl  vom  Schnittpunkt  S  der  beiden  Geraden  nach  dem  Punkt  P 
treffe  diesen  Kreis  in  P^  und  P^\  jeder  dieser  Punkte  kann  als  p.  ä. 
Punkt  zu  P  aufgefafst  werden.  Man  ziehe  die  Badien  zu  diesen 
Punkten  und  durch  P  Parallele  zu  letzteren;  diese  Parallelen  schneiden 
die  Winkelhalbierende  zu  ab  in  den  Mittelpunkten  der  fraglichen 
Kreise. 

c)  Auf  dieselbe  Lösung  führt  die  Aufgabe:  Auf  einer  Geraden 
SM  ist  ein  Punkt  zu  bestimmen,  der  von  einem  gegebenen  Punkt  P 
und  einer  Geraden  a  den  gleichen  Abstand  hat.  —  Sollen  die  Ab- 
stände des  fraglichen  Punktes  von  Punkt  und  Gerade  in  dem  ge- 
gebenen Verhältnis  p:q  stehen,  so  trägt  man  die  Strecke  QM=q 
normal  zu  a  in  den  Winkel  zwischen  a  und  SM  und  beschreibt 
von  M  den  Kreis  mit  dem  Badius  MP^  =  2>  u.  s.  f. 

Auf  diese  Weise  werden  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem 
Kegelschnitt  bestimmt. 

S.  Manchmal  verlangt  die  Lösung  einer  Aufgabe,  dafs  man  durch 
einen  Punkt  S  in  eine  gegebene  Figur  eine  Gerade  eintrage,  von  welcher 
die  Figur  eine  Strecke  begrenzt,   deren  Teil  Verhältnis   durch  jenen  Punkt 

ein  bestimmtes  +  ~  ist.     Man  zeichnet  nun  zu   dem  Punkt  S  als  Ähn- 

lichkeitspunkt    /und    zwar    als    mneren    für   ^ ,    als    äufseren    für    —  -\ 
eme  Figur,    welche    mit    demjenigen    Teil    der   Figur,    auf   welchem    der 
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Endpunkt  der  Strecke  liegen  soll,  perspektivisch  fthnlich  ist  und  deren 
Äknlichkeitsstrahlen  zu  denen  der  letzteren  im  Verhältnis  —  stehen;  als- 

q 

dann  schneidet  diese  Hilfsfigur  den  Teil  der  gegebenen  Figur,  auf 
welchem  der  Anfangspunkt  der  Strecke  liegen  soll,  eben  in  diesem  frag 
liehen  Punkte. 

Für  den  Fall',  dafs  der  gegebene  Punkt  Mittelpunkt  der  Strecke  sein 
soll,  wird  die  Hilfsfigur  diametral  zu  der  gegebenen  gezeichnet. 

a)  Durch  einen  Punkt  S  (Fig.  38)  ist 
eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  von  zwei  ge- 
gebenen Geraden  a  und  b  so  begrenzt  werden 
soll,  dafs  diese  Strecke  durch  den  Punkt  S  in 

einem  gegebenen  Verhältnis  +       geteilt  wird. 

Man  trage  SL  •=»  q  (oder  nq)  nach  b  ab 
und  auf  dieser  Geraden  SL^  oder  SL^  =  r 
(bezw.  nr)  und  ziehe  durch  den  Endpunkt 
A(^s)  ^eser  Strecke  die  Parallele  zu  &,  so 
trifft  diese  a  im  fraglichen  Punkt  X. 

b)  Durch   einen  Punkt  8  (Fig.  39)  ist  eine   Sekante   zu  eineom  ge 
gebenen  Kreis  M  zu  ziehen,  deren  Sehne  durch 

S    im    Verhältnis    +  ~    geteilt  wird.     Man 

bestimme  auf  MS  den  Punkt  M^  so,  dafs 
Mj^SiSM  '^ p:q  und  zeichne  zu  dem  Kreis  M 
den  perspektivisch  ähnlichen  zu  S  als  Ähn- 
lichkeitspunkt und  üfj  als  Mittelpunkt.  Dieser 
Elreis  schneidet  den  gegebenen  in  den  frag- 
lichen Punkten  X  und  X^. 

c)  Es  ist  ein  Dreieck    zu   konstruieren, 
von  welchem  eine  Seite  a,  deren  Gegenwinkel  a 


Flg.  98. 


Fig.  39. 


Flg.  40. 


und  die  Schwerlinie  «4  einer  zweiten  Seite  gegeben  ist. 
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Man  beschreibe  am  BC  «=  a  (Fig.  40)  einen  Kreisbogen  Jtf,  welcher 
den  Winkel  a  als  Peripheriewinkel  fafst.  um  B  beschreibe  man  einen 
Kreis  mit  m^  als  Radius.  Alsdann  mufs  die  Strecke  B^Ä  der  frag- 
lichen Seite  CA  zwischen  beiden  Kreisen  durch  C  im  Verhältnis  —  ^ 
geteilt  werden.  Man  konstruiert  daher  zu  C  als  äuTserem  Ähnlichkeits- 
punkt entweder  zu  dem  ersteren  Kreis  M  einen  perspektivisch  ähnlichen 
itfj,  so  dafs 

Cüfi  :  CM  =  1:2 

oder  zu  dem  zweiten  Kreis  B  einen  Kreis  J?^)  ^^  ^^^<^ 

CBiCB^^l:  2. 
Der  Schnitt  des  ersteren  mit  M^  giebt  B^^  der  des  zweiten  mit  M  giebt  Ä. 


TL  Abschnitt 
Perspektivische  KoUineation. 

Fünftes  Kapitel. 

Teil-  und  DoppelverhSltniflse  je  dreier  perspektiviBohen  Elemente 
von  Punktreihen  und  Strahlenbüsoheln.     TripelwliSItniBse 

in  Dreiecken. 

§.  14.  Perspektivisclie  Strecken  und  Winkel  mit  je  einem 
Teilpnnkt  bzw.  TeilstraW. 

1.  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel  heifsen  perspek- 
tivisch (p.),  wenn  jeder  Punkt  der  ersteren  je  auf  einem  Strahl  des 
letzteren  liegt. 

Zwei  Strahlenbüschel  heifsen  p. 
wenn  ihre  Strahlen  einander  paar- 
weise in  den  Punkten  einer  Punkt- 
reihe  schneiden.  Die  Punktreihe 
heifst  Projektionsaxe  oder  kurz 
Axe. 

Die  Yerbiudungsgerade  der  Schei- 
tel, Scheitelstrahl,  ist  hierbei  ein 
sich  selbst  entsprechender  Strahl. 


Zwei  Punktreihen  heifsen  p,, 
wenn  ihre  Punkte  einander  paar- 
weise auf  den  Strahlen  eines  Bü- 
schels entsprechen.  Der  Scheitel 
des  Büschels  heifst  Projektions- 
centrum oder  kurz  Centrum. 

Der  Schnittpunkt  beider  Punkt- 
reihen ist  hierbei  ein  sich  selbst 
entsprechender  Punkt. 

Punktreihen   und   Strahlenbüschel   heifsen   projektivisch  (A)- 
wenn  sie  perspektivisch  gelegt  werden  können. 

2.   Ein  Zweistrahl  und  die  Strecke,  welche  er  auf  einer  Trans- 
versalen begrenzt,  sind  in  perspektivischer  Lage^  und  umgekehrt: 

Eine  Strecke  und  ein  Zweisträhl  sind  stets  projektivisch; 
sie  können  auf  verschiedene  Weise  perspektivisch  gelegt  werden  (n 
I.  Teil,  Übungen,  §.  14,  6). 

3.  Wird  ein  Zweistrahl  ab  von  \  3'.  Wird  eine  Strecke  AB  von 
zwei  Transversalen  durchschnitten,  |  zwei  Punkten  aus  projiziert,  so  eut- 
so  entstehen  zwei  perspektivische  j  stehen  zwei  perspektivische  Zwei- 
Strecken  wie  AB  und  A^^B^         \  strahlen  wie  (ab)  und  (a^bi). 
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Umgekehrt  folgt: 
Zwei  Strecken  sind  stets  perspek- 
tivisch   zu    dem    Schnittpunkt    der 
Verbindungsgeraden    ilirer    Grenz- 
purJäe  als  Centrum. 


Zwei  Zweistrahlen  sind  stets  per^ 
spektivisdi  zu  der  Verhindungsge- 
roden  der  Schnittpunkte  ihrer  Strah- 
len ais  Axe, 


Fig.  41. 


Dabei  können  einander  die  Grenz- 
punkte auf  zweierlei  Weise  ent- 
sprechen, AA^  und  BB^  oder  AB^ 
und  Ay^JBj  so  dafs  zwei  Centren 
S  und  S^  sich  ergeben. 


Dabei  können  einander  die  Strah- 
len auf  zweierlei  Weise  entsprechen, 
aay  und  hhy  oder  ahy  und  aj>y  so 


dafs    zwei    Axen 
sich  ergeben. 


AB  und   A^B^ 


4.  Ein  dritter  Strahl  durch  S  läfst  einen  Dreistrahl  und  drei 
Punkte  einer  Reihe  entstehen  und  beide  Gebilde  sind  perspektivisch. 
Aber  auch  umgekehrt  gilt: 

Brei  Punkte  einer  Reihe  und  drei  Strahlen  eines  Büschels  sind  stets 
prcjehtivisch. 

Um  nämlich  ABC  und  ah c  in  perspektivische  Lage  zu  bringen, 
kann  man  entweder  die  geteilte  Strecke  in  den  geteilten  Winkel  ein- 
tragen oder  letzteren  über  erstere. 
Im   ersten  Fall    bestimmt  man       Im  zweiten  Fall  beschreibt  man 


zunächst  die  Richtung  der  Strecke, 


Tig.  42. 

indem  man  etwa  auf  dem  Teilstrahl 
b  die  geteilte  Strecke  vom  Scheitel 


über  AB  sowohl  als  über  BC  als 


Fig.  43. 

Sehnen  je  einen  Kreisbogen,  wel- 
cher den  Winkel  ab,  bzw.  bc  fafst 


nach  SB^C^  abträgt  und  durch  C^  \  (I.  Teil,  Aufgaben,  §.  14,  ö);  der 
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die  CiC^^  a  zieht;  parallel  zu  B^C^ 
ist  dann  die  Strecke  AC  in  den 
Winkel  ac  einzutragen. 

6«  Auf  zwei  Geraden  können  je 
drei  Punkte  als  paarweise  projek- 
tiyiscli  entsprechend  beliebig  ge- 
wählt werden.  Denn  bringen  wir 
zwei  als  entsprechend  bezeichnete 
Punkte  zur  Deckung  in  E  (Fig.  41), 
80  ist  dies  gemeinsamer  Punkt,  und 
der  Schnittpunkt  der  Verbindungs- 
geraden der  andern  entsprechenden 
Punktpaare  ist  Centrum;  d.  h.: 

Drei  Punkte  einer  Beihe  sind  pro- 
jdcHvisch  mit  irgend  drei  Punkten 
einer  jsweiten  Reihe;  sie  sind  per- 
spektivischf  wenn  ein  Punkt  mit  dem 
entsprechenden  zusammenfallt. 


Schnitt  der  Bögen  ist  dann  Cen- 
trum. 

6'.  In  zwei  Scheitelpunkten  kön- 
nen je  drei  Strahlen  als  paarweise 
projektiyisch  entsprechend  beliebig 
gewählt  werden.  Denn  bringen  wir 
zwei  als  entsprechend  bezeichnete 
Strahlen  zur  Deckung  in  e  (Fig.  41), 
so  ist  dies  Scheitelstrahl,  und  die 
Verbindungsgerade  der  Schnitt- 
punkte der  andern  entsprechenden 
Strahlenpaare  ist  Aze;  d.  h.: 

Drei  Strahlen  eines  Büschels  sind 
projektimsch  mit  irgend  drei  Strahle 
eines  zweiten  Büschels;  sie  sind  per- 
spektivisch, wenn  ein  Strahl  mit  dm 
entsprechenden  zusammenßUt 


§.  15.    Das  Teilverhältnis  eines  Winkels  durch  einen  Strahl. 
1.  In  gleicher  Weise  wie  nach  §.  2.  ein  Punkt  eine  Strecke  teilt, 
teilt  auch  ein  Strahl  durch  den  Scheitel  eines  Winkels  diesen  innen 

oder   aufsen.     Wir  yerstehen  nun  unter  dem  Teilverhältnis  (^ 

eines   Winkels  ab    durch    einen   Strahl  c  das   Verhältnis  der 
Abstände    eines    Punktes    des 
Teilstrahls  von  den  Schenkeln 
des  Winkels  (Fig.  44) 

/ac\       AC       AjCi 
\cb)  '^  CB"^  C^B,' 

wenn  CA  und  C^A^  ±.  a,  CB  und 

C^Bi  J.  6.    Das  Verhältnis  ist  das 

gleiche,  wo  auch  der  Punkt  C  oder  '^*-  **• 

Gl  auf  dem  Teilstrahl  angenommen  wird,  da 

AC:A^C,'^SC:SCi  =  GB:C,B,  oder  ACiCB  ^  A^C,:C,By 

Dieses  Verhältnis  läfst  sich  jedoch  auch  durch  die  Parallelen  GA^ 
und  CBy  (Fig.  45)  darstellen,  welche  yon  einem  Punkt  C  des  TeilstraWs 

zu   den   Schenkeln   des  Winkels   gezogen   werden:    (^)  ==  -J^*  Es 

A      Q      .  AQ 

ist  nämlich  ^~-  =■  ^,   da  die  Dreiecke  ACA^  und  BCB^  in  den 
Winkeln  übereinstimmen.    Wir  folgern: 
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Fig.  45. 


Bas  TeUverJuUtnis  eines  Winkels  durch  einen  Strahl  ist  gleich  dem 
VerhäUnis  zweier  durch  einen  Punkt  des  TeiistrahU  gezogenen  und  von 
den  Schenkeln  begrenzten  Paral- 
lelen  zu  diesen. 

Anmerkung,  a)  Ganz  all- 
gemein gilt:  Das  Teilyerhfiltnis 
des  Winkels  ist  das  Verhältnis 
irgend  zweier  von  einem  Punkt 
des  Teilstrahls  nach  den  Schen- 
keln unter  gegenwendig  gleichen 
Winkeln  mit  diesen  gezogenen 
Strecken. 

b)  Der  Begriff  des  Teilver- 
baltmsses  ist  auch  übertragbar 
auf  die  Teilung  eines  Parallelstreifens  durch  eine  Parallele. 

c)  Das  Teilverh&ltnis  eines  Winkels  ist  nicht  zu  verwechseln  mit 
dem  Verhältnis  der  Teile  des  Winkels;  ersteres  ist  ein  Strecken- 
Verhältnis,  letzteres  das  Verhältnis  der  Winkelteile  selbst 

2.  Das  Teilverhältnis  wird  positiv  genommen,  wenn  '^  ac  und  cb 
^leichweudig  sind,  negativ  bei  entgegengesetztem  Drehungssinn  dieser 
Winkel.  Mit  der  Änderung  der  Lage  des  Teilstrahls  c  gegen  ab 
durchläuft  das  Teil  Verhältnis  die  Werte  von  0  bis  +  oo,  gerade  wie 
dies  bei  der  Teilung  einer  Strecke  der  Fall  ist. 

a)  Es  entspricht  einem  bestimmten  Wert  des  Teüver^ 
hältnisses  eitles  Winkels  nur  ein  einziger  Teilstrahl;  das 
Teilverhältnis  is^  +  1,  wenn  der  Winkel  haUnert,  —  1, 
wenn  sein  NAenwinhd  halbiert  ist. 

Da  der  Abstand  CA  (Fig.  46)  eines  Punktes  auf  c 
von  a.  der  gleiche  bleibt^  ob  nun  a  oder  dessen  Gegen- 
strahl  a^  Schenkel  des  geteilten  Winkels  ist,  so  folgt: 

b)  Das  Teilverhältnis  bleibt  das  gleiche,  wenn  statt 
des  Winkels  sein  Scheitdunnkd  gesetzt  unrd,  bezw.  sUitt 
des  ursprünglichen  Teilstrahls  dessen  Gegenstrahl;  es  an- 
deri  nur  sein  Zeichen,  wenn  sein  Nd)enunnkel  genommen  unrd. 

3.  Um  den  Teilstrahl  eines 
Winkels  zu  konstruieren,  wenn  das 
Teilverhältnis  durch  die  Strecken 
p :  q  gegeben  ist,  zieht  man  zu  den 
Schenkeln  Parallelen  im  Abstände 
p  bzw.  q]  der  Teilstrahl  geht  dann 
durch  den  Schnittpunkt  dieser  Pa- 
rallelen. 

4.  Nehmen  wir  als  Strecken,  Pig.  ^7. 
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Fig.  43. 


welche  das  Teilverhältnis  bestimmen,  die  Abstände  der  Schenkel  a 

und  b  von  demjenigen  Punkt  des  Teilstrahls,  welche  um  die  Strecke 

SC  =  1  (die  ein  für  allemal  gewählte  Längeneinheit)   yom  Scheitel 

entfernt  ist  und  bezeichnen  wir 

dieselben  mit  (ac)  oder  sin  ac 

(lies    sinus   ac),    bzw.    (ch)  == 

sinc6,  so  ist  die  Gröfse  dieser 

Strecken  für  gleiche  Winkel  oder 

solche^  die  sich  zu  2i2  ergänzen, 

die  gleiche;  wenn  -^ac^a^c^ 

und   SC  =  S^C^    ist,     so    ist 

/\SACu^S^A^C^,AC  =  A^Cy 

Zu  gleichen    Winkeln   oder 
zu   Winkeln,  die  einander  zu  2it  ergänzen,  gehören  gleiche  Sinus  und 
umgekehrt 

Es  kann  hiernach  mit  (ac)  oder  sin  ac  wie  mit  beliebigen  Grofsen 
gerechnet  werden. 

5.    Sind  AB  und  ah  ein  perspektivisch  entsprechendes  Punkt- 
und  Strahlenpaar  und  ziehen  wir  noch  den 
Strahl   5i  II  s   durch   S  und    die  Strecken 
BS^  la,  SA^  II  &,  so  ist: 

ÄS  ^  BSj^  ^  /h8^\ 
BS~  S^Ä,  ~  \8^aJ' 

Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  ist 
(t^i)  =  (bs)  und  (Siöi)  =  (so). 

Daher  ist  ^-ö  =  -, — -.  (wobei  jede  Gröfse 

absolut  zu  nehmen  ist). 

Das  Verhältnis  der  Strahlstrecken  von  einem  FuvM  nach  den  Grenz- 
punkten  einer  Strecke  ist  reciprok  dem  SinusverhäÜnis  der  Winkel  ztoischen 
den  Strahlen  und  der  Strecke. 

Vgl.  öinussatz  §.  42,  1. 


Fig.  50. 


§.  16.  Doppelverhältnisse  bei  je  drei  perspektivischen  ElementfB 
von  Pnnktreihen  und  StraUenbfischeln. 

1.  Wenn  (Fig.  51)  ABC  drei  Punkte  einer  Reihe  r,  abc  drei  per- 
spektivisch  entsprechende  Strahlen  eines  Büschels  S  sind,  so  ergiebt 
sich,  indem  man  durch  C  die  Strecken  CAj^  ||  BS  und  CB^  J  AS  zieht: 
ÄC^_AB        CB^  _^B 
AiC~  BS'      ÖB^  ~  AS' 
woraus  durch  Division  folgt: 

ACA^_Ä8 
CB  '  CBl  ~  BS 
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oder 

AG  ^  (ac\  _  ÄS 
CB'  \cb)  ~  BS' 

Aus  §.  15,  6  folgt  weiter: 

/ac\  ^  AG (of) 

\ch)  '  GB~  (ftr)* 

Nennen  wir  nun  das  Verhältnis  zweier  Teil- 
verhältnisse   Doppelverhältnis,    so   lassen 
sich  diese  Gleichungen  folgendermafsen  aussprechen: 
a)  D(2S  DoppelverhäUnis  einer  ge- 1      a')    Bas   Dappelverhaltnis    eines 


teilten  Strecke  und  des  perspektivi- 
schen geteilten  Winkels  ist  gleidi 
dem  Verhältnis  der  Strecken  vom 
Scheitel  nach  den  Grenzpunkten  der 
Strecke. 


geteilten  Winkels  und  der  perspek- 
tivischen geteilten  Strecke  ist  gleich 
dem  SinusverhäUnis  der  Winkel 
ztoischen  den  Schenkeln  und  der 
Strecke. 


'  Das  Dappelverhaltnis  ist  jedoch  fiegativ,  wenn  nur  mier  der  beiden 
Grenzpunkte  der  Strecke  auf  dem  GegenstrM  des  betreffenden  Schenkels 
liegt  (nach  §.  15,  2b). 

Folgerungen  hieraus  für  die  Schwerlinie  oder  Winkelhalbierende  SC 
des  Dreiecks  ASB  siehe  §.  17,  3a  und  a'. 

Umgekehrt  gilt: 

b)  Wenn  zu  perspektivischer  Strecke  und  Winkel  Teilpunkt  und 
Teüstrahl  durch  das  angegebene  Verhältnis  bestimmt  sind,  so  sind  letztere 
t)erspektivisch. 

Die  Umkehrung  ergiebt  sich  daraus,  dafs  mit  dem  gegebenen 


Teilstrahl   auch  das  Teilverhältnis  der  Strecke 


AG 


AS 


bzw. 


GB        \cb)    SB' 
mit  dem   gegebenen  Teilpunkt  auch  das  Teilverhältnis   des  Winkels 

(cfe)  "^  CB '  SB  ^^^^^^^^  ^8*  ^^^  2^*^  ebenso  bestimmt,   wie  durch 
das  perspektivisch  entsprechende  Gebilde  (§.  2,  3,  bzw.  §.  15,  2  a). 

2.  Nehmen  wir  zu  denselben  drei .      2'.  Nehmen  wir  zu  denselben  drei 
Strahlen  abc  noch  drei  weitere  per-  Punkten  ABC  noch  drei  weitere 


Fig.  63. 


spektivische  Fxmkte  Ä^B^Ci  einer  perspektivische  Strahlen  ai&^c^  eines 

{Büschels  Si,  so  ist  nach  la': 


Reihe  r^,  so  ist  nach  la 
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somit  : 


AC    (ac\       AS 
CB  •  \ch)  ""  BS' 
A^C^     /ac\        A^S 
C^^  '  \ch)  ""  576' 
AG    A^C^        AS    A^ 
CB''  C,B,  ^  BS'  B,S 
AS  ^  B^S 
^  SA^  '  SB] ' 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung 
bleibt  unverändert;  wo  auch  der 
Strahl  e  die  Strecken  schneiden 
mag;  daraus  folgt: 

a)  Das  Dqppelverhältnis  ztoeier 
perspektivischen  Strecken  ist  fwr  alle 
perspektivischen  Teüpunkte  konstant; 
es  ist  gleich  dem  Doppelverhältnis 
der  durch  den  Scheitel  geteilten 
Strecken  zwischen  den  entsprechen- 
den Grenzptmkten.     ' 

Vergleiche  hiermit  §.  6,  1.  — 

b)  Teilptinkte,  welche  die  Strecken 
in  diesem  Verhältnis  teilen,  sind  per- 


/ac\    AC       (flf) 

/«»g»\  .  ^ . 
\c,hj'  CB 


(P,ry 


3*  Wenn  insbesondere  die  Stre- 
cken AB  und  AyB^  bis  zum  ge- 
meinsamen Punkt  BB^  beider 
Punktreihen  gemessen  werden,  so 


somit-  /«gVMg»\_(<»n,(«»^) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung 
bleibt  unverändert,  wo  auch  der 
Punkt  C  auf  AB  liegen  mag;  da- 
raus folgt: 

a')  Das  Doppelverhältnis  mder 
perspektivischen  Winkel  ist  ßr  aüe 
perspektivische  Teilstrahlen  konstatü: 
es  ist  gleich  dem  DoppdverhäÜm 
der  durch  die  Axe  geteilten  Winkel 
stoischen  den  entsprechenden  «Scft^- 
keln. 
Umgekehrt: 

b')  Tälstrahlen,  uodche  die  Wm- 
kd  in  diesem  Verhältnis  teilen,  sind 
perspektivisch. 

3'.  Wenn  insbesondere  die  Win- 
kel ab  und  a^b^  bis  zu  dem  Scheitel- 
strahl gemessen  werden,  dessen 
Gegenrichtungen  SSj^  und  S^S  mit 


Fig.  54. 


wird 
sich: 


BS 
SB^ 


—  1  und  es  ergiebt 


AC    A,C, 
CB'C^B, 


AS 
SA^ 


Fig.  65. 

b  und  \  bezeichnet  seien,  so  wird 

\--~\  «=  +  1  und  es  ergiebt  sich: 

fa&^  ,  /Oj^X         (ar\ 
\cbj'\c,bj        \ra,) 


Diese  Beziehungen  sollen  in  §.  17,  1  ihren  Ausdruck  findea 


8.  17. 
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§.  17.  AnwentfuBg  auf  Dreiecke  mit  Transyersalen  und  mit 
dem  Kreis.   Tripelverhältnisse. 


1.  Werden  die  Seiten  eines 
Dreiecks  ABC  durch  eine  Trans- 
versale A^By^Gi  durchschnitten,  so 


1'.  Werden  die  Winkel  eines 
Dreiseits  ahc  durch  drei  Teil- 
strahlen   aj&iCi,   die   durch   einen 


Pig.  57. 


Fig.  56. 

ist  AC^B  p,  CA^B  zu  B^  als  Cen- 
trnm;  daher  ist  nach  §.  16^  3: 


oder 


AC,     CA,  _ 
C^b'  A,B~' 


AC, 


BA,     CB, 
A^C  B^A 


AB, 
B^C 


1. 


Punkt  gehen,  geteilt,  so  ist  ac^b 
p.  ca^b  zu  bi  als  Axe;  daher  ist 
nach  §.  16,  s': 


oder 


©)©©-+>• 


Ein  solches  Produkt  der  drei  Teil  Verhältnisse,  in  welchem  die 
Glieder  in  derselben  Ordnung  aufeinander  folgen,  wie  sie  beim  Um- 
laufen des  Dreiecks  sich  ergeben,  nennt  man  Tripelverhältnis  der 
geteilten  Seiten  bzw.  Winkel.  Hiernach  ergeben  diese  Gleichungen 
die  Sätze: 
a)   Die  Schnittpunkte  einer  Ge- 1     a')  Die  Verbindungsgeraden  eines 


raden  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks 
teilen  die  Seitenstrecken  so,  dafs  das 
Tripelverhältnis  —  1  ist 
(Satz  des  Menelaus,   100  n.  Chr.) 

Der  Beweis  hierfür  ergiebt  sich 
auch  leicht,  wenn  man  von  den 
Ecken  des  Dreiecks  Parallele  zieht 
bis  zur  Transversale  und  die  Teilver- 
bältnisse  nach  §.  5, 3  durch  die  Ver- 
hältnisse dieser  Parallelen  ersetzt. 

Dieser  Satz  läfst  sich  auch  auf 
die  Teile  der  Winkel  des  Dreiecks 


Punktes  mit  den  Ecken  eines  Drei- 
seits (Ecktransversalen)  teilen  dessen- 
Winkel  so,  dafs  das  Tripelverhältnis 
+  1  ist. 

Der  Beweis  hierfür  ergiebt  sich 
auch  leicht,  wenn  man  die  Teil- 
verhältnisse durch  die  Normalen 
vom  Schnittpunkt  der  Ecktrans- 
versalen auf  die  Seiten  darstellt. 

Dieser  Satz  läfst  sich  auch  auf 
die  Abschnitte  der  Seiten  des  Drei- 
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übertragen,  welche  die  Verbinduugs- 
geraden  von  A^B^C^  mit  den  Ecken 
des  Dreiecks  bilden.  Aus  §.  16  la' 
folgt  nämlich  für  die  drei  zu  A^  B^  C^ 
perspektivischen  Büschel  B,  A,  C: 

\b,c)        '^  B,C\  (er) 
Vq  a/         ^  0,  ili  (er) 


ecks  übertreten,  welche  die  Schnitt- 
punkte von  a^fciCi  mit  den  Seilen 
des  Dreiecks  bilden.  Aus  §.  16,  la 
folgt  nämlich  für  die  drei  zuOjfriq 
perspektivischen  Geraden  b,  a,  c: 

AB^    ^  (a^6^)      AS 
B,C  —  (b,c,)  ' 
CA,   _(c,a,) 


A,B 

BC,  ^  {b.c) 
C,A        fea,) 


Co' 
CS 
BS 

BS 

AS' 


Fig.  58. 

wobei  die  oberen  oder  unteren  Vor- 
zeichen bezw.  zu  Fig.  58a  oder  b 
gehören. 

Durch  Multiplikation  ergiebt  sich: 
/ah^\  (coA  /bc^\  ^  _  . 
\b,c)  \a,h)  \e,a}  ^' 

d.  h.: 

b)  In  einem  Dreieck  teilen  die 
Ecktrjansversalen  der  Schniäpmikte 
einer  Geraden  mit  den  Breiecksseiten 
die  Winkel  so,  dafs  das  Tripdver- 
hältnis  —  1  ist. 


Durch  Multiplikation  ergiebt  sich: 
AB^    CA,     BC,  _    I    i 
B,G  '  A,B^C,A         »      ' 
d.h.: 

b')   In  einem  Dreieck  feilen  dit 
Ecktransversalen  durch  einen  Punkt 
die  Dreiecksseiten  so,  dafs  das  Tri- 
pelverhältnis  +  1  ist 
(Satz  des  Ceva,  1678.) 
2.  Von  besonderer  Bedeutung  sind  die  Umkehrungen  dieser  Sätze: 
Wenn  für  drei  Punkte  auf  den  \      Wenn  ßr  drei  Ecktransversakn 
Seiten    eines  Dreiecks    das   Tripel- ,  eines  Dreiecks  das  Tripdverhäl^ 
Verhältnis  a)  der  durch  sie  geteilten  |  a')  der  durch  sie  geteilten  WiM. 


Seiten  [oder  b)  der  durch  ihre  Eck- 
transversalen geteilten  Winkel]  —  1 
ist,  so  liegen  die  drei  Punkte  auf 
einer  Geraden. 

Denn    wenn    die    drei    Punkte 
A^B^Ci  ^^  liegen,  dafs 


oder-  V)  der  durch  sie  geteilten  Seitm 
+  1  isty  so  gehen  die  drei  Ed- 
transversalen  durdi  einen  PimkL 

Denn    wenn    die    drei   Strahleo 
a^^c^  80  liegen,  dafs 
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AC^    BÄi     GB^ 
G^B  '  A^G  '  B^A 

ist,  so  geht  zunächst  aus  dem 
Vorzeichen  des  Tripelyerhältnisses 
hervor,  dafs  entweder  nur  einer 
oder  jeder  auf  der  Verlängerung 
der  betreflFenden  Seite  liegt.  Würde 
dann  aber  die  Verbindungsgerade 
Ay^B^  die  Seite  AB  nicht  in  C^, 
soudem  in  X  schneiden ^  so  wäre 
nach  la: 
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+  1 


AX^ 
XB 


BAy 

A,G' 


GB, 
B,Ä 


-1; 


ist,    so    geht    zunächst    aus    dem 

Vorzeichen  des  Tripelyerhältnisses 

hervor,   dafs    entweder   nur   einer 

'  oder  jeder  je  in  dem  betreffenden 

I  Winkel  liegt.     Würde   dann  aber 

,  der   Schnittpunkt   von   a|  \    nicht 

durch  C|,  sondern  durch  x  mit  dem 

,  Eck  ab  verbunden  sein,  so  wäre 

mach  la': 


die  Vergleichung  mit  der  Voraussetzung  ergiebt  aber 

AX        ACy  I  /ax\         /ac^\ 

XB^  G^B  I  \xhj  ^  \c^b) 

was  (nach  §.  2,  3  bezw.  §.  15,  2a)  nur  möglich  ist,  wenn 

X  und  Ci  in  einen  Punkt        |         x  und  c^  in  eine  Gerade 

zusammenfallen. 
3.   Diese  Sätze  von  den  Ecktransversalen  eines  Dreiecks  finden 
ihre  Anwendung  auf  die  Seiten-  und  Winkelhalbierenden  und  Höhen 
desselben, 
a)  Ist  zunächst  AC^  =  (^i^?  so 


Cj6,  so 


folgt  gemäfs  §.  16,  la; 

/oci \  _  BG^     BG 
\c^b)  ~  G,Ä'  GA 
oder 

/aci\  __  AG 
\c,b)  ~  GB 

Eine  Schtoerlinie  im  Dreieck  teilt 
den  Winkel  so,  dafs  das  Teilver- 
hältnis  reciprok  dem  Verhältnis  der 
anliegenden  Seiten  ist 

Den  entgegengesetzten  Wert  hat 
das  Teüverhältnis  hei  einem  zur 
Seite  parallelen  Teüstrahl  (nach  dem 
unendlich  fernen  Punkt  der  Seite), 


a')   Ist  zunächst  ac^  - 
folgt  gemäfs  §.  16,  la': 

G\B  ~  \c,a)  '  BG 
oder 

AG,  _AG 
C\B~'  GB' 

Eine  Winkelhalbierende  im  Drei- 
eck teilt  die  Gegenseite  des  WinJcels 
im  Verhältnis  der  anliegenden  Seiten. 

Den  entgegengesetzten  Wert  hat 
das  Teilverhältnis  des  Innenwinkels 
mit  der  Halbierenden  des  Aufsen- 
unnkels  als  Teilstrahl 


Anmerkung.  Nimmt  man  je  zwei  der  inneren  Teillinien  und 
eine  äufsere  (bezw.  alle  drei  äufseren),  so  läfst  sich  auf  deren  Schnitt- 
punkte mit  den  Seiten  2  a  anwenden. 

b)  Für  die  drei  Schwerlinien  er- '      V)  Für  drei  Winkelhalbierende 
giebt  sich  unmittelbar  aus  2  b':     ,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  2  a': 


46 


§.17. 


Die  Schwerlinien  eines  Dreiecks 
gehen  durch  einen  Punkt,  den  Sckuoer- 
punkt 


c)  Da  die  Abschnitte,  welche 
die  Berührungspunkte  des  einem 
Dreieck  ein-  oder  angeschriebenen 
Kreises  auf  den  Seiten  bilden,  paar- 
weise einander  gleich  sind  (I.  §.  24, 
s),  so  folgt  aus  2  b': 

Die  Ecktransversalen  der  Punkte, 
in  welchen  ein  Kreis  die  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  berührt,  schneiden 
einander  in  einem  Punkt. 

4,  Werden  die  Seiten 
eines  Dreiecks  -45  C  von  einem 
Kreis  in  drei  Punktpaaren  ge- 
schnitten, so  ist  nach  §.9,  1: 

ÄC^ .  AC,  =  B,Ä  .  B,Ä 
BA, .  BA^  =  C,B  .  C^B 
CB.'GB,  ^A,C  '  A^C 

durch    Multiplikation 


Die  Halbierenden  der  InnepiwinM 
eines  Dreiecks  gehen  durch  einen 
Punkt,  ebenso  die  Halbierenden  der 
Aufsenwinkel  zweier  Ecken  tmd  d& 
Innenwinkels  des  dritten  Ecks. 

c)  Da  die  Winkel,  welche  die 
Hohen  eines  Dreiecks  mit  den 
Seiten  bilden,  paarweise  einander 
gleich  sind,  indem  sie  je  einen 
Winkel  des  Dreiecks  zu  einem  R 
ergänzen,  so  folgt  aus  2  a': 

Die  Höhen  eines  Dreiecks  schm- 
den  einander  in  einem  Pi^hkt. 


woraus 
folgt: 


A,C 


OB,     A  (7, 


B^A 


C^B 


BA^ 
A^C 


CB^ 
B^A 


1,     d.  h.: 


a)  Die  sechs  Schnittpunkte  eines  Kreises  mit  den  Seiten  eines  Bräecks 
teilen  diese  so,  dafs  das  Produkt  der  beiden  von  dem  glichen  Eck  und  der 
gleichen  Seite  an  gebildeten  TripelverhäUnisse  gleich  1  ist  (Satz  von-Carnot). 

Diesem  Satz  entspricht  fol- 
gender: 

a')  Die  sechs  Tangenten  an 
einen  Kreis  von  den  Ecken  eines 
Dreiecks  aus  teilen  die  Winkel 
des  letzteren  so,  dafs  das  Produkt 
der  beiden  von  der  gleichen  Seite 
und  dem  gleichen  Winkel  an  ge- 
bildeten TripdverhäUnisse  gleich 
1  ist  (Satz  von  Chasles). 

/aci\     /ba^\  /cbj\     /ac^\  /6a,\  /cb^\  ^  - 
\c,b)  '  \a^c)  \b,a)  '  \c,b)  \a^c)  \b,a) 

Um    dies    nachzuweisen,    müssen    wir   erst  eine  Beziehung  zwischen 


Fig.  61. 


S.  17. 
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den  TeilverhältniBsen  von  Winkeln  zwischen  Geraden  nnd  Tangenten  auf- 
finden, welche  dem  Satz  §.9,  la  entspricht. 

Eß  seien  a  und  a"  die  Abstände  der  Berührungspunkte  C^  und  C^ 
der  Tangenten  q  und  Cg  aus  C  von  der  durch  C  gehenden  Geraden  a, 
wobei  wir  die  Abstände,  welche  auf  derselben  Seite  yon  a  wie  der  Kreis- 
mittelpunkt  liegen,  als  positiv,  die  der  Gegenseite  als  negativ  bezeichnen. 


Fig.  62. 


Femer  sei  der  Abstand  des  Mittelpunktes  M  von  a 

und  die  zu  a  parallelen  Tangenten  mögen  c^  und  c^  in  Z^  und  Z^  treffen. 
Alsdann  ist 

a_      mdj  —r  a" d,  +  r 

somit 

a     a"         dt*  —  r* 
^  *  "^  "*  CZ^  .  CZ^ ' 

Nun  ist  aber  A  MCZ^  oo  Z^CM-,  denn  es  ist  -^  MCZ^  =  Z^CM 
und  weil  Z^M  den  Winkel  AMC^  halbiert,  so  ist  auch: 

^  Z^MC  =  i  (CiBf  Cj  +  CMA)  =  i  (CJf  C^  +  AMC) 
-=-  i  ^ifCjj  =  MZ^C  (I.  Teü  §.  18,  4b). 
Daher  ist 


also 


somit: 


CZi  :CM=CM  :  CZ^,       CZ^  •  CZ^  =  CJJf  *, 

Für  eine  zweite  Gerade  5  durch  den  Punkt  C  ergiebt  sich  ebenso: 
^  .  ?L  =  ^a'  —  y' 


CM} 


6'  '  6"  ~  d,«  -  r« 


48 


§.17 


oder 


Ebenso  (Fig.  61): 


\c,h/'\c,bl        d^*-~r*' 
/&aA     /baA  d,*  —  r* 

\b,a)'\b,a) 


woraus  durch  Multiplikation  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes  a'  folgt. 

5.  Wir  nennen  im  folgenden  jeden  geschlossenen  Geradenzug  (I.  Teil 
§.  17,  4)  von  n  Ecken,  bezw.  n  Seiten  ein  «-eck  oder  «-"^eit  ohne  Rück- 
sicht darauf,  ob  einander  die  Seiten  durchschneiden  oder  nicht. 


Werden  die  Gegenseiten  eines 
Sehnensechsecks  123456  bis  zu  ihren 
Durchschnittspunkten  ABC  ver- 
längert und  wird  aus  drei  nicht 
aufeinander  folgenden  Seiten  61,  23, 
45  ein  Dreiseit  Q8R  gebildet,  so 
l&fst  sich  auf  dieses  der  Satz  des 
Menelaus  anwenden  und  zwar  be- 
züglich der  drei  übrigen  Seiten: 


Werden  die  Gegenecken  eine? 
Tangentensechsseits  123456  mitein- 
ander verbunden  durch  abc  und 
wird  aus  drei  nicht  aufeinander  fol- 
genden Ecken  61,  23,  45,  ein  Drei- 
seit qsr  gebildet,  so  ISfst  sieb  auf 
dieses  der  Satz  des  Ceva  anwenden 
und  zwar  bezüglich  der  drei  übrigen 
Ecken: 


Fig.  64. 


QC 

CB- 

Bi 
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RA 
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Fig.  G3. 
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S.  17. 
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Die  Mnltiplikation  dieser  Gleichungen  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  4: 
CM 


EÄ 

AS 


SB 


woraus  nach  2  a  folgt,  dafs  C,  A^  B 
in  einer  Geraden  liegen.  Dies  ist 
der  Satz  von  Pascal  (1640): 

Bei  jedem  Sehnensechseck  liegen 
die  drei  Sckmttpunkie  der  Gegen- 
seiten in  einer  Geraden  (der  Pascal'' 
seilen  Geraden), 


woraus  nach  2a'  folgt,  dafs  c,  a,  5 
einander  in  einem  Punkt  schneiden. 
Dies  ist  der  Satz  von  Brianchon 
(1806): 

Bei  jedem  Tangentensechsseit  gehen 
die  Verlmdimgsgeraden  der  Gegen- 
ecken durch  einen  Punkt  (den  Bri- 
anchon'schen  Punkt), 


Zusatz.     In  gleicher  Weiso  läfst  sich  dies  zeigen 


nir  ein  Sechseck,  dessen  Ecken  ab- 
wechselnd auf  zwei  bestimmten  Ge- 
raden liegen. 


Pig.  «5. 


6.  Jedes  Sechseck,  in  welchem 
die  drei  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten auf  einer  Geraden  liegen,  heifst 
ein  Pascarsches  Sechseck. 


für  ein  Sechsseit,  dessen  Seiten  ab- 
wechselnd einander  in  zwei  bestimm- 
ten Punkten  schneiden. 


Fig.  $6. 


6'.    Jedes   Sechsseit,    in   welchem 
die  drei  Verbindungsgeraden  der  Ge- 
genecken   einander    in   einem   Punkt 
schneiden,    heifst    ein   Brianchon' - 
sches  Sechsseit. 
Aus  jedem  solchen  ergiebt  sich  ein  neues,   indem  man  die  Ordnung 
irgend  zweier  auf  einander   folgenden  Elemente   vertauscht.     So   entsteht 
z.  B.  ans  dem  Pascarschen  Sechseck  (Pig.  63)  123456  durch  Vertauschung 
von  1  und  6  das  neue  PascaFsche  Sechseck  623451;  denn  dafs 

QC    RA'     SB'  ^^ 
Cit'  A'S  '  B'Q 

ist,  was  wir  kurz  mit  {QRSCÄ  B')  =  —  1   bezeichnen  wollen,  folgt  aus 
den  Gleichungen:  ^ 

(QRSCÄB)  =  —  1 ) 

und 


{QR86Ä2)  =  —  1 
{QRS\5B')  =  ^  1 

hfkthnch.  dar  £lemeDtar«Gflom«trie. 


UQRS1A2)''=—  1 
[{QRSG5B)  =  —  1. 
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Indem  wir  aber  nach  und  nach  je  zwei  Elemente  der  Gruppe  1  bb 
6  mit  einander  vertauschen,  ergeben  sich  alle  möglichen  Anordnungen 
dieser  Elemente  (im  Ganzen  60  Figuren).     Somit  gilt: 

Jeder  geschlossene  Geradenzug 


durch  die  sechs  Ecken  eines  FascaV- 
schen  Sechsecks  ist  ebenfalls  ein  solches. 


von  den  sechs  Seiten  eines  JBrianchon- 
sehen  Sechsseits  ist  ebenfalls  em  solch($. 


Zusatz.  Wie  hierbei  die  PascaUsche  Gerade  CB'A'  durch  C  geht, 
so  ist  dies  auch  der  Fall  mit  der  Pascarschen  Geraden,  welche  bei  der 
Vertauschung  von  3  und  4  entsteht.  Es  schneiden  einander  also  je  drei 
der  entstehenden  Pascal' sehen  Geraden  in  einem  (St  ein  er 'sehen)  Punkt 
bzw.  drei  Brianchon'sche  Punkte  liegen  auf  einer  Geraden. 

7*  Die  Sätze  in  5  führen  zu  einer  Reihe  von  weiteren  Sätzen,  wenn 
man  ein  Paar  aufeinander  folgender  Ecken  des  Sehnensechsecks,  bzw. 
aufeinander  folgender  Seiten  des  Tangentensechsseits  zusammenfallen  Msu 
wobei  die  Sekante  in  eine  Tangente,  bzw.  der  Tangentendurchschnitt  in  den 
Berührungspunkt  übergeht  (s.  I.  Teü  §.  23,  7  und  §.  34,  2  Zusatz).  Ej 
kann  dies  geschehen  a)  an  einem  Paar,  b)  an  zwei  gegenüberliegenden 
Paaren,  c)  an  zwei  aufeinanderfolgenden  Paaren,  d)  an  allen  drei  Paaren. 
So  z.  B.  ergiebt  a)  die  Sätze: 


a)  In  einem  Sehnenfimfeck  liegt  der 
Schnittptmkt  einer  Seite  wnd  der  im 
Gegeneck  derselben  gezogenen  Tangente 
auf  einer  Geraden  mit  den  Schnitt- 
punkten der  beiden  anderen  gegenüber- 
liegenden Seitenpaare, 


&)  In  einem  Tangentenßnfseü  geht 
die  Verbindungsgerade  eines  Ecks  mrf 
detn  Betührungspunkt  der  G^enseik 
desselben  durch  den  SchmUpunkt  dn 
Verbindungsgeraden  der  beiden  an- 
dern gegenüberliegenden   Eckenpaarr, 


Dieser  Satz  bietet  ein  Mittel,  die  Aufgabe: 


Zu    einer    Tangente   emes  KreiS'S 
den  Berührungspunkt  zu  bestmmen. 


Zu  einem  Punkt  der  Peripherie 
eines  Kreises  die  Tangente  zu  be- 
stimmen , 

mit  dem  Lineal  allein  zu  lösen.  Beistehende  Figuren  geben  die  Lösung 
durch  die  Reihenfolge  der  Zahlen  an,  wobei  mit  3,4  das  gegebene 
Element  bezeichnet  ist. 


Pig.  67. 


Fig.  68. 


§.  18. 
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Sechstes  Kapitel. 

DoppelverhältniBse  bei  je  vier  Elementen  von  Pnnktreihen  und 

Strahlenbüscheln. 

§.  18.    Harmonisehe  Punkte  und  Strahlen. 


1.  Wird  eine  Strecke  AB  durch 
einen  Punkt  Q  innen  und  einen 
Punkt  R  aufsen  so   geteilt,   dafs 


1'.  Wird  ein  Winkel  ab  durch 
einen  Strahl  q  innen  und  einen 
Strahl  r  aufsen.  so  geteilt,  dafs 
die  Teilverhältnisse  absolut  ge- .  die  Teilyerhältnisse  absolut  ge- 
nommen von  gleicher  Grofse  sind^  i  nommen  einander  gleich  sind,  so 
so  heilst  die  Strecke  harmonisch  iheifst  der  Winkel  harmonisch 
geteilt.  Die  Teilpunkte  Q  und  geteilt  Die  Teilstrahlen  j  und  r 
R  heifsen  harmonisch  zuge-  ^heifsenharmonisch  zugeordnet, 
ordnet  (konjugiert). 

AQ AR 

QB  ~        RB 


a  R 

Fig.  es. 

Anmerkung.     Es  ist  nämlich 
AB--  QR  _AB, 
QR  --BR~  BR' 

also  QR  das  harmonische  Mittel 
zn  AR  und  BR  (§.  3,  6). 

Die  Grenzpunkte  der  Strecke 
und  ihre  so  bestimmten  Teil- 
punkte heifsen  vier  harmo- 
nische Punkte. 


\qb)  \rb) 


Fig.  70. 


Die  Schenkel  des  Winkels  und 
seine    so  bestimmten  Teilstrahlen 
heifsen  .     vier        harmonische 
Strahlen. 
Über  die  Teilung  einer  Strecke  bezw.  eines  Winkels  in  dieser 
Weise  siehe  §.  7,  3,  bezw.  §.  15,  3. 
Aus  der  Annahme  folgt,  dafs 


AR  BB'    ^'  °- 

a)  Die  Strecke  sswischen  zwei 
harmonisch  tsugeordneten  Teilpunkten 
einer  Strecke  wird  durch  die  Grenz- 
punkte  der  letzteren  selbst  harmonisch 
geteUL 

Es  sind  deshalb  auch  A  und 
B  harmonisch  zugeordnete  Punkte 
der  Strecke  QR. 


a')  Der  Winkel  zwischen  zwei 
harmonisch  zugeordneten,  Teilstrahlen 
eines  Winkels  mrd  durch  die 
Schenkel  des  letzteren  selbst  harmo- 
nisch geteilt 

Es  sind  deshalb  auch  a  und  b 
harmonisch  zugeordnete  Strahlen 
des  Winkels  qr. 


52 


§.  18. 


Aus  der  obigen  Annabme  folgt  femer: 


AQ     AR  _ 


1,       d.h. 


&)-m—''  ^^- 


b)  Das  Doppelverhältnis  der  beiden  Teüverhalinisse  emer  harmonisch 
geteilten  Strecke  oder  Winkels  ist  —  1.  —  Umgekehrt: 

c)  Wenn  das  Doppelverhältnis  der  beiden  TeHmigen  einer  Strecke  oder 
eines  Winkels  —  1  ist^  so  ist  die  Teütmg  eine  harmonische. 

2.    Wenn  durch  einen   Teilpunkt  bezw.  Teilstrahl    das  Teiher- 
hältnis  bestimmt  ist,  so  ist  dadurch  auch  nach  §.  2,  Sa,  bezw.  §.  \b,u 
der  zugeordnete  Punkt  oder  Strahl  bestimmt. 
Zu  einem  Teilpunkt  einer  Strecke       Zu  einem  Teüstrahl  eines  Winkels 


gieht  es   immer  nur   einen  harmo- 
nisch zugeordneten  Punkt 


gid)t  es   immer  nur   einen  harmo- 
nisch isugeordneten  Strahl. 

Jedoch  ist  hierbei  zu  bemerken, 
dafs  für  einen  äufseren  Strahl  ron 
vier  harmonischen  Strahlen  jeder 
der   beiden  Halb  strahlen   der  be- 
treffenden Geraden  genommen  wer- 
den kann,   da  für  beide  das  Teil- 
yerhältnis  absolut  das  gleiche  ist 
(§.15,  2b). 
Die   gegenseitige  Abhängigkeit  der  Lage  zweier  harmonisch  zu- 
geordneten Elemente  ergiebt  sich  aus  der  in  1  gegebenen  Gleichung, 
wie  dies  in  §.  3  bezw.  §.15  für  ein  Element  ausgeführt  wurde: 


a)  Liegt  Q  in  Ä^  so  fallt  auch 
JB  mit  Ä  zusammen;  rückt  Q  von 
Ä  gegen  die  Mitte  zwischen  A 
und  B,  so  entfernt  sich  B  von  A 
in  der  Gegenrichtung. 

b)  fällt  Q  in  die  Mitte  von 
AB,  so  rückt  R  in  unendliche 
Entfernung. 

c)  Bewegt  sich  Q  in  gleicher 
Richtung  weiter  gegen  B,  so  rückt 
R  aus  unendlicher  Entfernung  von 
der  entgegengesetzten  Richtung 
gegen  B  und  fallt  mit  B  zu- 
sammen, wenn  ^  in  JB  fallt. 


a')  Fällt  q  nach  a,  so  gilt  dies 
auch  von  r;  dreht  sich  q  von  a 
gegen  die  Mitte  zwischen  a  imd 
b,  so  dreht  sich  ein  Halbsirabl 
von  r  von  a  hinweg  im  entgegen- 
gesetzten Sinn. 

V)  Erreicht  q  die  Halbierende 
von  ab,  so  halbiert  jeder  Halb- 
strahl von  r  einen  Nebenwinkel 
zu  ab. 

c)  Dreht  sich  q  im  selben  Sinn 
weiter  gegen  6,  so  dreht  sich  der 
zweite  Halbstrahl  von  r  im  ent- 
gegengesetzten Drehungssinn  gegen 
b  und  fallt  zugleich  mit  q  in 
diesen  Strahl  6. 


3.    Die  in  2  b  und  b'  angegebenen  Fälle  kennzeichnen  wir  durch 
die  Sätze: 


§.   18 
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a)  In  elfter  Strecke  sind  der 
Mittelpunkt  und  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  betreffenden  Geraden  har- 
monisch zugeordnet. 


a')  In  einem  Winkel  zu^eier  Ge- 
raden sind  die  beiden  Winkelhal- 
bierenden  dieser  Geraden  harmonisch 
zugeordnet. 


i^^fser  diesen  Winkelhalbierenden  können  nicht  zwei  zugeordnete 
Strahlen  normal  zu  einander  sein,  da  von  diesen  ab  der  Drehung 
des  einen  Strahls  eine  Drehung  des  anderen  Strahls  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  entspricht;  d.  h.: 

b)  Wenn  zwei  harmonisch  zugeordnete  Strahlen  normal  zu  einander 
sind,  so  halbiert  jeder  derselben  einen  Winkel  der  beiden  anderen  Strahlen. 

4r«  Zieht  man  von  einem  Punkt  S  Strahlen  (abqr)  nach  den 
Grenzpunkten  einer  Strecke  AB,  nach  deren  Mittelpunkt  Q  und  pa- 
rallel zu  der  Strecke  (nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  I.  Teil  §.  3,  4 
Anmerkung), 


Fig.  71. 


so  erhält  man  auf  jeder  Trans- 
versalen vier  harmonische  Punkte. 
Denn  für  die  beliebige  durch  Q 
gehende    Transversale    A^QB^B^ 

ist: 


Flg.  7» 

SO  sind  dies  vier  harmonische 
Strahlen.  Denn  zieht  man  noch 
AB  II  q  II  BB,,  so  ist  AB  =  BB, 
und  somit: 


oder 


AQ 


QB_ 


AQ^      AB, 

QB,  B,B/ 

Für  irgend  eine  Parallele  zu 
A^B^  gilt  das  gleiche  (§.  6,  i), 
also  für  alle  Transversalen,  d.  h.: 

a)  Die  Projektion  einer  Strecke 
xcird  durch  die  Projektion  des  Mit- 
telpunktes und  des  unendlich  fernen 
Punktes  harmonisch  geteilt. 

Ebenso  ergiebt  sich  umgekehrt 
aus  der  Annahme,  dafs  A^QB^E^^ 


d.  h. 


oder 


BA 
AQ 


B,B 
BQ' 


\aq)  ~         \hq) 

©  —  ("3.  "-^ 


a')  Der  Winkel  der  Strahlen- 
nach den  Grenzpunkten  einer  Strecke 
unrd  durch  die  Strahlen  nach  dem 
Mittelpunkt  und  dem  unendlich  fernen 
Punkt  derselben  harmonisch  geteilt. 

Ebenso  ergiebt  sich  umgekehrt 
aus  der  Annahme,  dafs  aqbr  vier 
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vier  harmonische  Punkte  und  I 
AB  II  SEj,  dafs  ÄQ  =  QB,  d.  h.: 
b)  Rückt  in  der  Projektion  vofi 
vier  harmonischen  Punkten  ein  Punkt 
in  unendliche  Entfernung,  so  rückt 
die  Projektion  des  zugeordneten 
Punktes  in  die  Mitte  der  Projek- 
tionen der  beiden  andeem  Punkte. 


harmonische  Strahlen  und  ÄB[rj 
dafs  AQ  =  QB  ist,  d.h.: 

b')  Auf  einer  ParcMden  zu  m\em 
von  vier  harmonischen  Strahlen  hal- 
biert der  diesem  zugeordnete  StrM 
die  von  den  beiden  anderen  Strahlen 
begrenzte  Strecke. 


6.  Nach  4  a  läfst  sich  die  Aufgi^be  leicht  losen:  Zu  einem 
Teilpunkt  Q  einer  Strecke  AB  den  zugeordneten  Punkt  R  zu  fifiden. 
Man  zieht  durch  A  oder  B  oder  Q  eine  Gerade,  auf  welcher  man 
nach  einerlei  Richtung  oder  nach  den  Gegenrichtungen  zwei  gleiche 
Strecken  aufträgt.  Dann  kann  man  A  und  B  entweder  als  die 
Projektionen  der  Grenzpunkte  dieser  Doppelstrecke  und  zugleich 
Q  als  Projektion  des  Mittelpunktes  oder  unendlich  fernen  Punktes 
auffassen  oder  umgekehrt.  Man  erhält  durch  Verbindung  der  per- 
spektivischen Punkte  den  Scheitel  eines  Strahlenbüschels  und  pro- 
jiziert von  diesem  aus  auf  die  Gerade  AB  den  noch  übrigen  der  vier 
Punkte. 

Folgende  Figuren  stellen  einige  solcher  Losungsarten  dar. 


Fig.  78. 


Die  Aufgabe:  Zu  einem 
Teüstrahl  q  eines  Winkels 
ab  ist  der  zugeordnete  Strahl 
r  zu  finden,  wird  nach  4  a' 
gelost,  indem  man  durch  einen 
Punkt  Q  von  q  die  Parallele 
QB  zxia  zieht  und  die  Strecke 
QB  um  BR  =  QB  verlän- 
gert; dann  ist  SR  der  zu- 
geordnete Strahl  zu  q. 


Flg.  74. 


g.    18. 
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6.  Sind  nun  AQBR  vier  har- 
monische Punkte  und  aqbr  die 
mit  ihnen  perspekti- 
vischen Strahlen 
eines  Büschels  S  und 
zieht  man  Q^BR^  ] a, 
so  ist  nach  4  b 
Q^B  =  BB^  und  so- 
mit sind  nach  4  a' 
aqhr  vier  harmoni- 
sche Strahlen. 


Fig.  75. 


6.  Sind  nun  aqhr  vier  harmo- 
nische Strahlen  und  AQBR  die 
mit  ihnen  perspekti- 
vischen Punkte  einer 
Reihe  s  und  zieht 
man  Q^BR^  |  a,  so 
ist  nach  4b'  Q^B 
^^  BR  und  somit 
sind  nach  4  a  ^4  QBR 
vier  harmonische 
Punkte. 


a)  Die  mit  vier  harmonischen  a')  Die  mit  vier  harmonischen 
Punkten  perspektivischen  Strahlen  StrtiMen perspektivischen  Punkte  einer 
eitles  Büschels  sind  Jiarmonische.      i  Geraden  sind  harmonische. 

Hiemach  kann  jede  der  beiden  Aufgaben  in  5  auf  die  andere 
zurückgefahrt  werden. 


Projiziert  man  femer  vier  har- 
monische Punkte  durch  vier  Strah- 
len auf  eine  zweite  Gerade,  so 
sind  nach  a  die  Strahlen  harmo- 
nische und  somit  nach  a'  auch 
die  vier  Punkte  der  zweiten  Ge- 
raden, d.  h.: 

b)  Die  mit  vier  harmonischen 
Punkten  perspektivischen  Punkte  einer 
Reihe  sind  harmotiische. 


Wählt  man  ferner  zu  vier  harmo- 
nischen Strahlen  einen  zweiten  mit 
ihm  perspektivischen  Büschel,  so 
sind  nach  a'  die  Punkte  der  Axe 
harmonische  und  somit  nach  a 
auch  die  vier  Strahlen  des  zweiten 
Büschels,  d.  h.: 

b')  IHe  mit  vier  Juzrmanischen 
Strahlen  perspektivischen  Strahlen 
eines  Büschels  sind  hannonisclie. 


Fig.  76. 


Fig.  77. 


7.  Wenn  wir  nun  von  zwei  harmonischen  Gebilden  je  drei 
Elementenpaare  in  perspektivische  Lage  bringen  (§.  14,  4,  5  u.  5')  indem 
man  z.  B.  A  und  A^  zusammenfallen  läfst),  so  mufs  auch  das  vierte 
Elementenpaar  (etwa  R  und  R^)  perspektivisch  sein,  da  mit  dem 
einen  Elemente  (i?)  dasjenige  (nach  6)  perspektivisch  ist,  welches  der 
Projektion  iQ^  des  zugeordneten  Elementes  {Q)  selbst  zugeordnet  ist 
(das  ist  eben  JRj).     Daraus  folgt: 
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a)  Irgend  imei  harmonische  Gebilde  sind  prqjektiviseh. 


b)  FäUt  von  harmonischen 
Punkten  ßftceier  Reihen  ein  Paar 
Punkte  msammen,  so  sind  beide 
Reihen  perspektivisch. 


V)  Fällt  von  harmonischen  Strah- 
len zweier  Büschel  ein  Paar  Strohkn 
zusammen,  so  sind  beide  BOsdid 
perspektivisch. 


8.  Die  metrische  Beziehung  der  Abschnitte  von  vier  harmoni- 
schen Punkten  läfst  sich  noch  in  anderer  Weise  feststellen.  (Vgl. 
auch  §.  3,  5.)  Es  folgt  nämlich  aus  AQ  :  QB  '^  AR :  BR,  wenn 
M  die  Mitte  von  AB  ist: 


AM  +  MQ 


AM+  ME 


Ä 


-J^Ht 


Fig.  78. 


MB--  MB' 

oder  nach  §.  3,  2o  u.  b,  da  -IJlf -=»  MB  ist: 

AM:MQ  =  MR:AM    oder  AM'  =  MQMR,    d.h.: 

a)    Das   Produkt   der    Abstände   zweier    harmonisch    zugeordneten 
Punkte  von  dem  Mittelpunkt  der  harmonisch  geteilten  Strecke  ist  gleiiA 
dem  Quadrat  der  Hälfte  dieser  Strecke,  und  umgekehrt:  zwei  so  bestimmte 
Punkte  teilen  die  Strecke  harmonisch. 
Anmerkung:  Eine* ähnliche  Be- 
ziehung ergiebt  sich   für  die  Halbie- 
rende des  harmonisch  geteilten  Win- 
kels.   Sind  m  und  m^  die  Winkelhal- 
bierenden zu  ah  und  AB  Wm^^  so  ist. 
nach  a 

Ijtf*  =  MQ  •  MB. 

Zieht  man  AA^,  QQ^,  BB^ 
normal  zu  m,  so  folgt  durch  Divi- 
sion mit  diesen  einander  gleichen  Strecken 


Fig.  79. 


oder 


(MAY_/MQ\     /MB\ 
\AAJ  —  \QqJ'\BB;) 


(ma  \*       /  mg\     /  wi*"  \ 


*) 


Aus  dem  Verhältnis  der  Produkte  der  Abschnitte  einer  harmonisch 
geteilten  Strecke  folgt: 

AQ  .  QB        {MB  -f  MQ)  {MB  -  MQ)        MB*  —  MQ* 


AB'  BB 


{MB  +  MB)  {MB  —  MB) 
MQ  .  MB  -  MQ* 


MB*  —  MB* 


MB*  —  MQ  .  MB 


MQ 

MB 


*)  Es  ist  tg  *ma  >b  tg  mq  •  tg  mr. 
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und  da 


30  ist  ^un 


AQ        QB 
AB  '^  BE' 


MB        \AB) 


\bb}' 


d.h.: 


b)  Bas  Verhältnis  der  Abstände  zweier  harmonisch  ettgeordneten 
Punkte  vom  Mittelpunkt  der  harmonisch  geteilten  Sirecke  ist  gleich  dem 
Qtmdrat  des  TeüverhäUnisses  der  Strecke  jener  Fwnkte  durch  die  Grenzpunkte 
der  ursprünglich  gegebenen^  Strecke, 


§.  19.  Harmonische  Paukte  and  Strahlen  im  vollständigen 
Viereck  nnd  Yierseit. 


1.  Vier  Punkte  ÄBCD,  von 
welchen  keine  drei  in  derselben 
Geraden  liegen  und  welche  durch 
sechs  Gerade  verbunden  sind: 

AB  oder  a,  BC  oder  6, 
CD  oder  c^  DA  oder  d, 
AC  oder  e^  BD  oder  /*, 


!'•  Vier  Gerade  abcd,  von  wel- 
chen keine  drei  durch  denselben 
Punkt  gehen  und  welche  einander 
in  sechs  Punkten  schneiden: 

ab  in  A,  bc  in  B 
cd  ia  Cf  da  in  D, 
ac  in  Ej  bd  in  Fy 


bilden  ein  vollständiges  Vier- 
eck. Dasselbe  hat  drei  Paar  Ge- 
genseiten acy  bd,  ef.  Die  Durch- 
schnittspunkte QSB  derselben 
heifsen  Nebenecken. 


Fig.  81. 


bilden  ein  vollständiges  Vier- 
seii  Dasselbe  hat  drei  Paar  Ge- 
genecken AC,  BD,  EF.  Die 
Verbindungsgeraden  qsr  derselben 
heifsen  Nebenseiten  (Diago- 
nalen). 
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Das  vollständige  Viereck  ent- 
hält drei  einfache  Vierecke:  AB  CD, 
AGDB,  ADBC.    (Fig.  82). 


Das  vollständige  Vierseit  ent- 
hält dsei  einfache  Vierseite:  ahci, 
acdb,  adbc.    (Fig.  83.) 


Flg.  82. 

2.  Es  ist  Q(asc)  p.  B{esf)  zu 
d  als  Axe;  daher  müssen  die  zu 
s  harmonisch  zugeordneten  Strah- 
len r  und  q  einander  auf  d  schnei- 
den. Ebenso  ist  Q(asc)  p.  R{fse) 
zu  h  als  Äxe;  somit  müssen  die 
Strahlen  r  imd  q  einander  auch 
auf  h  schneiden;  sie  müssen  also 
durch  den  Schnittpunkt  S  von  hd 
gehen. 

In  einem  Nebeneck  eines  voll- 
ständigen Vierecks  mrd  der  Winkel 
zuoeier  Gegenseiten  durch  die  Strah- 
len nach  den  cmderen  Nebenecken 
harmonisch  geteilt 


2'.  Es  ist  q{ASC)  p.  r{ESF) 
zu  D  als  Scheitel;  daher  müssen 
die  zu  S  harmonisch  zugeordneten 
Punkte  B  und  Q  auf  einem  Strahl 
von  !D  liegen.  Ebenso  ist  q{ÄSC: 
p,  r{FSE)  zu  B  als  Scheitel;  so- 
mit müssen  die  Punkte  B  und  Q 
auch  auf  einem  Strahl  durch  B 
liegen;  sie  müssen  also  auf  der  Ver- 
bindungsgeraden s  von  BD  liegen. 

Auf  einer  Nd>enseite  eines  voll- 
ständigen Vierseits  wird  der  Ab- 
stand zweier  Gegenecken  durch  dit 
anderen  Nebenseiten  Jiarmonisch  gt- 
teilt. 
Anders  kann  man  dies  beweisen,  indem  man  die  Figur  auffalst  ab 


ein  Dreieck  ABC  mit  1)  den  auf 
der  Geraden  r  liegenden  Schnitt- 
punkten SEF  und  2)  den  Eck- 
transversalen durch  D  (mit  den 
Schnittpunkten  BEF)  und  hierauf 
§.  17,  la  und  b'  anwendet 

Jeder  dieser  Sätze  folgt  auch  unmittelbar  aus  dem  anderen. 

3.  Hiermit  ist  ein  Mittel  gegeben  die  Aufgaben  §.  18,  5  und  6 
mit  dem  Lineal  allein  zu  lösen: 


ein  Dreiseit  abc  mit  1)  den  durch 
*den  Punkt  jB  gehenden  Ecktrans- 
versalen sef  und  2)  der  Transver- 
salen d  (mit  den  Ecktransversalen 
ref)  ui\^  hierauf  §.  17,  la'  und  b 
anwendet. 


a)  Man  findet  zu  einem  ge- 
gebenen Winkel  ac  und  Teilstrahl 
r  den  zugeordneten  Strahl  s,  in- 
dem man  durch  einen  Punkt  S 
auf  r  zwei  Gerade  6  und  d  zieht 
und    die   Schnittpunkte    derselben 


a')  Man  findet  zu  einer  ge- 
gebenen Strecke  AC  und  Teil- 
punkt B  den  zugeordneten  Punkt 
S,  indem  man  auf  einer  Geraden  * 
durch  B  zwei  Punkte  B  und  B 
sowohl    mit   A   als   C  durch  Ge- 
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mit  a  und  c  untereinander  ver- 
bindet. Der  Schnittpunkt  R  dieser 
Yerbindungsgeraden  liegt  dann 
auf  dem  fraglichen  Strahl. 

Da  hierbei  der  Punkt  8  auf  r  ganz 
beliebig  gewählt  werden  kann,  so  folgt: 

b)  In  vollständigen  Vierecken,  wel- 
che- zwei   Gegenseiten   und   die    Ver- 


rade  verbindet.  Die  Verbindungs- 
gerade r  der  Schnittpunkte  dieser 
letzteren  Geraden  geht  dann  durch 
den  fraglichen  Punkt. 

Da  hierbei  der  Strahl  s  durch  R  ganz 
beliebig  gewählt  werden  kann,  so  folgt: 

b')  In  vollständigen  Vierseiten, 
welche    zwei    Gegenecken    tmd    den 


bindungsgerade  von  deren  Nebeneck  Schniäpunkt  von  deren  Nebenseite  mit 
nach  einem  zweiten  Nebeneck  gemein-  einer  zweiten  Nebenseite  gemeinsam 
sam  haben,  fallen  auch  die  Verbirg  haben,  fallen  auch  die  Schnittpunkte 
dungsgeraden  des  ersten  und  dritten  der  ersten  und  dritten  Nebenseite  zu- 
Nebenecks  zusammen.  '  sammen. 

Dies  führt  dazu,  folgende  Aufgabe  mit  dem  Lineal  allein  zu  lösen: 


c)  Es  soll  durch  einen  gegebenen 
Punkt  R  eine  Gerade  nach  dem 
Schnittptmkt  zweier  gegebenen  Geraden 
ac  gezogen  werden,  ohne  diesen  Schnitt- 
punkt selbst  zu  benützen. 

Man  wählt  durch  R  die  beliebigen 


c')  Es  soU  von  einer  gegebenen  Ge- 
raden r  der  Schnittpmikt  mit  der  Verbin- 
dungsgeraden zweier  gegebenen  Punkte 
AC  bestimmt  tverden,  ohne  diese  Ver- 
bindungsgerade selbst  zu  benützen. 

Man    wählt    auf  r  die   beliebigen 


Strahlen  e  und  /*,  bestimmt  durch  |  Punkte  E  und  I\  bestimmt  durch 
diese  den  Punkt  s,  zieht  durch  'diese  diese  die  Gerade  ^,  wählt  auf  dieser 
zwei  weitere  Strahlen  b^ ,  d^  u.  s.  f.  |  zwei  weitere  Punkte  B^ ,  Z)^  u.  s.  f. 
4,  Aus  2  folgt:  ,      i\  Aus  2  folgt: 


a)  In  einem  vollständigen  Viereck 
wird  jede  Seite  durch  ein  Nebeneck 


a')  In  einem  vollständigen  Vierseit 
wird  der  Winkel  benachbarter  Seiten 


Fig.  84. 


Fig.  8b. 


und  den  Schnittpunkt  mit  der  Ver-  \  durch  eine  Nebenseite  und  den  Strahl 
bindungsgeraden  der  beiden  anderen  j  nach  dem  Schnittpunkt  der  beiden  an- 
Nd>ene€ken  ^harmonisch  geteilt.  \  deren  Nebenseiten  harmonisch  geteilt 
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üind  ÄiBiCiD^E^F^  diese  Teil- 
punkte auf  ahcdefy  so  ist  nun  zu 
jFj  als  Scheitel  QAB  <).  SAB\  da- 
her liegen  auch  die  zu  Q  und  S 
zugeordneten  Punkt«  A^  und  D^ 
perspektivisch  zu  F^  als  Scheitel; 
d.  h.  A^D^F^  ist  eine  Gerade, 
ebenso  B^C^F^,  A^i^i?  A^ii^i; 
daraus  folgt: 

b)  In  einem  vollständigen  Viereck 
bilden  die  Schnittpunkte  der  Seiten 
mit  den  Verbindungsgeraden  der 
Neben  ecken  die  sechs  Ecken  eines 
vollständigen  Vierseits. 


Sind  a^biCid^e^fi  diese  Teil- 
strahlen durch  AB  ÖDE  F,  so  ist 
nun  zu  f^  als  Axe  qab  p.  sad;  daher 
liegen  auch  die  zu  q  und  s  zuge- 
ordneten Strahlen  a^  und  d^  per- 
spektivisch zu  fi  als  Axe,  d.  h. 
a^d^fi  gehen  durch  einen  Punkt, 
ebenso  biC^f,  dibie^  diC^Ci]  daraus 
folgt: 

b')  In  einem  vollständigen  Vier- 
seit  bilden  die  Verbindungsgeradm 
der  Ecken  mit  den  Sd^nit^nkten 
der  Nebenseiten  die  sechs  Seiten  eines 
vollständigen  Vierecks. 


§•  20.   Harmonische  Punkte  und  Strahlen  im  Kreis. 

1«  Beschreibt  man  um  eine  Strecke  AA^  als  Durchmesser  einen 
Kreis  und  wählt  zu  dessen  Grenzpunkten  irgend  zwei  harmonisch 
zugeordnete  Punkte  BB^^  so  nennt  man  letztere  harmonisch  zuge- 
ordnete Pole  des  Kreises. 


^^ 


Fig.  86. 


Für  die  zu  den  vier  harmonischen  Punkten  AB  A^B^  perspek- 
tivischen Strahlen  eines  Scheitels  S,  der  auf  der  Kreislinie  liegt,  ist 
nun  AS  ±.  SA^\  somit  nach  §.  18,  3b  ^  B^SA  —  ASB,  d.  L: 

a)  Die  Strahlen  von  einem  Punkt  eines  Kreises  nach  den  Grem- 
punkten  eines  Durchmessers  halbieren  die  Winkel  der  Strahlen  nach 
zwei  harmonisch  zugeordneten  Polen  des  Durchmessers. 

Daher  ist: 

BS :  SB,  =  BA  :  AB,  (§.  17,  3a  ). 

Fassen  wir  BB,  als  ursprünglich  gegebene  Strecke  auf,  die  in 
A  und  A,  harmonisch  geteilt  ist  (§.  18,  la),  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Proportion: 
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b)  Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  dessen  Abstände  von  ewei 
gegebenen  Funkten  ein  bestimmtes  Verhältnis  haben,  ist  die  Kreislinie, 
von  toelcher  zwei  diametrale  Punkte  den  Abstand  der  ersteren  Punkte 
innen  und  aufsen  in  dem  gegebenen  Verhältnis  teilen  (Kreis  des  Apollonius), 

Anmerkung.  Ist  das  Verhältnis  gleich  1,  so  tritt  an  die  Stelle 
des  Kreises  die  Mittelnormale  zu  beiden  Punkten.  Diese  ist  somit  als 
Grenze  aufzufassen,  der  sich  ein  Teil  des  Kreises  mehr  und  mehr  nähert, 
wenn  der  eine  Grenzpunkt  des  Durchmessers  in  unendliche  Entfernung 
hinausrückt. 

2.  Ziehen  wir  durch  B  die  beliebige  Sehne  SS^  so  sind  im 
A  SB^Si  die  Geraden  SA  und  Sj^A  Winkelhalbierende;  daher  wird 
der  Winkel  SB^S^^  auch  halbiert  durch  die  Yerbindungsgerade  B^A 
(Fig.  86,  a)  oder  deren  Normale  BiB^  ±  B^A  (Fig.  86,  b)  (§.  16,  3b'). 

a)  Zieht  man  durch  einen  Pol  eine  Secante,  so  unrd  der  Winkel  der 
Strahlen  des  zugeordneten  Poles  nach  den  Grenzpunkten  der  Sehne  durch 
die  Verbindungsgerade  beider  Pole  (bezw,  deren  Normale)  halbiert. 

Es  sind  somit  B^B  und  B^B^  harmonisch  zugeordnete  Strahlen 
des  Winkels  SBj^S^  und  die  Schnittpunkte  derselben  mit  SS^  vier 
Harmonische  Punkte  SBS^B^. 

Wir  nennen  nun  die  in  einem  von  zwei  harmonisch  zugeordneten 
Polen  B  und  JB^  auf  deren  Verbindungsgeraden  errichteten  Normale 
B^B^  die  Polare  des  anderen  Pols  J5,  letzteren  Punkt  B  den  Pol  zu 
jener  Normalen  B^B^.  Die  abgeleitete  Beziehung  läfsfc  sich  hiemach 
kurz  ausdrücken: 

b)  Die  Sehnen  aller  Strahlen  eines  Punktes  werden  durch  diesen 
und  durch  dessen  Polare  Jiarmonisch  geteilt, 

oder    da    der    einem   Punkt    harmonisch    zugeordnete   eindeutig   be- 
stimmt ist: 

c)  Der  einem  Teilpunkt  einer  Sehne  harmonisch  zugeordnete  Punkt 
liegt  auf  der  Polare  des  Teilpunktes. 

3.  Ist  B  ein  Punkt  aufserhalb  eines  Kreises,  SS,  dessen  Be- 
rührungssehne, AA^  der  Durchmesser  auf  der  Centralen  durch  B, 
so  ist 

^  BSA  ^  SA^A  ==  AA^S^  =  ASB^, 

also     SJB,  SB^y  SA,  SA^    sind  vier  har- 
monische Strahlen,  d.  h.: 

a)  Ein  Beruhrungswinkel  wird  harmo- 
nisch geteilt  durch  die  Strahlen  nach  den 
Grenzpunkten  des  zur  Sehne  normalen  Durch- 
messers — 

worans  dann  weiter  folgt,  dafs  B  und  jßj   harmonisch   zugeordnete 
Pole  sind^  d.  h.: 


Fig.  87. 
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h)  Die  Polare  eines  Punktes  au fser-l  V)  Der  Pol  zu  einer  Sdme  ist 
halb  des  Kreises  ist  die  Berührungs-  \  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  ihrer 
sehne  seiner  Tangenten.  \  Grenzpunkte. 

Lassen  wir  Pol  oder  Polare  sich  der  Kreislinie  nähern^  so  folgt 
(vgl.  §.  18,  2): 

c)  Die  Polare  eines  Punktes  der\  c)  Der  Pol  einer  Tangente  des 
Kreislinie  ist  dessen  Tangente.  \  Kreises  ist  deren  Beriihrungqnmki. 

Rückt  dagegen  Pol  oder  Polare  gegen  den  Mittelpunkt,  so  rücken 
deren  zugeordnete  Elemente  weit  hinaus.  Da  einem  Punkt  oder  einer 
Geraden  immer  nur  ein  solches  zugeordnetes  Element  entspricht,  so 
gebraucht  man-  auch  für  den  Mittelpunkt  und  irgend  einen  Durch- 
messer die  Redeweise: 


d)  Die  Polare  des  Mittelpunkts 
ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene. 

Alle  Durchmesser  werden  näm- 
lich im  Mittelpunkt  halbiert;  die 
zugeordneten  Punkte  sind  somit 
in  unendlicher  Entfernung. 


d')  Der  Pol  eines  Durchmessers 
ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
zum  Durchmesser  normalen  Geraden. 

Alle  zu  dem  Durchmesser  nor- 
malen Sehnen  werden  nämlich  darch 
diesen  halbiert;  die  zugeordneten 
Punkte    sind   £dso    in   unendUcher 


Entfernung. 

4.  In  dem  Sehnenviereck  AB  CD  (Fig.  88)  werden  die  Seimen 
AB  und  CD  durch  den  Schnittpunkt  Q  und  die  Verbindungsgerade 
RS  der  beiden  andern  Nebenecken  harmonisch  geteilt  (§.  19,  4a);  da- 
her ist  RS  Polare  zu  Q  (2,  c);  ebenso  sind  R  imd  QS,  S  und  QR 
bzw.  Pol  und  Polare.     Also  gilt: 

In  jedem  Sehnem>iereclc  ist  ein  Nebeneck  der  Pol  zur  Verbindungs- 
geraden der  beiden  andern  NehenecJcen. 


Fig.  88. 


Fig.  89. 


Dies  kann  in  Verbindung  mit  3b  benutzt  werden,  um  die  Be- 
rührungspunkte der  von  einem  gegebenen  Punkt  Q  aus  gehenden 
Tangenten  mit  dem  Lineal  allein  zu  finden;  man  zieht  QAB  und 
QDC  beliebig  und  konstruiert  RS  oder  (Fig.  89)  man  zieht  noch  eine 
dritte  Sekante  ^XF  und  konstruiert  RT. 
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Fig.  90. 


6.  Sind  AB  und  A^B^ 
zwei  Paare  zugeordneter  Pole, 
so  ist  nach  §.  18,  8a: 

MA'MB  =  r^  =  MA,'MB,. 

a)  Das  ProdnJct  der  Entfer- 
nungen zweier  zugeordneten  Pole 
vom  Mittelpunkt  ist  konstant, 
gleich  denn  Qtiodrat  des  Badius. 

Ist  hierbei  A  ein  beliebiger  Punkt  einer  Geraden  a,  jBj  deren 
Pol,  so  dafs  MA^B^  normal  zu  a,  so  folgt  aus 

MAMB  =  MA,  .  MB,, 

dafs  BBj^  antiparallel  AA,,  somit  auch  MBB,  =  jR,  BB,  Polare 
zu  A.  Es  geht  also  die  Polare  zu  A  durch  den  Pol  von  a;  der  Pol 
zu  a  liegt  auf  der  Polare  zu  A. 

b)  Die  Polare  jedes  Punktes  einer  \     b')  Der  Pol  jedes  StrahUs  eines 


Geraden  geht  durch  den  Pol  dieser 
Geraden, 

c)  Der  Schnittpunkt  der  Polaren 
zweier  Punkte  ist  der  Pol  ihrer  Ver- 
bindungsgeraden. 

d)  Die  Polaren  zu  den  Punkten 
einer  Beäie  bilden  ein  Strahlenbüschd, 
dessen  Scheitel  der  Pol  zu  dem  Träger 
der  Punktreihe  ist. 


Punktes  liegt  auf  der  Polare  des 
Punktes. 

c)  Die  Verbindungsgerade  der 
Pole  zweier  Geraden  ist  Polare  zu 
deren  Schnittpunkt 

d')  Die  Pole  zu  den  StraJden 
eines  Büschels  bilden  eine  Ptmkt- 
reihcy  deren  Träger  die  Polare  zu 
dem  Sdieitel  des  Büschels  ist. 


In  Verbindung  mit  3b  heifst  dies: 
e)    Gleitet  ein  Punkt  auf  einer       e)   Dreht  sich  eine  Sekante  um 


Geraden  hin,  so  dreht  sich  die  Be- 
rührungssehne seiner  Tangenten  um 
einen  Punkt,  den  Pol  der  Geradezu 


einen  Punkt,  so  gleitet  der  Schnitt- 
punkt ihrer  Tangenten  auf  einer  Ge- 
raden hin,  der  Polare  des  Punktes. 


6.  Diese  Sätze  begründen  eine  von  der  perspektivischen  Beziehung 
verschiedene,  eigentümliche  Beziehung  zwischen  Punktgebilden  und  Ge- 
radengebilden: wird  in  der  Ebene  einer  Figur  ein  beliebiger  Kreis  an- 
genommen und  zu  jedem  Punkt  derselben  die  Polare,  zu  jeder  ihrer  Ge- 
raden der  Pol  konstruiert,  so  entsteht  die  der  ersteren  Figur  entsprechende 
polare  Figur;  die  letztere  entsteht  durch  Polarisation  der  ersteren 
und-  in  gleicher  Weise  aus  der  letzteren  die  erstere,  so  dafs  beide  als 
polar  reciproke  Figuren  bezeichnet  werden.  Aus  bekannten  Eigen- 
schaften der  polaren  Figur  lassen  sich  nun  häufig  gewisse  Eigenschaften 
der  ersteren  Figur  erweisen.  Eine  solche  polar  reciproke  Eigen- 
schaft ist  nun  zunächst  die  auf  die  Lage  bezügliche  (descriptive),  dafs 
einander  jeweils  Punkte   einer  Geraden   und  Strahlen  eines  Büschels  ent- 
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sprechen.  Zu  dem  Sebnenviereck^PCD  ist  die  polare  Figur  das  Tu- 
gentenvierseit  ab  cd;  den  sechs  Seiten  des  ersteren  ctibiCid^e^f^  entsprechen 
polar  die  sechs  Ecken  Ä^B^C^D^E^Fj^  des  letzteren  (3b^;  den  Nebenecken 


Fig.  91. 

Q,  Rf  S  des  ersteren  müssen  polar  entsprechen  die^  Nebenseiten  gif^Si  des 
letzteren  (5d'  oder  e');  diese  müssen  daher  nach  4  zusammenfallen  mit 
den  Verbindungsgeraden  der  Nebenecken  des  Sehnenyierecks;  m.  a.  W. 
a)  Von  einem  durch  v^ier  Punkte  des  Kreises  bestimnUen  Sehneimerfck 
und  Tangentenvierseit 

schneiden  einander  je  etßei  Neben- 
seiten des  leteteren  in  einem  Nd>enefi 
des  ersteren. 


liegen  je  zwei  Nebenecken  des  ersteren 
auf  einer  Nebenseite  des  letzteren. 


Damit  ist  auch  der  dem 
Satze  4  entsprechende  gegeben: 

b)  In  jedem  Tangenten- 
vierseit ist  eine  Nebenseite  die 
Polare  zum  Schnittpunkt  der 
andern  Nebenseiten, 

c)  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich  der  Satz  von  Brianchon 
aus  dem  Satz  von  Pascal. 
Den  Ecken  Ä  BCDEFdea  Tan- 
gentensech sseits  entsprechen 
polar  die  Seiten  abcdef  des 
zugehörigen      Sehnensechsecks, 

den   Verbindungsgeraden    qrs   der   Gegenecken  des   ersteren   die  SchniU- 


Rg.  »2. 
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punkte   der   Gegenseiten  des   letzteren.     Da   letztere   auf  einer  Geraden 

liegen,  so  müssen  erstere  durch  einen  Punkt  gehen,  den  Pol  dieser  Geraden. 

d)  Wenn  ABC  drei  Punkte  einer  Reihe,  afec  die  Strahlen  des  polar 

entsprechenden  Büschels   sind,    so    liegen  die   drei  Punkte  perspektivisch 


Fig.  93. 

zu  den  vom  Mittelpunkt  auf  die  Strahlen  normal  gezogenen  Strahlen  xyz 
und  es  ist  nach  §.  16,  1: 

AC  _  /xz\     AM 

CB~  \zy)  '  BM' 

Werden  nun  die  Winkel  der  Strahlen  abc  gegen  wendig  zu  denen 
von  xyg  bestimmt,  so  ergänzen  einander  die  Winkelpaare  ab  und  xy^ 
«r  und  xz,  cb  und  zy  jeweils  zu  2  JB,  so  dafs  ihre  Sinus  bezw.  dieselben 
sind.  Ist  hierbei  ^ttc<a&,  so  mufs  '^xz>xy  sein  und  umgekehrt; 
d.  h.  wird  ^  ab  durch  c  innen  geteilt,  so  wird  xy  durch  z  aufsen  ge- 
taut und  umgekehrt;  es  ist  also 

/xe\         /ac\        A£ /ae\     AM 

Kzy)'^         \cb)'       CB~         \cb)'MB' 

AC  ^  /ac\  __  AM 

CB  '  \cb)  ~        BM' 

Das  DappelverhäUni^  einet^  geteilten  Strecke  und  des  polar  entsprechen- 
den geteülen  Winkels  ist  entgegengesetzt  dem  Verhältnis  der  Abstände  beiden- 
Funkte  vom  Kreismittelpwnkt, 

e)    Für  einen  weiteren  Punkt  B  der   Reihe   und  den   dazu  polaren 

Strahl  d  ist  ebenso 

AD /ad\    AM 

DB~        [dbj'MB' 


F5^©-SD'      ^'^' 


Somit 

AC    AD 
CB 

Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  einer  durch  zwei  Punkte  geteilten 
Strecke,  bezw.  eines  durch  zwei  Strahlen  geteilten  Winkels  bleibt  bei  der 
Polarisation  unverändert. 

Lehrbuch  der  ElemeuUr-Geometrie.    11.  u 
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Daher  entsprechen  harmonische  Punkte  und  Strahlen  einander,  da 
deren  Doppelverhältnis  =  —  1  ist. 

f)  Den  Ecken  ABC  eines  Dreiecks  entsprechen  polar  die  Seiten 
ahc  eines  Dreiseits,  den  Schnittpunkten  ÄiB^Ci  einer  Geraden  mit  de« 
Seiten  des  Dreiecks  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Ecktran^Tersalen 
^i^i^i  ^ös  Dreiseits.     Nun  folgt  aus  d): 

ACj     BAi     CB^ /gcA  (hoA  /ch^\        ,    , 

C.B^Ä^C'  B,A~         \c,  b)  U  c)  \b,ä)f     ^  '^'' 

Das  Tripdverhälinis  erhält  hei  der  Polarisation  den  entgegengesetziin 
Wert. 

Somit  ergieht  die  Polarisation  aus  dem  Satz  des  Menelaus  den  too 
Ceva  und  umgekehrt. 


§.  21.  Beliebige  Punkte  und  Strahlen  projektivischer  Reihen 
und  Bfischel. 

1.  In  zwei  perspektivischen  Punktreihen  ist  von  besonderer  Be- 
deutung   der  Punkt   auf  jeder  dieser  Reihen,    welcher  auf  dem  zur 
anderen  Reihe   parallelen  Strahle  liegt, 
wie  R  auf  SR  I|  A^B^,  Öi  auf  SQ^  ||  AB. 
Der  Punkt  R  hat  eine  solche  Lage,  dafs 
die  Projektionen  der  Punkte  der  Reihe 
A^B^    ihm    um    so    näher   kommen,  je 
weiter  letztere  auf  ihrem  Träger  hinaus- 
rücken.    Da  im  übrigen  jedem  Punkt  der 
einen  Reihe   ein  bestimmter  Punkt  der 
andern   entspricht,  so  nennt  man  jenen 
Punkt  R  die  Projektion  des  unend- 
lich  fernen  Punktes    der   zweiten  Geraden  A^B^   oder  auch  den 
Fluchtpunkt  zu  dieser  Geraden. 

Es  ergiebt  sich  aus  der  Bewegung  des  projicierenden  Strahles, 
dafs  zweiesn  Punkten  AB  des  im  Fluchtpunkt  R  begrenzten  Halb- 
strahls auch  zwei  solche  Punkte  A^B^^  auf  einerlei  Seite  des  Flucht- 
punkts Q  der  andern  Geraden  entsprechen-,  ferner  geht  die  Richtung 
A^B^  von  öl  weg,  während  die  von  AB  auf  R  zugeht,   d.  h.: 

a)  -Es  entspricht  in  zwei  projeJctiviscken  Pnnktreihen  einer  S/r»ti> 
auf  einem  Halbstrahl  des  Fluchtpunkts,  deren  Richtung  vom  Fluehtpunit 
weggeht,  eine  Strecke  auf  einem  Balbstrdhl  des  FluchtputJcis  der  ztcfikif 
Rfihe^y  deren  Richtung  zum  Fluchtpunkt  hingeht 

Für  irgend  ein  entsprechendes  Punktpaar  A  und  A^  ist  nun: 
ARiSR^SQ^:A,Q,     oder     AR  -  A,Q,  =  SR  -  SQ,,    d.h.: 


§.  21.  67 

b)  In  imei  projektivischen  Ptmhtreihen  ist  das  Produkt  der  Strecken 
von  den  Fluchtpunkten  nach  zwei  entspredienden  Punkten  konstant. 

Dies  Produkt  heifst  die  Konstante  der  projektivischen  Be- 
ziehung*). 

2.  Sind  AB  CD  vier  Punkte  einer  Reihe,  aicd  die  vier  hierzu 
perspektivischen  Strahlen  eines  Büschels  S,  so  ist  (§.  16,  i): 

CB  ~  \ch)    BS'         1)B~  \db)  '  BS' 
Somit: 

izt) 

Das  Doppel  Verhältnis  aus  den  beiden  Teil  Verhältnissen  einer  in 
zwei  Punkten  C  und  D  geteilten  Strecke  AB^  bzw.  eines  durch  zwei 
Strahlen  c  und  d  geteilten  Winkels  ah  bezeichnen  wir  mit  {ABCD)^ 
bzw.  {ah cd). 

Es  ist  also  bei  projektivischen  Gebilden  {AB CD)  =  (ah cd). 


Q 

AS 
BS' 

AB 
1)B 

AC 
CB' 

ÄD 
1)B~ 

Q- 

In     einer     zweiten    Punktreihe 
^By^CyD^j  welche  mit  ersterer  auf 


In  einem  zweiten  Strahlenbüschel 
((h\^i^i)}  welches  ersteres  in  der- 


demselben  Strahlenbüschel  («6 cd) !  selben  Punktreihe  ABCD  schnei- 
liegt, ist  ebenfalls  I  det,  ist  ebenfalls 


{A^B^C^B;)  =  {ahcd) 
also 

(ABCD)  =  {A,B,C,D,). 


(ABCD)  =^  (a^h^c^di) 
also        ' 

(ahcd)  =  (öi^iCidi). 


Dctö  Doppelverhältnis  von  zweifach  geteilten  Strecken  oder  Winkeln 
ist  in  allen  prqjektivisch  entsprechenden  Gebilden  das  gleiche. 

Zusatz.  Dem  Werte  —  1  des  Doppel  Verhältnisses  entsprechen  har- 
monische Pimkte,  bezw.  Strahlen  (§.  18,  ib).  Daher  fliefsen  aus  vor- 
stehendem Satze  unmittelbar  die  Sätze  §.  18,  6  und  7. 

3.    Die  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet: 

a)  Wenn  für  Strecken  oder  Winkel  mit  je  zwei  teilenden  Elementen 
die  Doppelverhältnisse  (nadi  Zeichen  und  Gröfse)  übereinstimmen ,  so 
fiind  diese  Gebilde  prqjektivisch;  sie  sind  perspektivisch ,  wenn  drei  ent- 
iiprechende  Elemente  perspektivisch  liegen. 

Denn  drei  Elementenpaare,  z.  B.  ABC  und  A^^B^C^  lassen  sich 
jedenfalls  perspektivisch  legen  (§.  14,  4  und  ö).  Die  Lage  des  vierten 
Elementes  D^  ist  aber  genau  so  bestimmt,  wie  die  Lage  des  zu  D 
perspektivischen  Elementes  Dgj  nämlich  für  dieses  mufs  nach  2  sein: 


*)  Den  Flncbtpnnkten  in  den  Punktreihen  entsprechen  bei  perspektiviBchen 
StrahlenbüBcheln  die  Paare  von  Normalatrahlen  /* _L  t',  /l  J_  t^i ,  deren  Azen- 
punkte  man  erhält,  wenn  man  durch  die  Scheitel  einen  Kreis  legt,  deaaen  Mittel- 
punkt auf  der  Axe  liegt.  Es  läfst  sich  nachweisen,  dafs  tg  a/*  -  tg  a^v^  für  alle 
entsprechenden  Strahlen  acL^  einen  konstanten  Wert  hat. 

5* 
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und  dieselben  Gleichungen  bestehen  der  Annahme  nach  auch  für  Ad^ 
und  D^B.  —   Aus  a)  folgt  weiter: 

b)  Durch  drei  zugeordnete  Elementenpaare  ist  die  projektivisdtf 
Beziehmig  zwischen  Punktreihen  hzw.  Strahlenbüscheln  vollständig  bestimmt: 
d.  h.  SU  irgend  einem  merten  Element  giebt  es  nur  ein  bestimmUs  prft 
jektivisches. 

c)  Wenn  von  Punktreihen  oder  Strahlenbüscheln  irgend  zwei  emi» 
dritten  prqjektivisch  sind,  so  sind  sie  es  auch  unter  sich. 

Denn  da  die  Doppelverhältnisse  von  vier  zugeordneten  Gebilden 
der  ersten  beiden  mit  dem  der  dritten  übereinstimmen,  so  sind  sie 
untereinander  gleich  und  nach  a)  die  Gebilde  projektivisch. 

Znsatz.    £ine  algebraische  I3mformung  zeigt,  dafs 

(AB  CD)  =  (DCBÄ)  =  (CD  AB)  =  (BADC), 

d.  h.:  das  Doppdverhältnis  bleibt  unveräfidert:  1)  bei  der  Umkehrung  dtr 
Ordnung  aller  Elemente;  2)  bei  der  Vertauschwng  der  teilenden  mit  den  ht- 
grenzenden  Elementen;  3)  bei  der  Vertauschung  der  tuenden  Elemente  ««^^ 
sich  und  ebenso  der  begrenzenden. 

Dem  entsprechend  lassen  sich  für  zwei  gleiche  BoppelverhäUnissc  s^m 
Gruppen  von  Punkten  oder  Strahlen  auch  verschiedene  prqjektiviscke  Zu- 
ordntmgen  der  einzelnen  Elemente  aufstellen. 

Zwischen  vier  Elementen  bestehen  24  Doppelverhältnisse,  imter  welchen 
je  vier  übereinstimmen  und  zu  jedem  ein  reciproker  Wert  sich  findet 

4.  Die  Aufgabe  a):  Zu  einem  Teilpunkt  C  einer  Stredce  AB  und 
einem  gegebenen  Doppelverhältnis:  (AB CD)  =  g' :  r  den  zweiten  Teil- 
punkt D  zu  bestimmen,  ist  entsprechend  §.  18,  5  zu  lösen,  indem  man 
beachtet,  dafs  für  eine  Projektion  der  vier  Punkte  auf  eine  Parallele 
zu  SD,  in  welcher  die  Projektion  von  D  in  unendliche  Entfernung 
rückt,  das  Doppel  Verhältnis  (A^B^Ci^Di  ^)  =^  q:r 

A  D 
sein  mufs,  wobei  jedoch  W-^  *  =  —  1  ist  (§.  2, 3  b), 

A  C  a  , 

SO  dafs  dann  yr^  =*  —     •     Die  Konstruktionen 

}    *  ^ 

unterscheiden  sich  daher  von  den  in  §.  18,  6  an- 
gedeuteten (Figur  73)  nur  durch  das  Antragen 
ungleicher  Strecken  A^C^  «=  ^,  C^B^  =  —  r,  statt 
gleicher  Strecken.  '^   ^ 

Die  Aufgabe  b):  Zu  einem  Teilstrahl  b  eines 
Winkels  ac   und  einem  gegebenen  Doppelverhältnis  (abcd)  =q:r  den 
zweiten  Teilstrahl  d  zu  bestimmen,  kann  mittelst  einer  Transversalen  auf 
die  vorhergehende  zurückgeführt  werden.  Oder  (Fig.  95)  man  tragt  aui  1^ 
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SQ  =  qj   SR  =  r   (auch    mit   Berücksichtigung    der  Zeichen    von  q 
und  r),  zieht  zwischen  b  und  c  QQ^  ^  a  und  ferner  RR^  ||  a,  dann 
QiRi  II  6,  so  ist  SR^  der  fragliche  Strahl  d. 
Es  ist  nämlich  nach  §.  15,  i: 

5.  Aufgabe.  Es  mid  drei  Elementenpaare  von  projektivischett  Punkt- 
reihen  oder  Strählenbüscheln  in  nicht  perspektivischer  Lage  gegeben;  es  soll 
zu  einem  beliebigen  vierten  Element  das  projektivische  bestimmt  werden. 
a)  Ist  ABC  A  ÄiB^Ci,  soj  a')  Ist  abc  7\  «i^i^ij  so  zieht 
nimmt  man  auf  der  Verbindungs- j  man  durch  den  Schnittpimktaai(<4) 
geraden  ÄA^  (a)  die  Punkte  S  und  die  Geraden  r  und  r^  als  Träger  der 
Äj   als  Scheitel  der  Büschel  abc  p.  Punktreihen  ABC  p.  abc]  AB^C^ 


Fig.  96. 


Fig.  97. 

)f.  aj)^c^.  Nun  ist  ABC  p.  AB^C^ 
(§.  14,  ö)  und  der  Scheitel  S^  der- 
selben ergiebt  einen  mit  abc  und 
^i^i^i  perspektivischen  Büschel 
^2  {^2^;  so  dafs  zu  einem  Strahl  d 
leicht  d^  und  dann  d^  zu  finden. 


ABCj  a^biC^  p.  A^B^Cy,  Nun  ist 
a6c  p.  a^iiCi  (§.  14,  ö')  und  die 
Axe  r^  derselben  ergiebt  eine  mit 
ABC  und  A^B^Cy  perspektivische 
Punktreihe  A^B^C^j  so  dafs  zu 
einem  Punkt  D  leicht  Dg  und  dann 
Z>i   zu  finden  ist. 

b)  Ist  -4J5(7  A  «6c  gegeben,  so  läfst  sich  die  Konstruktion  von 
ABCD  A  ctbcd  auf  eine  der  beiden  voranstehenden  Arten  lösen, 
mit  Hilfe  von  A^B^C^  p.  a6c,  bzw.  aJ>y^Cy  p.  ABC. 

Zusatz  zu  a.  Die  Scheitel /S und /S^  1  Zusatz  zu  a'.  Die  Träger  r  und  r^ . 
können  im  besonderen  auch  nach  A^  i  können  im  besonderen  auch  nach  a^  und 
und  A  verlegt  werden.  Alsdann  mufs  i  a  verlegt  werden.  Alsdann  mufs  der 
die  Axe  x  durch  die  Funkte  E^  F :  Scheitel  X  in  dem  Schnittpunkt  der 
gehen,  welche  dem  Schnittpunkt  EF^  j  Strahlen  e^  f  liegen,  welche  dem  Schei- 
entsprechen,  da  r  der  Strahl  von  ui  j  telstrahl  fj^e  entsprechen,  indem  X8 
nach  Fj,  r^  von  -4i  ^a^h  E  ist  In  i  dem  Strahl /S^Ä,  X/S^  dem  S'iSiprojekti- 
gleicher  Weise    mufs   dies   der  Fall '  visch   entspricht     Derselbe  Schnitt- 
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sein;  wenn  B  und  By^   statt  A  und  |  punkt  muls  aber  auch  Scheitel  sein, 
A^  als  Scheitel  angenommen  werden.  |  wenn  h   und  h^   statt  a  und  Oj  als 


Fig.  98. 

Die  entsprechenden  Strahlen  B  C^  und 
B^C  schneiden  daher  einander  eben- 
falls auf  der  Axe  x. 

Hieraus  folgen  die  Sätze  §.  14, 
6.  In  der  vorigen  Aufgabe  5  a 
können  wir  auch,  wenn  durch  ent- 
sprechende Punktpaare  die  Verbin- 
dungsgeraden AA^^  BB^^  CCi  ge- 
legt sind,  die  Schnittpunkte  zweier 
derselben  mit  der  dritten,  z.  B.  S 
und  S^,  als  Scheitel  der  beiden  per- 


Fig.  99. 

Träger    angenommen    werden.     Die 
einander      entsprechenden      Schnitt- 
punkte   hc^    und    b^c  müssen  daher 
auf  einem  Strahl  durch  S^  liegezL 
6,  Zusatz. 

6'.  In  der  vorigen  Aufgabe  5a' 
können  wir  auch,  wenn  von  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  die 
Schnittpunkte  aa^,  &6j,  cq,  bestimmt 
sind,  die  Verbindungsgeraden  zweier 
derselben  mit  dem  dritten,  z.  B. 
r   und   r^,    als    Träger    der  beiden 


Fig.  100. 


Fig.  101. 


spektivischen  Büschel  annehmen:  a&c  |  perspektivischen  Punktreihen  an- 
p.  ABC  und  a^hiC^  p,  A^B^C^y  so  nehmen:  ABC  p.  ahc  und  A^Bfii 
dals  nun  die  Verbindungsgerade  von|p.  a^\Ci^  so  daTs  nun  der  Scfanitt- 
h\  {B)  mit  cci  (CJ  sich  als  Axe  I  punkt  von  BB^  (b)  und  CC^  (c) 
X  ergiebt.     Alsdannn   mufs  ABCJDisioh    als   Scheitel   X  ergiebt.     Als- 
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p.  abcd  und  A^B^C^D^  p.  a^hyC^dy 
und  somit  ah  cd  A  a^h^Cy^d^  sein. 
Da  nnn  ahc  )^.  a^\c^  zu  x  als  Axe, 
so  mnfs  auch  der  Schnittpunkt  von 
d  und  d^  auf  x  liegen.  —  Bezeichnen 


dann  mufs  abcd  p.  ABCD^  a^\c^d^ 
<).  A^B^C^D^,  somit  ABCD  A 
A^B^C^D^  sein.  Da  nun  ABC  p. 
A^B^C^  zu  X  als  Scheitel  ist,  so 
mufs    auch    die    Verbindungsgerade 


wir  BJ)^  mit  dg,   so  ist  ah^rd^r^c  von  D  und  JD^   durch  Z  gehen. 

I  Ci)    ein    Briancho] 
Sechsseit     Wir  folgern  also: 


{SS^BDD^C^    ein    Brianchon'sches   Bezeichnen  wir  dd^  mit  Dg,  so  ist 


I  AB^SB^Sy Cein Pascal' sches Sechseck. 
I  Wir  folgern  also: 

a)  IHe  beiden  Träger  zweier  projek-  \  a')  Die  beiden  Scheitel  zweier  pro- 
tivischen  Punktreihen  bestimmen  mU\jektivischen  Strahlenbüschel  bestimmen 
&ier  Verbindungsgeraden  entsprechen-  \  mit  vier  Schnittpunkten  entsprechender 
der  Punkte  Brianchan' sehe  Sechsseite,  I  Strahlen  Pascal'sche  Sechsecke, 

und  umgekehrt  folgt: 

b)  In  einem  Brianchan' sehen  Sechs-  i  b')  In  einem  Pascäl'schen  Sechseck 
seit  sind  die  Schnittpunkte  van  vier  sind  die  Verbindungsgeraden  von  vier 
Seiten  mit  den  beiden  übrigen  Seiten  Ecken  mit  den  beiden  übrigen  Ecken 
Punkte  projektivischer  Reihen,  Strahlen  prqjektivischer  Büschel, 

7.  Aach  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kreises  führen  auf  pro- 
jektivische  Strahlenbüschel  und  Punktreihen.  Nach  I.  Teil>  §.  34,  8  a' 
können  zwei  Punkte  der  Kreislinie  als  Scheitel  kongruenter  gleich- 
wendiger Strahlenbüschel  gewählt  werden,  deren  entsprechende  Strahlen 
einander  auf  der  Kreis- 
linie schneiden.  Kongruente 
Strahlenbüschel  sind  aber 
natürlich  projektivisch ;  sie 
sind  bei  der  Deckung  per- 
spektivisch. Wählen  wir  nun 
zwei  Tangenten  g  und  g^ 
als  Träger  zweier  Punkt- 
reihen, deren  entsprechende 
Punkte  AÄ^y  BB^  je  auf 
einer  Tangente  a,  b  des  Kreise?  liegen  und  sind  E  und  I\y  A^y  B^,,. 
die  Berührungspunkte  von  ^r,  ^j,  a,  6,  . . .,  so  ist  der  Strahlenbüschel 
E  {A^Bi . . .)  A  2^1  (^^2 . .  0;  ferner  ist  E(A^B  ^ . .)  7\  M  (AB  .  .), 
da  ihre  Strahlen  paarweise  aufeinander  normal,  EA2  J-  MA,  also  die 
Büschel  kongruent  sind.  Aus  demselben  Grund  ist  F^  (A^B2 . .  .)  A 
M{A^Bi  .  .),  somit  schliefslich  auch  M{AB  .  .)  A  M{A^B^  .  .), 
AB,..-J\A,B^... 

(Es  folgt  dies  übrigens  auch  einfach  aus  §.  17,  5'  und  §.  21,  6  b.) 

Die  Verbindungsgeraden  von  zwei  1      Die    Schnittpunkte    zweier    Tan- 

Punkten  eines  Kreises  tiaeh  beliebigen  \  genten  eines  Kreises  mit  beliebigen 

PurJcten  dessetben  bilden  zwei  pro-  \  andern  Tangenten  desselben  bilden 


Fig.  102. 
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jekUvische  (kongruente  gleuJiwefidige)  |  zwei  projektivische  Punktreiheu.  ~ 
SirahlenbüscheL  —  Der  Tangente  Dem  Berührungspunkt  eines  Trä^^ 
eines  Scheitels  entspricht  der  Scheitel-  entspricht  der  Schnittpunkt  der  bei- 
strahl [den  Träger. 

Aus  diesen  Sätzen  folgen  auch  in  Verbindung  mit  6  a  und  a'  die 
Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  als  für  den  Kreis  gültig. 

Zusatz.  In  der  Punktreihe  AB  .  .  .  erhält  mau  den  Flucht- 
punkt R  durch  die  Tangente  parallel  ^^^  und  es  läfst  sich  leicht  er- 
weisen, dafs  die  Eonstante  der  projektivischen  Beziehung  =  EB  -  FK 
=  MR^  ist. 

8.  Wir  fassen  nun  noch  den  Fall  ins  Auge,  dafs  zwei  perspektivische 
Punktreihen  auf  einer  einzigen  Geraden  liegen  (bzw.  dafs  zwei  projekti- 
vische  Büschel  denselben  Scheitel  haben,  konjektivische  Gebilde).  — 
Zwei  projektivische  Punktreihen  auf  einer  Geraden  heifsen  gleich- 
gerichtet, wenn  der  Bichtung  einer  Strecke  auf  einem  Halbstrahl  des 
Fluchtpunkts  in  der  einen  Beihe  eine  gleiche  Bichtung  der  projektivischen 
Strecke  in  der  andern  Beihe  entspricht;  im  entgegengesetzten  Fall  heifßen 
die  Punktreihen  gegengerichtet.  Da  der  Annäherung  an  den  Flucht- 
punkt in  der  einen  Beihe  eine  Entfernung  in  der  andern  Beihe  entspricht 
(la),  so  entsprechen  einander  im.  ersten  Fall  die  Halbstrahlen  der  Flucht- 
punkte nach  entgegengesetzten  Bichtungen,  in  letzterem  die  nach  einerlei 
Bichtung. 

a.  b. 


Fig.  103. 

Im  ersteren  Fall  (Fig.  103  a)  können  daher  zwei  einander  eat- 
sprechende  Punkte  K  und  K^*)  in  einen  zusammenfallen,  in  einen  soge- 
nannten Doppelpunkt  zwischen  den  beiden  Fluchtpunkten  R  und  Q^]  in 
letzterem  Fall  (Fig.  103b)  müssen  aber  aufserhalb  RQ^  zwei  entsprechende 
Punkte  KK^  und  ebenso  LLj^  zusamnienfallen.  Die  Lage  eines  solchen 
Doppelpunktes  ist  (nach  l)  bestimmt  durch  RK  •  KQ^  ==  -[-  c^   Im  ersten 

Fall  giebt  es,  je  nach  dem  «  (^  — ^  ist,  2,  1,  0  Doppelpunkte,  in  letzterem 

Fall  stets  zwei  Doppelpunkte. 

Entsprechendes  gilt  für  projektivische  Strahlenbüschel  mit  einem  ge- 
meinschaftlichen Scheitel,  da  irgend  eine  Gerade  durch  sie  zwei  projek- 
tivische Punktreihen  ergiebt.  —  Es  gilt  also  der  Satz: 

a)   Zwei  hoiyektivische  Gebilde  haben  höchstens  zwei  DqppddemenU^ 


*)  In  den  Figuren  sind  beide  Punktreihen  noch  durch  einen  kleinen  Abstand 
getrennt,  um  sie  besser  zu  unterscheiden. 
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b)  In  konjektmischm  Puhktreihm  liegen  die  JDappelelemente  stets  dia- 
metral zur  Mate  der  beiden  Fluchtpunkte, 

9.  Wenn  die  projektiyischen  Reihen  auf  einem  Träger  liegen  und  im 
besonderen  ihre  Fluchtpunkte  R  und  Q^  zusammenfallen,  so  bilden  sie 
eine  involutorische  Beihe.  Der  Fluchtpunkt  M  heifst  Mittelpunkt 
der  Involution.  Der  zu  einer  involutorischen  Reihe  perspektivische 
Büschel  heifst  ein  involutorischer  Büschel*). 

Nach  Ib  gilt  flir  entsprechende  Pimkte  A  und  A^  einer  involutori- 
üchen  Reihe  die  Gleichung  MA  •  MA^  =  i  *^  (Potenz  der  Involution). 
Wird  daher  A  als  ein  Punkt  der  zweiten  Reihe  aufgefafst,  so  entspricht 
ihm  A^  als  ein  Punkt  der  ersten  Reihe,  was  man  durch  den  Satz 
aasdrückt: 

a)  Wenn  in  einem  involutorischen  Gebilde  zwei  Elemente  einander  als 
zweien  prqjektivischen  Gebilden  zugeordnet  entsprechen,  so  entsprechen  sie 
einander  auch  bei  Yertauschung  der  Zuordnung  zu  diesen  Gebilden,  Jcurz 
edle  Elementenpaare  entsprechen  einander  in  doppelter  Zuordnung, 

£s  seien  nun  umgekehrt  auf  einem  Träger  zwei  projektivische  Reihen 
vorhanden,  von  welchen  ein  Elementenpaar  A  und  A^^  mit  einem  Elementen- 
paar Bi  und  B  zusammenfällt,  nämlich  B^  auf  J.,  B  auf  A^\  es  sei 
femer  R  der  Punkt  der  Reihe  AB  .  , ,,  welcher  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  Reihe  A^B^  .  ,  ,  entspricht,  während  dem  Punkt  i2,  als  Punkt 
der  Reihe  Aj^B^  . .  ,  aufgefafst,  der  Punkt  Q  in  der  Reihe  AB  .  ,  .  ent- 
spreche.    Alsdann  ist: 

AQ,AE_AB,AB,^  A^^  _  _ 

QB  '  BB        BB,  '  B,^B    """^^  ^^   B,  ^B  ^' 

femer 

AB     A,B       AB    BB 

BB  "  BB,  '^  BB'  BA~^ 

AQ 

so  ist  -^  =  —  1,  d.  h.  Q  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Reihe  AB 

und   ihm   entspricht  B  als  Punkt   der  zweiten  Reihe;   beide  Fluchtpunkte 
sind  in  B  vereinigt,  d.  h.: 

b)  Zwei  prqjektivische  Gebilde  eines  Trägers  bilden  ein  invoUUorisches 
Gebilde^  sobald  zwei  Elemente  einander  in  doppelter  Zuordnung  entsprechen. 

Bestimmt  man  nun  ein  zu  einem  involutorischen  Gebilde  projektivi- 
Bches,  so  entsprechen  einander  in  letzterem  zwei  Elemente  projektivisch 
in  doppelter  Zuordnung,  da  dies  nach  a)  in  ersterem  Gebilde  der  Fall  ist; 
daher  ist  nach  b)  auch  dieses  Gebilde  ein  involutorisches,  d.  h.: 

c)  Jedes  zu  einem  involutorischen  Gebilde  prqjektivische  Gebilde  ist 
ebenfalls  em  involutorisches. 


^)  Ein  involutorischer  Büschel  entsteht  unabhängig  von  einer  solchen  Reihe, 
durch  die  Vereinigung  zweier  projektivischer  Büschel  mit  gemeinsamem  Scheitel, 
in  welchem  je  ein  Normalstrahl  des  einen  (siehe  die  Note  zu  §.  21,  i)  mit  dem 
ihm  nicht  entsprechenden  Normalstrahl  des  andern  Büschels  zasammenfäUt. 


74  §.  21.  it 

Sind  in  einer  involutorischen  Reihe  die  beiden  projektivischen  Ponkt- 
reihen  gleichgerichtet,  so  liegen  zwei  entsprechende  Punkte  auf  den 
Gegenstrahlen  des  Mittelpunkts  (elliptische  Involution);  es  köimen 
daher  keine  Doppelpunkte  (sich  selbst  entsprechende  Punkte)  vorkommeD 
Sind  die  Punktreihen  gegengerichtet,  so  liegen  zwei  entsprechende 
Punkte  stets  auf  einerlei  Halbstrahl  des  Mittelstrahls  (hyperbolische 
Involution)  und  es  ist  für  die  beiden  Doppelpunkte  Ä"  und  L 

MÄ  .  MÄ^  =  MK^  =  ML% 

woraus  nach  §.  18,  8a  folgt: 

d)  In  einem  hyperbolischen  involutorischen  Gebilde  werden  die  Doj^d' 
demente  durch  jedes  Paar  entsprediender  Elemente  harmonisch  getremU, 


Siebentes  Kapitel. 
FerspektiviBOhe  Figuren  der  Ebene. 

§.22.  Perspektivische  Beziehungen  geradliniger  Figaren. 

1.  Die  perspektivische  Lage  der  Figuren  einer  Ebene  ist  (nach 
§.  4)  folgendermafsen  bestimmt: 

Jedem  Punkt  entspricht  ein  Punkt 
der  Art,  dafs  die  Verbindungs- 
geraden perspektivisch  entsprechen- 
der Punkte  einander  in  einem 
Punkt,  dem  Projektionscentrum 
schneiden,  und 

Diese  Verbindungsstrahlen  heifsen  Projektionsstrahlen,  diese 
Schnittpunkte  Axenpunkte. 

Zwei  Figuren  heifsen  projektivisch  (A)?  wenn  sie  perspekti- 
visch gelegt  werden  können. 

Zwei  Dreiecke  oder  Dreiseite  sind  perspektivisch,  von  welchen 
ein  Paar  Ecken  in  einem  Punkt,  bzw.  ein  Paar  Seiten  auf  einer  Ge- 
raden liegen.    Da  sich  diese  Figuren  stets  so  legen  lassen,  so  folgt: 

Zwei  Dreiecke  oder  Dreiseite  sind  projektivisch, 
2.    Werden    auf   drei    Strahlen       2'.  Werden  durch  drei  Punkte 
5i^2^8  eines  Büschels  jS  Punktpaare  '  SiÄgSj  einer  Geraden  s  Strahlen- 
ÄAi,  JBjBi,  CCt  beliebig  angenom- 


jeder  Geraden  entspricht  eine  Ge- 
rade der  Art,  dafs  die  Schnittpunkt« 
perspektivisch  entsprechender  Ge- 
raden auf  einer  Geraden,  der  Pro- 
jektionsaxe  liegen. 


men,    so    sind   dadurch  perspekti- 
vische Dreiecke  ABC  p.  A^BiCi 


paare  aa^,  bb^y  cc^  beliebig  ge- 
zogen, so  sind  dadurch  perspekti- 
vische Dreiseite  abc  p.  a^biCi  be- 


bestimmt; schneiden  einander  die  j  stimmt;  verbinden  wir  die  Schnitt- 
Seiten  AB  und  A^Bi  in  8^,  <4C  punkte  ab  und  a^b^  durch  Sj,  flf 
und  A^Ci  in  S^,  BC  und  B^C^  in  |  und  a^c^  durch  Sg,  hc  und  h^Ci 
/?„  so  ist  iSiÄjÄg  eine  Gerade.  Wird  |  durch  5^,   so   gehen  s^s^s^  durch 
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nämlich  S^S^  von  s,,  Sg,  5j  in ,  einen  Punkt  Wird  nämlich  der 
Xj^y  X2,  X3  geschnitten,  so  ist  |  Schnittpunkt  $^8^  mit  S^^  S2,  S^ 
ö'i  (SÄÄ^X^)  p.  Sg  (SBB^X^)  zu  iSg  I  durch  a;^,  x^,  x^  verbunden,  so  ist 
als  Centrum  und  s^  {SÄÄ^^X^)  p.  Si{saaiXi)  p,  ^^(sbbiX^)  zu  s^  als 
6-3  (SCCjX^)  zu  S^  als  Scheitel.  I  Axe  und  Si{saaiX^)  p.  S^{scCiX^) 
Hieraus  folgt,  dafs  5,  {SBB^X^)  z\x    s^    als    Axe.      Hieraus    folgt, 


A  S3  (SCC.X^)  und  da  drei  Ele 
mentenpaare  SB£^  und  SCCi  zu 
Si  als  Scheitel  perspektivisch  sind, 


dafs  Äj  (slb^x^)  A  Ä,  («ccia^g) 
und  da  drei  Elementenpaare  sbb^ 
und   scc^  zu  5,  als  Axe  perspekti- 


S— 


Fig.  104. 

so  liegt  auch  (§.  21,  3  a)  X^X^  auf!  visch  sind,  so  liegt  auch  (§.  21,  3  a) 
einer  Geraden  durch  Ä^,  d.  h. ,  der  Schnittpunkt  ^J^iPa  auf  der  Ge- 
S^S^Sq  ist  eine  Gerade,  die  Pro-.raden  s^,  d.  h.  s^s^s^  gehen  durch 
jektionsaxe  s,  \  einen  Punkt,    das  Projektionscen- 

j  trum  S, 
Je  zwei  Punkte  auf  drei  StraJüen  1  Je  zwei  Strahlen  von  drei  Punkten 
eines  Punktes  bestimmen  perspekti- \  einer  Geraden  bestimmen  perspekti- 
vische Dreiecke  (deren  Seiten  em-\vische  Dreiseite  (deren  Ecken  paar- 
ander  paarweise  auf  einer  Geraden  \  weise  durch  die  Strahlen  eitles  Punktes 
schneiden).  \  verbunden  werden). 

Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  kann  auch  auf  das  eine  Dreieck  ^JSC 
der  Satz  von  Menelaus  mit  den  Seiten  des  andern  Dreiecks  als  Trans- 
versalen dreifach  angewendet  werden  und  der  Satz  des  Ceva  in  Bezug 
auf  den  Schnittpunkt  S  der  Ecktransversalen,  woraus  sich  dann 
S^S^S^  als  Punkte  einer  Transversale  zu  ABC  ergeben  (nach  §.  17,  2). 
Ahnlich  laust  sich  auch  der  zweite  Satz  ableiten.  —  Dieser  ergiebt 
sich  übrigens  auch  aus  dem  ersten,  wenn  man  die  Ecken  der  Drei- 
ecke BS^B^  und  ASiA^  als  paarweise  auf  den  Strahlen  A3  (c5C,) 
liegend  auffafst,  so  dafs  dann  die  Schnittpunkte  CC^S  der  Seiten 
dieser  Dreiecke  auf  einer  Geraden  liegen  müssen. 
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Zusatz.  Aus  besonderen  Fällen 
a)  Die  durch  einen  Funkt  gehenden 
Ecktransversalen  eines  Dreiecks  schnei- 
den die  Seiten  des  letzteren  in  drei 
Ecken  eines  mit  ersteren  perspekti- 
vischen Dreiecks  (dessen  Seiten  die  des 
ersteren  in  drei  Punkten  einer  Ge- 
raden schneiden).     ^ 

Auch  diese   Sätze   können  aus   \ 
geleitet  werden. 

3.  An  perspektivische  Punkte, 


dieser  Figuren  ergeben  sich  die  Sätze: 
a')  Die  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  den  Seiten  eines  Dreiseits  bestim- 
men durch  ihre  Verbindungsgeraden 
mit  den  Ecken  des  letzteren  drei 
Seiten  eines  mit  ersterem  perspekti- 
vischen Dreiseits  (dessen  Ecken  mif 
denen  des  ersteren  auf  drei  Sirahieh 
eines  Ptmkts  liegen). 
J.   17,  1   und  2,  bzw.   l'    and  2'  ab 

Gerade,  Dreiecke  lassen  sich  uim 


Fig.  106. 


fig.  106. 


weitere  entsprechende  Gebilde  anreihen,    l&s  sei  S  das  Projektions 
centrum,  s  die  Projektionsaxe. 
Schneidet  man  ein  perspektivi- 


sches Geradenpaar  aai  durch  irgend 
einen  Projektionsstrahl  o;  in  X  und 
Xp  ein  zweites  Geradenpaar  b  und 
b^  durch  einen  zweiten  Strahl  y  in 
Y  und  Tj,  so  ist  nach  2  CXY  p. 
Ci  Xi  Yi  zu  S  als  Centrum  und  der 
Verbindungsgerade     des     Schnitt- 


Zieht  man  durch  ein  perspekti- 
visches Punktpaar  ^  und^j  die  Ge- 
raden X  und  Xi  nach  einem  Axen- 
punkt  X  und  ebenso  durch  ein 
zweites  Punktpaar  B  und  Bi  die 
Geraden  y  und  y^  nach  Y,  so  ist 
nach  2'  cxy  p.  c^x^y^  zu  $  als 
Axe  und  dem  Schnittpunkt  von^lii 


punkts  aa^  mit  bb^  als  Axe,  d.  h. ;  mit  BB^  als  Centrum,  d.  h.  auch 


auch  X  Y  und  X^  Y^  schneiden  ein 
ander  auf  der  ^e. 


die  Schnittpunkte  xy  und  Xifi 
liegen  auf  einem  Strahl  durch  das 
Centrum. 

In  perspektivischen  Figuren  ergd)en  sich  als  weitere  entspredhendc 
Gebilde: 
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a)  die  Schnittpunkte  perspektivi' 
scher  Geraden  mit  einem  Projektions- 
strdhl; 

b)  die  Verbindungsgerade  zu>eier 
Punkte  der  einen  Figur  und  die  der 
perspektivischen  Punkte  der  zweiten 
(sie  schneiden  einander  auf  der  Axe). 

Insbesondere  folgt  hieraus: 

c)  Das  Centrum  und  auch  jeder 
Punkt     der    Axe    entspricht    sich 


a')  die  Verbindungsgeraden  per- 
spektivischer  Punkte  mit  einem  Axen- 
punkt; 

b')  der  Schnittpunkt  zweier  Ge- 
raden der  einen  Figur  und  der  von 
den  perspektivischen  Geraden  der 
zweiten'  (sie  liegen  auf  einem  Pro- 
jektionsstrahl). 


c)    Die    Axe 
Prqjektionsstrahl 


und    auch   jeder 
entspricht     sich 


Nach  diesen  Sätzen  kann  zu  jedem  Punkte  und  zu  jeder  Ge- 
raden, welche  einer  von  zwei  perspektivischen  Figuren  zugeordnet 
wird,  das  perspektivische  Gebilde  gefunden  werden.  Die  perspekti- 
vische Beziehung  der  Gebilde  einer  Ebene  (vgl.  Bern.  §.  4,  2)  ist 
eindeutig  bestimmt,  wenn  gegeben  ist  das  Centrum,  die  Axe  und 
einPaarentsprechenderPunkteoder  j  ein  Paar  entsprechender  Geraden. 

4«  Jedem  Punkt  einer  Geraden  a  entsprieht  in  der  perspektivischen 
Figur  ebenfalls  ein  Punkt  einer  Geraden  a^]  nur  für  den  Punkt  Ä  auf 
dem  Projektionsstrahl  SÄ  ||  a^  ist  auf  a^  kein  Punkt  in  endlicher  Ent- 
fernung anzugeben,  sondern  nur  auszusagen,  dafs  die  Projektionen  der 
Punkte  von  a  auf  der  Geraden  a^  in  um  so  gröfsere  Entfernung  fallen, 
je  näher  erstere  dem  Punkte  Ä  rücken  (§.  21,  l);  A'  ist  die  Pro- 
jektion des  unendlich  fernen  Punktes  von  a|  oder  der  Flucht- 
punkt von  a  zu  a^, 

Ist  ebenso  JB^  der  Fluchtpunkt  von 
h  zu  &i,  sind  femer  C  und  Cj  die 
Schnittpunkte  der  Geradenpaai'e  ab  und 
Oj^i,  Aq  und  Bq  die  Axenpunkte  der- 
selben, so  ist  ASÄB"  p.  ä.  C^AqBq 
zu  C  als  Ähnlichkeitspunkt  (§.  11,  2), 
da  Ä CAq  oo  ÄCCj  oo  B' CBq.  Daher 
ist  auch  A'B'  \\  B^^Aq]  d.  h.  der  zweite 
Fluchtpunkt  B^  liegt  auf  der  Geraden, 
welche  durch  den  ersten  Fluchtpunkt  Ä 
parallel  zur  Axe  gezogen  ist;  daraus 
folgt: 

a)  Die  Fluchtpunkte  zu  allen  Ge- 
raden der  einen  von  zwei  perspektivischen 
Figuren  Uegen  auf  einer  Geraden,  die  parallel  zur  Axe  ist. 

Diese   heilst   die  Fluchtgerade    der   andern  Figur  oder  auch  die 


Flg.  107. 


78  §.  22.  23. 

Projektion  der  unendlich  fernen  Geraden  der  ersteren  Figur,  da 
ihr  die  Projektionen  der  Geraden  dieser  Figur  um  bo  näher  konunen, 
je  weiter  diese  Geraden  mit  allen  ihren  Punkten  hinausrücken. 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Fluchtgerade  A^' B^\  welche  der  Figur  a^\ 
angehört  und  die  Fluchtpunkte  zu  den  Geraden  ah  enthftlt.  Da  dans 
Af^Ä SA^'  ein  Parallelogramm,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  dafs  der  Ab- 
stand des  Punktes  Aq  von  A^' B^'  der  gleiche  ist,  wie  der  des  Punkt« 
B  von  ÄB^. 

b)  Der  Abstand  zwischen  einer  Fluchtgeraden  wnd  der  Axe  ist  gleich 
dein  Abstand  des  Centrums  von  der  a/ndern  Fluchtgeraden. 

5.  Zu  parallelen  Geraden  der  einen  Figur  (Fig.  108)  Cj  ||  a^  gehört  in 
der  andern  Figur  nur  ein  Fluchtpunkt -4',  daÄJ.'|  aj 'c^;  statt  „Fluchtpunkt  zu 
einer  Geraden"  sagt  man  daher  auch  „Fluchtpunkt  zu  einer  Richtimg'*, 
da  zu  allen  Parallelen  derselbe  Fluchtpunkt  gehört.  Parallele  Gerade  04  f, 
werden  nun  als  solche  ac  projiziert,  die  einander  auf  der  Fluch tgeradeo 
schneiden.  Umgekehrt  müssen  die  Projektionen  zweier  Geraden  bd,  die 
einander  auf  der  Fluchtgeraden  in  B'  schneiden,  parallel  SB\  somit  unter- 
einander parallel  sein,  h^  ||  di. 

In  perspektivischen  Figuren  entsprechen  einander  parallele  Geraden  d^r 
einen  Figur  u/nd  Strahlen  eines  Fluchtpunktes  der  andern  Figur. 

6.  Die  perspektivische  Beziehung  der  Figuren  einer  Ebene  ist  nun 
auch  z.  B.  bestimmt  durch  das  Centrum  S^  die  Fluchtgerade  f  und  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  bzw. 
einen  Axenpunkt.  —  Betrachten  wir 
nun  in  einem  vollständigen  Viereck 
zwei  Nebenecken  als  Fluchtpunkte, 
bzw.  in  einem  vollständigen  Vierseit 
ab  cd  eine  Nebenseite  ^'-B'als  Flucht- 
gerade, so  ist  die  perspektivische  Figur 
ein  Parallelogramm  a^b^^c^dj^.  Da  in 
diesem  die  Diagonalen  einander  hal- 
bieren, so  ergeben  sich  nun  wieder  aus 
§.18,  4a  die  Sätze  des  §.  19.  Auf  diese 
Weise  lassen  sich  Eigenschaften  einer  ^*8-  ^^s. 

Figur  (z.  B.  Figur  65,  66,  84,  85)  nachweisen,  indem  man  eine  solche  Pro- 
jektion derselben  ins  Auge  fafst,  in  welcher  alle  Strahlen  von  Punkten 
einer  Geraden  als  Parallelstrahlen  erscheinen. 

§.  23.  Perspektivische  Beziehnngen  der  Kreise. 
A.  Ein  Kreis. 
1.  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkt  S  Sekanten  durch  einen 
Kreis,  welche  diesen  in  AA^^,  BB^  treffen,  so  schneiden  einander  die 
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Verbindungsgeraden  AB  und  Ay^B^  auf  der  Polare  zu  8  (§.  20,  4); 
ebenso  die  Tangenten  in  AÄ^  und  BB^  (§.  20,  4e').  Daher  lassen  sich 
die  Ereisteile  gegenseitig  als  perspektivisch  entsprechend  auffassen: 


Fig.  109. 


Die  Punkte   und  Tangenten  eines  Kreises  liegen  paarweise  perspek- 
tivisch in  Bezug  auf 


a)  einen  heliehigen  Punkt  als  Cen- 
trum  und  dessen  Polare  als  Aoce. 


a')  eine  heliebige  Gerade  als  Axe 
und  deren  Pol  cUs  Centrum. 


Es  entsprechen  einander  die  Bogen,  welche  zu  perspektivischen 
Sehnen  gehören. 

Zusatz.  Liegt  das  Gentrum  im  Mittelpunkt,  so  sind  die  ent- 
sprechenden Teile  diametral  (vgl.  §.  12,  l);  rückt  es  auf  einem  Durch- 
messer in  xmendliche  Entfernung,  so  sind  die  entsprechenden  Bogen 
symmetrisch  zu  dem  Durchmesser  als  Axe,  welcher  auf  ersterem  Durch- 
messer normal  ist. 

2.  Ist  P  der  zugeordnete  Pol  zu  <S^,  so  ist  PB^  p.  PB  und  der 
Projektionsstrahl  8F\  PB^  triflFt  PB  im  Fluchtpunkt  F.  Nach  §.  20,  2  a 
bildet  PS  gleiche  Winkel  mit  PB  und  PB^^  von  welchen  der  letztere 
mit  ^FSP  überemstimmt,  da  PB^  \\  SF]  somit  ist  ^  FSP^FPS, 
woraus  folgt,  dafs  die  Pluchtgerade  Mittelnormale  zu  PS  ist.  —  Die 
zweite  Fluchtgerade  fällt  daher  nach  §.  22,  4  b  mit  der  ersten  zusammen 

a)  Bei  der  Projektion  eines  Kreises  in  sich  selbst  haXbiert  die  Flucht 
gerade  den  Abstand  zwischen  Centrum  und  Axe. 

Trifft  8BB^  die  Axe  in  B^,  die  Fluchtgerade  in  7,  so  ist  V  die- 
Mitte  von  SB^  und  da  die  Punkte  SBq  die  Sehne  BB^  harmonisch  teilen, 
80  folgt  V^==-VB'  VB^  =  —  J5F-  VB^. 

b)  Die  Potenz  irgend  eines  Punktes  dieser  Flucktgeraden  ist  entgegen- 
gesetzt  dem  Quadrat  seines  Abstands  vom  Centrum, 

Man  nennt  diese  Gerade  auch  Potenzgerade  zwischen  dem  Punkt 
S  und  dem  Kreis. 
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B.  Zwei  Kreise. 

3.  Es  sei  S  ein  Ähnlichkeitspunkt  zweier  Kreise,  dessen  zuge- 
ordnete Pole  P  und  Pj  p.  ä,  sind,  da  für  ihre  Abstände  von  den 
Mittelpunkten   M  und  M^    aus   §.  20,  6a  folgt:    MPiM^P^  =r:r, 


Flg.  110. 


(§.  11,  6|d).  Ä  und  Ä^  seien  nicht  perspektivisch  ähnlich  liegende, 
sogenannte  inverse  Punkte  eines  Ahnlichkeitsstrahles,  C  und  J^  p.a. 
Punkte;  alsdann  ist  ^  CPS  =  Ä^P^^S  (§.  11,  5b)  und  ^CPS  =  APF, 
(§.  20  2a),  somit  -^  ^PPi  =  ^iPjP;  ÄP  und  Ä^P^  schneiden  einander 
in  L  auf  der  Mittelnormale  zu  PP^^.  Das  Gleiche  gilt  für  den  Schnitt- 
punkt N  der  V erbindungsgeraden  von  P  bzw.  Pj  mit  einem  zweiten  Paar 
iiiverser  Punkte  B  und  B^.  Da  nun  APB  und  A^P^B^  auf  drei 
Strahlen  durch  S  liegen,  so  müssen  auch  (§.  22,  2)  AB  und  A^Bi 
einander  auf  der  Mittelnormale  zu  PP^  in  Q  schneiden.  Mit  jedem 
Punkt  Ay  mit  jeder  Sehne  AB  eines  Kreises  ist  somit  ein  Punkt  Ay 
eine  Sehne  A^B^  perspektivisch  in  Bezug  auf  S  als  Centrum  und 
die  Mittelnormale  zu  PP^^  als  Axe.  Dafs  sich  in  dieser  Weise  beide 
Kreise  den  perspektivischen  Figuren  anschliefsen,  drücken  wir  durch 
den  Satz  aus: 

Zwei  Kreise  sind  perspekMvisch  (kolUnear)  m  einem  Ähnlickkeits- 
pufikt  als  Centrum  und  der  MittelparcUlele  von  dessen  Polaren  als  Axt 

Die  Verbindungsgerade  zweier  Punkte  AB  und  die  der  invereeu 
Punkte  A^B^  sind  perspektivisch  und  heifsen  inverse  Gerade: 
ebenso  die  Tangenten  in  inversen  Punkten;  diese  müssen  als  Grenz- 
lagen  inverser  Sehnen  einander  ebenfalls  auf  der  Axe  schneiden.  Die 
Polaren  des  Ähnlichkeitspunkts,  die  sogenannten  Ahnlichkeits 
polaren,  entsprechen  einander  als  perspektivisch  ähnliche,  sowie  als 
inverse  Geraden. 
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4«  Da  für  die  perspektivisch  ähnlich  liegenden  Punktpaare 
CA,  und  DjBj  (Fig.  110) 

SC  "  SD 
und  au&erdem  ÄS -80=  BS-  SD, 

so  folgt:  AS  •  SA^  =  BS  •  SB^,      d.  h.: 

a)  Dcis  Produkt  der  Abstände  aweier  inversen  Punkte  vom  Ahn- 
liMeitspunkt  ist.  das  gleiche  für  alle  solche  Punktpacwe. 

Es  kann  also  durch  ABB^Aj^  ein  Ereis  gelegt  werden  (§.  9,  ib), 
was  übrigens  auch  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  A^B^B  '^  CDB 
=  GAB  folgt  (I.  Teil  §.  41,  2);  somit  gilt  der  Satz: 

b)  Ein  Ereis  durch  ein  Paar  inverser  Punkte  tnveier  Kreise  schneidet 
diese  in  einem  zweiten  Paar  inverser  Punkte. 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz  §.  12,  4. 
5,  Nach  §.  9,  la  ist  nun  auch  (Fig.  HO): 

AQ^QB-A,Q'QB,,      d.h.: 

a)  Die  Potenz  eines  Punktes  der  Axe  ist  fikr  "beide  Eireise  die  gleiche. 
Daher  heifst  die  Axe  Potenzgerade  beider  £[reise. 
Kein  Punkt  aufser  dieser  Geraden  hat  diese  Eigenschaft.     Ist 
nämlich  für  irgend  einen  Punkt  Z  und  zwei  Kreise  M  und  M^^  deren 
Radien  r  und  r^  sind,  die  Potenz  die 
gleiche  (%.  9,  4): 

fi  =  t,^      oder 
ZM^  —  r*  =  ZM,^  —  ri« 

und   ist  ZT  die  Normale  von  Z  auf 
die  Centrale,  also 


ZM* 


ZT*  +  TJf  * 
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ZM^  =  Zr  +  TM,% 

80  ist  auch  Mf^  —  r^  =^  M^^  —  r^»  d.  h.  T  hat  ebenfalls  die 
gleiche  Potenz  fQr  beide  Kreise.  Dies  kann  aber  nur  für  einen  ein- 
zigen Punkt  der  Centralen  gelten,  da  der  Punkt  eindeutig  bestimmt 
ist  durch 

MT  +  TM^  =  MM^      und      MT^  —  M^^  =  r»  —  r^\ 

Jeder  Punkt  gleicher  Potenzen  für  beide  Kreise  mufs  also  auf  der  in 
T  errichteten  Normalen  liegen,  d.  h.: 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes^  welcher  für  zwei  Kreise  (nach 
Wert  und  Zeichen)  übereinstimmende  Potenzen  hat,  ist  die  Mittelparallele 
zu  den  Polaren  eines  Ahnlichkeitspunkts. 

Da  es  nur  eine  Potenzgerade  giebt,  so  fällt  die  Mittelparallele 
der  äuUseren  mit  derjenigen  der  inneren  AhnHchkeitspolaren  zusammen. 

Lehzlradh  d«r  BI«iiiantaz-G«ometrio.  n.  6 
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Zusätze,  a)  Wenn  zwei  Kreise  einander  schneiden,  so  ist  äk 
Sekante  der  Schnittpunkte  Potenzgerade. 

b)  Werm  0wei  Kreise  einander  berühren,  so  ist  die  gemeitisam 
Tangente  Potenegerade. 

Hierbei  ist  jedoch  die  perspektivische  Bedeutung  derselben  hin- 
fällig, da  der  Berührungspunkt  jeweils  als  Punkt  des  einen  Kreises 
allen  andern  Punkten  des  andern  Kreises  entsprechen  mülste. 

c)  Wenn  ztoei  Kreise  von  einem  dritten  geschnitten  werden,  so 
schneiden  einander  die  Sekanten  der  Schnittpunkte  je  eines  der  beiden 
Kreise  auf  der  Potenzgeraden  beider  Kreise. 

6.  Sind  P  und  Pj  zugeordnete  Pole  zu  dem  Ähnlichkeitspunkt  S  zweier 
Kreise  0  und  0^,  F^  auf  P^Ci  der  Fluchtpunkt  zu  PC  (§.  21,  l),  d.  h. 
SF^  II  PC,  so  folgt  nun  auch,  dafs  ^  FiSP=CPPi^  =  PPi^^i  (▼»!•  3). 


Flg.  118. 


a)  In  zwei  Kreisen  halbiert  die  Fluchtgerade  zu  allen  RtcktutigeH^ 
welche  der  Figur  des  einen  Kreises  zugeordnet  werden,  den  Abfand  des 
ÄhnUchkeitsptmkts  und  der  Ähnlichkeitspolare  im  andern  Kreis, 

Wenn  F^Gy  irgend  eine  Gerade  aufserhalb  eines  Kreises  0^  ist,  so 
findet  man  stets  zwei  zugeordnete  Pole  8  und  Pj,  welche  von  Pj^i 
gleichweit  entfernt  sind,  aus  ^G^  =  C^A^  •  G^B^  =  G^T^  (§.  18,  8a). 
Es  kann  dann  ein  zweiter  Kreis  so  gewählt  werden,  dafs  er  mit  ersterein 
perspektivisch  zu  S  als  Projektionscentrum  ist,  nftmlich  so,  dafs  er  von 
den  Tangenten  aus  S  an  den  erstem  Kreis  ebenfalls  berührt  wird.  Zu 
allen  Eichtungen  desselben  ist  dann  F^G^  Fluchtgerade.  Ist  nun  M^  (3er 
Pol  zu  F^Gy,  so  ist  die  Projektion  von  M^  der  Mittelpunkt  0  des  «weiten 
Kreises;  denn  die  vier  harmonischen  Punkte  G^A^M^B^  werden  so  pro- 
jiziert, dafs  Gy  Fluchtpunkt  wird,  somit  (§.  18,  4b)  fällt  die  Projektion 
des  My  zugeordneten  Pols  in  die  Mitte  von  AB, 

Ist  irgend  ein  Punkt  M^  innerhalb  eines  Kreises  gegeben,  so  iSist 
sich  dessen  Polare  F^  G^  bestimmen  und  daraus  der  perspektivische  Kreis, 
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dessen  Mittelpunkt  die  Projektion  von  M^  ist.  Die  Bedingung  dafür  ist 
einfach  die,  dafs  das  Projektionscentrum  S  auf  der  Geraden  durch  beide 
zugeordnete  Pole  M^G^  liegt  und  von  dem  äufseren  Pol  Q^  so  weit 
entfernt,  dafs  das  Quadrat  der  Entfernung  gleich  der  Potenz  dieses 
Poles  ist. 

b)  Ein  Kreis,  ein  Punkt  in  seiner  b')  Ein  Kreis,  eine  Sekante  und 
Fläche  und  dessen  Polare  küssen  sich  ihr  Pol  lassen  sich  härachien  als  die 
befrachten  als  die  Projektion  eines  |  Projektion  eines  Kreises,  eines  JDurch- 
KreiseSf  dessen  Mittelpunkts  u/nd  als  messers  desselben  und  als  Fluchtpunkt 
Fluchtgerade  zu  den  Bichtungen  des 
letzteren. 


des    eu    letzterem    normalen    Durch- 
messers. 


Mit  Hufe  dieser  Sätze  lassen  sich  Beziehungen  der  Lage  von  Punkten 
und  Geraden  im  Kreis  ermitteln,  indem  man  die  betreffenden  Eigenschaften 
der  perspektivisch  entsprechenden  Figur  aufsucht.  Z.  B.  ergeben  sich  die 
harmonischen  Beziehungen  im  Kreis,  die  Beziehungen  im  Sehnenviereck 
and  zugehörigen  Tangentenviei-seit  unmittelbar  aus  der  Anschauung  der 
betreffenden  projektivischen  Figur  oder  aus  der  Anwendung  von  Sätzen 
des  I.  Teils. 

C.  Drei  Kreise. 

7.  Die  Potenzgerade  x  (Fig.  113)  der  beiden  Kreise  K^  und  K^ 
schneide  die  Potenzgerade  y  zu  dem  ersteren  und  einem  dritten  Kreise 
iCg  in  V]  dann  hat  dieser  Punkt  sowohl  für  jK^  und  JE^,  als  für  K^ 
und  JTg  die  gleiche  Potenz,  somit  auch  für  K^  und  K^,  d.  h.  der 
Punkt  liegt  auch  auf  der  Potenzgeraden  der  letzteren  Kreise. 

Die  drei  Potenzgeraden  dreier  Kreise  gehen  durch  einen  Punkt,  das 
Pot^necentrum. 

Zusätze:  a)  Wenn  drei  Kreise  einander  in  je  zwei  Punkten 
schneiden,  so  gehen  die  Verbindungsgeraden  der  Schnittpunkte  je 
zweier  Kreise  durch  einen  Punkt,  das  Potenzcentrum.  ' 

b)  Wenn  drei  Kreise  einander  paarweise  berühren,  so  gehen  die 
gemeinsamen  Tangenten  durch  einen  Punkt. 

8.  Wenn  zwei  Kreise  K^  und  K^  von  einem  dritten  K  berührt 
werden,  so  sind  die  Berührungspunkte  Ä^  und  B^  uiverse  Punkte 
(§.  12,  4);  ihre  Tangenten  schneiden  einander  in  Z  auf  der  Potenz- 
geraden der  beiden  ersten  Kreise.  Für  die  beiden  Kreise  K^  und  K 
ist  Ai  Ähnlichkeitspunkt;  B^  und  B2  sind  perspektivisch  ähnlich 
liegende  Punkte,  daher  auch  die  Schnittpunkte  Z^  une  Z  der  Tan- 
genten in  diesen  Punkten  mit  dem  Ähnlichkeitsstrahl  A^Z^Z.  Die 
beiden  durch  Z^  und  Z  normal  zur  Centralen  K^K^  gezogenen  Ge- 
raden Xi  und  X  sind,  daher  perspektivisch  ähnlich  zu  A^  als  Centrum 
(§.  11,  6a). 

Der  Punkt  Zj  liegt  nach  §.  19,  6e'  auf  der  Polare  des  Ähnlich- 

6* 
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lichkeitspunktes  zu  JT^  und  £^;  daher  ist  x^  die  ÄhnlichkeÜBpolare; 
während  x  Potenzgerade  beider  Kreise  ist. 


Fig.  118. 

Wenn  zwei  Kreise  von  einem  dritten  berührt  werden,  so  ist  die 
Potenzgerade  der  leiden  ersten  Kreise,  als  Gerade  zum  dritten  Kreise 
aufgefafsty  perspektivisch  akfUich  zur  Ähfüichkeitspdlaren  in  einem  der 
ersten  Kreise  und  zwar  zu  ein/er  äufseren  Ähnlichkeit^laren  hei  gläd- 
artiger  Berührung  beider  Kreise  durch  den  dritten,  zu  einer  innem  bei 
ungleichartiger  Berührung. 

9*  Nehmen  wir  nun  an^  ein  dritter  Ereis  K^  werde  ebenfalls  Yon 
K  berührt,  y  sei  Potenzgerade  zu  K^  und  K^,  y^  Polare  in  jE|  m 
dem  Ähnlichkeitspunkt  von  K^  und  K^,  so  ist  auch  y  p.  ö.  y,  zu  A^ 
als  Ähnlichkeitspunkt  für  K  und  K^.  Daher  liegen  auch  die  Schnitt- 
punkte V  (xy)  und  V^  {x^y^  auf  einem  Ähnlichkeitsstrahl  durch  Jj 

(§.  11,  6b'). 

Femer  müssen  die  Polaren  der  drei  Punkte  A^  V^  V  zu  K^  durch 
einen  Punkt,  den  Pol  von  Ä^  V^V  gehen  (§.  20,  6d);  die  Polare  xu 
Ai  ist  aber  die  Tangente  in  A^  (§.  20,  3  c),  die  Polare  zu  F^  geht 
(nach  §.  20;  5b)  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  zu  K^  und  K^  und  den 
zu  Kl  und  K^. 

Wenn  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt  werden, 


a)  so  liegt  der  BejührungspunJct 
eines  der  drei  Kreise  auf  der  Ge- 
raden durch  das  Potenzcentrum  und 
den  Schnittpunkt  der  Polaren  der 
Ährdichkeitspwnkte  dieses  Kreises  in 
Bezug  auf  die  beiden  andern, 


a')  so  geht  die  Tangente  des  Be- 
rührungspunkts in  einem  der  drei 
Kreise  durch  den  Schnittpunkt  der 
Polare  des  Potenzcentrums  in  diesem 
Kreis  und  der  Verbindungsgeraden 
der  ÄhnluMeUspufücte  desselben  in 
Bezug  auf  die  beiden  andern, 
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wobei  jeweils  der  äofsere  Ähnlichkeitspnnkt  in  Betracht  zu  ziehen 
ist,  wenn  die  Berührung  der  beiden  Kreise  gleichartig  ist^  der  innere 
bei  ungleichartiger  Berührung. 


§.  24.  Anwendung  zur  Konstraktion  berührender  Kreise. 

(Apollonische  Aufgabe.) 

!•  Aufgabe.  (ApoUonius  von  Pergä,  200  y.  Chr.)  Es  sollen 
0u  irgend  dreien  der  Odnlde  Puvkt,  Gerade,  Kreis  Beriihrungshreise 
konstruiert  werden. 

Wir  können  zehn  Fälle  dieser  Aufgabe  unterscheiden.  Es  seien 
gegeben: 

X 


I 

n 

m 

IV 

V 

VI 

vn 

VIII 

IX 

Pnnkte 

3 

2 

2 

1 

1 

1 

— 

— 

— 

Qerade 

— 

1 

— 

2 

1 

— 

8 

2 

1 

Ereiae 

— 

— 

1 

— 

1 

2 

— 

1 

2 

Von  diesen  Aufgaben  haben  wir  diejenigen,  bei  welchen  kein 
Kreis  gegeben  ist,  schon  gelöst,  nämlich  I  und  VII  im  1.  Teil  §.  37, 
U  und  IV  im  2.  Teil  §.  10,  8. 

2.  Erste  Lösung.  Aufgabe  III.  Es  seien  die  beiden  Punkte 
A  und  B  und  der  Kreis  C  gegeben.  Von  einem  beliebigen  Kreis 
durch  A  und  jB,  welcher  den  Kreis  C  in  P  und  Q  schneidet,  triflFfc 
die  Sekante  PQ  mit  der  Yerbindungsgeraden  AB  in  einem  Punkt  X 
zusammen,  dessen  Potenz  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kreis  PX  -  XQ, 
in  Bezug  auf  den  zu  konstruierenden  AX-  XB  isi  Ni^n  ist  aber 
PX'XQ  =  AX '  XB,  da  PQ  und  AB  Sehnen  des  Hilfkreises  sind; 
daher  ist  X  ein  Punkt  der  Potenzgeraden  des  gegebenen  und  ge- 
suchten Kreises,  liegt  also  (§.  23,  5  Zus.  b)  auf  der  gemeinsamen  Tan- 
gente beider  Kreise;  hiemach  ist  der  Berührungspunkt  leicht  zu  finden. 
Die  beiden  Tangenten  aus  X  ergeben  im  allgemeinen  zwei  Kreise. 

Aufgabe  V.  Es  sei  der  Punkt  A,  die  Gerade  b  und  der  Kreis 
C  gegeben.  Der  Durchmesser  DD^  sei  normal  zu  b  und  diese  Nor- 
male schneide  b  in  E.  Die  fraglichen  Berührungspunkte  X  auf  b 
und  T  auf  dem  Kreis  C  müssen  nach  I.  Teil  §.  29,  5  a  auf  einer  Geraden 
liegen  mit  dem  einen  Grenzpunkt  D  des  zu  b  normalen  Durchmessers. 
In  dem  Zweistrahl  DE  und  DX  ist  dann  YD^  anti  ||  EX,  daher 
D^D  •  DE  =  YD  •  DX  Legt  man  nun  durch  AD^E  einen  Kreis 
und  zieht  DA,  welche  Verbindungsgerade  diesen  Kreis  in  F  treffe, 
Bo  ist  auch  AD  -  DF -=^  D^D  DE  =^  YD  -  DX,  d.  h.  der  Kreis 
durch  AXY  geht  auch  durch  F.  Somit  ist  in  F  ein  zweiter  Punkt 
des  fraglichen  Ejreises  gefunden  und  die  Aufgabe  auf  III  zurück- 
geführt, wobei  zur  weiteren  Lösung  der  Kreis  um  AED  benutzt 
werden  kann«    Es  ergeben  sich  so  zwei  Kreise  durch  A  und  jP;  noch 
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zwei  weitere  Kreise  erhält  man  bei  Yertauschung  der  Bedeutung  toh 
D  und  JDi. 

Aufgabe  VI.  Es  seien  der  Punkt  A  und  die  beiden  Kreise  B 
und  C  gegeben.  Die  fraglichen  Berührungspunkte  Y  und  Z  auf  B 
bzw.  C  sind  inverse  Punkte  auf  einem  Strahl  des  Ahnlichkeitspunktes 
D  beider  Kreise.  Sind  E  und  F  zwei  weitere  inverse  Punkte,  so  ist 
ED  '  DF  «=  YD  •  DZ.  Legt  man  nun  durch  AEF  einen  Kreis  und 
zieht  ADy  welche  Verbindungsgerade  diesen  Kreis  noch  in  G  treffe, 
so  ist  AD'DO  =  ED'DF^YDDZ,  d.  h.  G  ist  ein  zweiter 
Punkt  des  Kreises  durch  A  YZ,  womit  die  Aufgabe  auf  III  zurück- 
geführt ist.    Im  allgemeinen  giebt  jeder  Ahnlichkeitspunkt  zwei  Kreise. 

Aufgabe  YIII.  Es  seien  zwei  Gerade  a  und  h  und  ein  Kreis 
Cy  dessen  Radius  r  ist,  gegeben.  Diese  Aufgabe  kommt  auf  IV  zu- 
rück, wenn  man  zu  a  und  h  je  zwei  Parallelstreifen  aa^y  aa^,  bb^, 
bb2f  deren  Breite  gleich  r  ist  und  nun  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
bestimmt,  welche  durch  den  Kreismittelpunkt  C  gehen  und  a^fti,  bzw. 
a^bg  berühren.  Liegt  der  Schnittpunkt  ab  aufserhalb  des  Kreises,  so 
sind  vier  Kreise,  liegt  er  innen,  acht  Kreise  möglich. 

Aufgabe  IX.  Es  seien  eine  Gerade  a  und  zwei  Kreise  B  und 
C  gegeben,  deren  Radien  r^  und  r^  seien;  r^  <  rj.  Macht  man  zu  a 
Parallelstreifen  von  der  Breite  r^,  zu  B  konzentrische  Kreise  mit  den 
Radien  r^  +  r^,  so  hat  man  nun  nach  V  die  Mittelpunkte  von  den- 
jenigen Kreisen  zu  bestimmen,  welche  durch  den  Mittelpunkt  von  C 
gehen  und  die  Hilfslinien  berühren.  Es  sind  im  allgemeinen  acht 
Kreise  möglich. 

Aufgabe  X.  Es  seien  drei  Kreise  A,  B,  C  mit  den  Radien  r^« 
r^,  rj  gegeben;  r^  >  r^  >  rg.  Man  beschreibe  zu  A  konzentrische 
Kreise  mit  den  Radien  r^  +  rg,  ebenso  zu  jB  mit  den  Radien  r,  +  r. 
und  bestimme  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  diese  Hilfskreise 
berühren  und  durch  den  Mittelpunkt  von  C  gehen,  nach  VI.  Im  all- 
gemeinen kann  der  Berührungskreis  alle  drei  Kreise  gleichartig  be- 
rühren (aus-  oder  einschliefsend)  oder  je  zwei  Kreise  gleichartig,  den 
dritten  ungleichartig  berühren,  was  im  ganzen  acht  Auflosungen  ^ebt. 

3.  Zweite  Lösung.  Aufgabe  X.  Man  konstruiert  die  Ähn- 
lichkeitspolaren  je  zweier  Kreise  (und  zwar  die  zu  einem  aufseren 
bzw.  inneren  Ähnlichkeitspunkt  bei  gleich-  bzw.  ungleichartiger  Be- 
rührung), hierauf  das  Potenzcentrum;  dieses  verbindet  man  mit  dem 
Schnittpunkt  der  beiden  Ahnlichkeitspolaren  in  jedem  Kreis:  dann 
schneiden  diese  Verbindungsgeraden  die  zugehörigen  Kreise  in  je  zwei 
Punkten;  je  drei  dieser  Punkte  sind  Berührungspunkte  eines  der  ge- 
suchten Kreise. 

Die  übrigen  Aufgaben  kommen  auf  X  zurück,  wenn  man  die 
Gerade  als   die  Grenzfigur  betrachtet,  welcher  ein  Teil  des  Kreises 
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sich  nähert;  sobald  sein  Radius  unbeschränkt  zunimmt  imd  den  Punkt 
als  die  Grenzfigur,  in  welche  der  Kreis  bei  unbeschränkt  abnehmen- 
dem Radius  zusammenschrumpft. 

Je  grofser  ein  Kreis  wird,  während  ein  zweiter  Kreis  unverändert 
bleibt^  desto  näher  rückt  die  Potenzgerade  an  seine  Peripherie;  es 
mufs  Dämlich  der  eine  Abschnitt  der  Sehne  abnehmen,  während  der 
andere  zunimmt.  Die  Gerade  (als  Grenzfigur  eines  Kreisbogens  mit 
unbeschränkt  grofsen  Radien  normal  zur  Geraden)  ist  also  zugleich 
Potenzgerade  in  Bezug  auf  einen  Kreis;  das  Potenzcentrum 
liegt  in  der  Geraden. 

Je  grofser  ein  Kreis  wird,  desto  weiter  rückt  die  äufsere  Ähn- 
lichkeitspolare eines  festen  Kreises  an  den  dem  grofsen  Kreis  ab- 
gewendeten Teil  der  Peripherie,  die  innere  an  den  zugewendeten  Teil, 
indem  die  äufseren  gemeinsamen  Tangenten  mehr  und  mehr  sich 
einem  Winkel  von  2R  nähern,  ebenso  die  beiden  innern.  Die  Ähn- 
lichkeitspolaren eines  Kreises  in  Bezug  auf  eine  Gerade 
sind  daher  die  mit  letzterer  parallelen  Tangenten.  Die.  Be- 
rührungspunkte derselben  sind  zugleich  Ähnlichkeitspunkte 
und  liegen  (§.  12,  4)  daher  auf  der  Geraden  durch  die  Punkte,  in 
welcher  der  Kreis  und  die  Gerade  von  dem  fraglichen  Kreis  berührt 
werden  (vgl.  I.Teil  §.  29,  6a). 

Der  Punkt  (als  Grenzfigur  des  unbeschränkt  zusammenschrum- 
pfenden Kjreises)  hat  mit  einem  Kreis  die  zugehörige  Polare 
als  Ähnlichkeitspolare,  und  beide  haben  die  Mittelnormale 
des  Punktes  und  zugeordneten  Poles  als  Potenzgerade.  (Vgl. 
§.  23,  2b.) 

Auch  die  Aufgaben,  in  welchen  kein  Kreis  gegeben  ist,  können 
in  dieser  Weise  gelöst  werden,  wie  z.  B.  11,  indem  man  etwa  um 
beide  Punkte  Hilfskreise  mit  gleichen  Radien  beschreibt  und  zur  Ge- 
raden Parallelstreifen,  deren  Breite  gleich  dem  Radius  ist  und  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  sucht,  welche  die  Kreise  gleichartig 
und  die  passende  Hilfsgerade  berühren. 
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ni.  Abschnitt. 
Metri^clie  Beziehnngen  zwischen  Strecken ,  Flächen  nnd  BSgen. 

Achtes  Kapitel. 

§.  25.  Verhältnisse  von  Flächen  nnd  Strecken. 

Vorbemerkung.  Während  in  der  vorangehenden  Abteilung 
nur  Verhältnisse  von  Strecken  und  deren  Produkte  und  Quotienten 
in  Betracht  gezogen  wurden,  sollen  im  folgenden  zusammengesetztere 
Ausdrücke  für  die  metrischen  Beziehungen  von  Strecken  aufgesucht 
werden.  Solche  Beziehungen  ergeben  sich  in  erster  Linie  durch  den 
pythagoreischen  Satz  (§.  8,  8  e)  und  aus  der  Vergleichung  der  Flächen 
geradlinig  begrenzter  Figuren. 

!•  Wir  vergleichen  zunächst  Rechtecke  R  und  r,  welche  gleiche 
Grundseite  g  und  beliebige  Höhen  H  und  h  haben.  Sind  nun  a)  diese 
Hohen  kommensurabel  und  läfst  sich  ihr 
gemeinsames  Mafs  xmal  auf  H  und  t/mal 
auf  h  abtragen^  so  kann  man  durch  die 
Endpunkte  dieser  Abschnitte  Parallele  zu  g 
ziehen  und  dadurch  jß  in  ^r,  r  in  y  kleinere 
unter  einander  gleiche  Rechtecke  s  (I.  Teil 
§.  46,  2)  zerlegen.     Somit  ist: 

H :  h  *^  X  :  y  =  xs  :  ys  =  JR  :  r. 

Wenn  aber  b)  die  Höhen  H  und  h  inkommensurabel  sind, 
so  sind  es  auch  die  Rechtecke,  gleichwohl  gilt  auch  für  solche  die 
eben  aufgestellte  Proportion.  Denn  angenommen  es  ginge  der  rrte 
Teil  von  H  ymal  auf  h  und  bliebe  noch  ein  kleiner  Rest  übrig,  so 
würden  die  Parallelen  zu  g  durch  die  Teilpunkte  R  ia  x  gleiche 
Rechtecke  zerlegen,  r  in  y  solche,  wobei  noch  ein  kleineres  Recht- 
eck übrig  bliebe.  Es  ist  also  dann  R  =  xs,  ys  <  r  <  (y  +  1)5,  so 
dafe  y  :  o:  <  r  :  JJ  <  (y  +  1) :  a;  während  gleichzeitig  y:x<h:H 
<  (y  +  l):x,  so  dafs  r  :  jR  und  h  :  H  stets  zwischen  dieselben  Grenzen 
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kleiner  machen  kann^  als  jede  beliebig  kleine  Zahl,  —  denn  es 
kann  ja  die  Zahl  x  der  Teile  beliebig  grofs  gewählt  werden,  —  so 
ergiebt  sich,  dafs  r :  B  und  h :  H  sich  um  keine  mefsbare  Grofse 
unterscheiden,  d.  h.  es  ist  r  :  iJ  «=  Ä  :  H.     Wir  folgern  also: 

Die  Inhalte  von  BechtecJcen,  welche  in  einer  Seite  übereinstimmen, 
verhalten  sich  wie  die  nichtübereinstimmenden  Seiten. 

2»  Vergleichen  wir  nun  die  Rechtecke  R  und  r,  deren  Seiten  6,  H 
und  gy  h  nicht  übereinstimmen,  so  läCst  sich 
zur  Vergleichung  ein  drittes  Rechteck  q  be- 
nutzen, das  g  und  H  als  Seiten  hat.  Daim  ist: 

r :  (>  =  Ä  :  JST,     und 

QiR^giG 
also 

r:R  =  ghiOH,        d.  h.: 

Die  Inhalte  beliebiger  Rechtecke  stehen  in 
demselben  Verhältnis,  wie  die  Produkte  aus  (den  MafsgaJUen  von)  je 
zwei  aneinander  stofsenden  Seiten. 

3.  Da  ein  Parallelogramm  inhaltsgleich  einem  Rechteck  tod 
gleicher  Grundseite  und  Hohe,  da  femer  ein  Dreieck  die  Hälfte  Ton 
einem  Parallelogranmi  von  gleicher  Grundseite  und  Hohe  ist,  so 
folgern  wir  aus  1  und  2: 

a)  Die  Inhalte  von  Parallelogrammen  (Dreiecken)  mit  gleichen 
Grundseiten  (Rohen)  stehen  in  demselben  Verhältnis  wie  ihre  Hohen 
(Grundseiten). 

b)  Die  Inhalte  von  Parallelogrammen  (Dreiecken)  stehen  in  dm- 
selben  Verhältnis  wie  die  Produkte  aus  Grundseite  und  Höhe, 

4«    Dreiecke,   welche   in  einem  Winkel  übereinstimmen,  lassen 
sich  so  aufeinander  legen,  dafs  die  Winkel  ein- 
ander decken,  wie  BACxmd  B^AC^.    Zieht  man 
noch  B^Cj  so  verhält  sich 

ABAC:B,äC'^äB:AB,  (nach  3) 

A  B^AC:  B^ACi  =  AC:  AC^,  A^ 

woraus  folgt:  '*«•  "•• 

ABACiB^AC^^AB'AG    :    AB.AC,,        d.  L: 

Die  Inhalte  der  Dreiecke  (Parallelogramme),  toelche  in  einem  Winkd 
übereinstimmen  y  verhalten  sich  wie  die  Produkte  der  diesen  Winkd  ein- 
schliefsenden  Seiten. 
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5.    Stimmen  zwei  Dreiecke  in  je  zwei  Winkeln  überein ,  d.  h. 
sind  die  Dreiecke  einander  ahnlich,  so  kann  auch 

gesetzt  werden;  also  verhält  sich  dann: 

A  BAC :  B^AC,  =  ZF  :  ÄB^.  % 


In  beistehender  Figur  z.  B.  verhalten  sich 
die  Seiten  wie  3:5,   die   Zahlen   der   einbe.  ^ 
schriebenen  gleichen  Dreieokchen  wie 

9  :  25  =  3*  :  b\ 

Da  ähnliche  Figuren  sich  je  in  gleichviele  ähnliche  Dreiecke 
zerlegen  lassen,  deren  entsprechende  Seiten  untereinander  im  gleichem 
Verhältnis  stehen,  so  folgt  (mit  Berücksichtigung  von  §.  3,  2d): 

Die  Inhalte  ähnlicher  Figuren  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  enU 
Rechender  Seiten  (oder  Strecken). 

Zusatz.  Aus  der  Verbindung  dieses  Satzes  mit  dem  pythago- 
reischen folgern  wir: 

Beschreibt  man  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks 
als  entsprechenden  Seiten  ähnliche  Figuren^  so  ist  die  Fläche  der  Figur 
über  der^  Hypotenuse  gleich  der  Summe  derer  über  den  Katheten. 

§.  26.  Berechnung  von  Flächen  und  Strecken. 

1.  Um  die  Gröfse  der  Flächen  durch  Zahlen  angeben  zu  können, 
vergleicht  man  dieselbe  mit  einer  als  Einheit  angenommenen  Fläche, 
der  sogenannten  Flächeneinheit  und  mifst,  wievielmal  diese  in 
jener  enthalten  ist.  Als  Flächeneinheit  wird  am  zweckmäfsigsten 
die  Fläche  eines  Quadrates  gewählt,  dessen  Seite  gleich  der 
Längeneinheit  ist.  Der  Flächeninhalt  wird  dann  ausgedrückt 
durch  die  Zahl  der  Flächeneinheiten,  deren  Summe  der  betreffenden 
Fläche  gleichkommt  (vgl.  I.  Teil  §.  45,  1-3  und  §.  50,  l). 

Nach  §.  25,  2  läTst  sich  nun  der  Inhalt  eines  Rechtecks  leicht 
angeben.  Sind  nämlich  g  und  h  die  Längenzahlen  (siehe  §.  1,  7) 
seiner  Grundseite  und  Hohe,  während  die  der  Flächeneinheit  1  und  1 
sind,  so  ist  das  Verhältnis  beider  Flächen  g-h:  1-1,  d.  h.  der  Flächen- 
inhalt des  Rechtecks  iqt  ^=^gh. 

a)  Der  IrJuüt  eines  Eechtecks  ist  gleich  dem  Produkt  zweier  be- 
nachbarten Seiten  desselben  (in  betreff  der  Ausdrucksweise  siehe  §.  1,  7). 

b)  Der  Inhalt  eines  Quadrates  ist  gleich  der  zweiten  Potenz  seiner 
Seite. 

Hieraus  fliefsen  in  Verbindung  mit  L  Teil  §.  46,  2  a,  3  a  und  4 
die  Sätze: 
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c)  ßer  Inhalt  eines  Parallelogramms  ist  gleich  dem  Produkt  aus 
Grundseite  und  Höhe. 

d)  Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  halben  Produkt  aus 
Grundseite  und  Höhe. 

e)  Der  Inhalt  eines  Trapezes  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe 
wnd  aus  der  halben  Summe  der  beiden  Parallelen  (bezw.  aus  der  Mitid- 
parallelen).     Vgl.  I.  Teil  §.  50. 

2.  Diese  Beziehungen  zwischen  Strecken  und  Flächen  geben 
uns  nun  auch  ein  Mittel,  Strecken  selbst  untereinander  zu  yer- 
gleichen.     So  folgt  aus  §.  24,  3  für  den  Fall,  dafs  BC  ||  B^Ci  ist: 

A  ABC :  BCB^  =  AB  :  BB^ 
AABCiBCC,  =  ACiCC,. 

Da  nun 

ABCB^  =  BCG, 

(I.  Teil  §.  46,  3  c),  so  ist 

AB:BB,^AC:CC, 

d.  i  es  gilt  die  in  §.  5,  2  abgeleitete  Proportion.  Ebenso  ergiebt  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  AB^C  und  ABC^,  indem  man  jedes  der- 
selben mit  A  ABC  vergleicht,  dafs 

AB:ABi.  =  AC:ACi 

(vgl.  I.  Teü  §.  48,  6). 

Da  jedes  Produkt  zweier  Strecken  als  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks gedeutet  werden  kann,  dessen  anstofsende  Seiten  eben  jene 
Strecken  sind,  so  erkennt  man  als  übereinstimmend: 

a)  I.  §.  46,  6  und  8  über  Gleichheit  von  Quadraten  und  Recht- 
ecken beim  rechtwinkeligen  Dreieck  und  IL  §.  8,  3  b  und  a  über  die 
mittlere  Proportionale  von  Strecken  in  demselben. 

b)  den  pythagoreischen  Lehrsatz  L  §.  47,  3  und  den  Satz  von 
den  zweiten  Potenzen  der  Seiten  im  rechtwinkeligen  Dreiecke  II  §.  8,  Sc. 

c)  die  Aufgabe  L  §.  48,  6  über  die  Verwandlung  eines  Recht- 
ecks in  ein  anderes^  und  11.  §.  7,  i  die  Konstruktion  der  vierten  Pro- 
portionalen. 

d)  die  Aufgabe  I.  §.  48,  6  über  die  Verwandlung  eines  Recht- 
ecks in  ein  Quadrat  und  IL  §.  10,  1  die 
Konstruktion  der  mittleren  Proportionale. 

Auch    der    pythagoreische   Satz   für 
das    schiefwinkelige    Dreieck    I.  §.  47,  4 
läfst    sich    nun    als    eine    metrische   Be-     — p^_ — ^^ 
Ziehung  der  Seiten  auffassen.     Es  seien       ^"^^o  ^9 
abc  die  Seiten,  63  die  Normalprojektion  *^-  "»• 

von  b  auf  c,   so   folgt  rein  algebraisch  aus  dem  Satz  IL  §.  8,  Sc: 
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«*  =  (c  +  hY  +  Ä,»  =  c«  +  2c6,  +  6,»  +  V, 
während 

V  +  V  =  6*; 

somit  ist 

Diese  Beziehungen  dienen  uns  nun  dazU;  aus  gegebenen  Strecken 
andere  durch  sie  bestimmte  Strecken  zu  berechnen. 

3.  Berechnung  der  Hohen  und  des  Flächeninhalts  eines 
Dreiecks  aus  den  Seiten.    Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  folgt: 

^8  =  ±—2^ 

Daher  ist: 

^  (25c  +  6»  +  c»  -  g«)  (25c  -  6«  -  c«  +  a»),     ^^^  ^^^ 
4  c*  ' 

4^**8*  =  [(6  +  cY  -  a^]  [a*  -  (6  -  o)»] 

=  (6  +  c  +  a)  (6  +  c  —  a)  (a  —  6  +  c)  (a  +  6  -  c). 
Setzt  man  nun  der  Abkürzung  wegen: 

a  +  b  -{-  c  =  2$,  so  ist: 

—  a  +  64-c  =  a  +  6  +  c  —  2a  =  25  —  2a  =  2(5-"a); 
und  wird       (5  —  a)  =  «j,     (5  —  6)  =  s^,    (s  —  c)  =  «3     gesetzt, 
so  findet  sich: 

c  c 

Den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  J  =-^  *  %s   giebt  also 

die  sogenannte  Heronische  Formel. 

Beispiel:  a  =  13       5  =  21  * 

fc=14      5i=    8 
c  =  15      «2=7 
2s  =  42      5,=    6 


J  =  >/21- 8.  7. 6  =  1/3.7. 2. 4. 7. 2.  3  =  1/3^«. 4^  =  3. 7. 4  =  84. 
Zusatz.   In  einem  gleichseitigen  Dreieck  ist 

4.    Berechnung   von  Ecktransversalen  im  Dreieck.     Die 
Ecktransversale  e,  welche  die  Seite  c  in  die  Abschnitte  p  und  q  teilt 
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und  deren  Normalprojektion  auf  c  durch  x  bezeichnet  werde ,  wird 
durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

b^  ^e^  +  q^  +  2qx. 
Man  eliminiert  x: 
a^q  +  b^p  =  ^{q  +  p)  +  pq(j?  +  ff)  =  e*c  +  pqc, 


woraus: 


e^  = 


a*q  +  h*p 


pq. 


a)  Für  die  Schwerlinie  m^  ist 


also 


woraus 


^  8        a'  +  5«        c« 
^ 2 T- 

b)  Für  die  Winkelhalbierende  Wj^  ist  (§.  17,  3  a') 
p:q  =  a  :b       und       P  +  4  =«  c, 

6c 


i)  = 


a  +  &' 


a  +  b' 


a^q  +  b^p  =  --^^^  =  abc. 


Also  ist: 


a& 


abc^ 


(a  +  6)»        (a  +  by 


w^  '^^  ab  —  pq^=^  ab  — 

=  (a  4-  5)«  (öt  +  6  +  c)  (a  +  6  ^  c) 


.[(a  +  6)«-^] 


oder    M^g*  =  f/tO-  m«  >     somit  m;3  =     '^ 


(a  +  6)«' 


(^) 


ySv 


Auch  durch  Benutzung  des  dem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises,  bezw.  der  ähnlichen  Dreiecke 
BCYi^XCA  (Fig.  121)  ergiebt  sich: 


Flg.  Ul. 


W. 


;  6  =  a  :  (l<?3  +  ^),    w^g*  =  «&  —  te^s^  »*  «6  — i^J. 


6,  Berechnung  des  Badius  des  Drei- 
ecksumkreises. 

Wenn  CX  (Fig.  122)  Durchmesser  des 
Kreises,  so  ist 

^CXB  =  CAB,    ^XBG^R  =  AC,C, 

somit  ^XCBooACGi, 

ab 
2h, 


also 


d :  a  =  6  :  Agj     woraus  r  - 


mg.  1». 
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,  2J 


abc 


und  da  A«  =  — ,     so  ist  r  =  ^  , 

wo  J  durch  die  Heronische  Formel  bestimmt  wird. 

6.    Berechnung  der  Radien  des    Inkreises    und  der  An- 
kreise eines  Dreiecks.     Nach  I.  §.  37,  s'  ist  (Fig.  123): 
^^  =  5j  =  5  —  a, 

AF,  =  5. 
Daraus,  dafs 

AAMFi^AM.F^ 
und  dafs 

AFMBi^F.BM,, 
folgt  bezw.: 

±^ 
«1 


^1 


1  =  *» 
also  durch  Multiplikation  und  Division  bezw*: 


O-i    Ol)  O  0|  O  oa 


woraus: 


ferner 


entsprechend: 


?= 


l/£l*««I. 


(»i 


Ps  = 


85,5» 


Übrigens  ergiebt  sich  auch  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Figur,  dafs 


AABC=  AMB  +  BMC  +  CMA 

J 


QS, 


^  =  75 


ist,  also 

in  ähnlicher  Weise  folgt: 

J 

7.  Metrische  Beziehungen  im  Sehnenviereck.    Trägt  man 
die  Seite  CB  des  Sehnen  Vierecks  AB  CD  von  A 
als   Sehne  AK  m   den  Kreis   und  verbindet  K 
mit  B,  80  entstehen  die  ähnlichen  Dreiecke 

ABLi^BBC, 
da 

^ABK=DBC   und   ^BAL  =  BDC', 

eben.so 

Lehrbneh  der  Blementar-Geometrie.    II, 


I 

J 
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da 

^  LBC^BBC  +  LBB  =  ABL  +  LBB  =  ABB 
und 

Somit  ist 

.j        AB 'CD         j^        BC'AB 
^^=       BD      '      ^^"       5D 

und  da  AL*+  LC  =  AC, 

so  ist:  AC'BB  =  AB'CB  +  BCAB, 

oder  e-/'=ac  +  jd,        d.  h.: 

Jw  Sehnenviereck  ist  das  Prodidd  der  Biagonulen  gleidi  der  Summ 
der  Prodtikte  der  Gegenseiten.     (Ptolemäischer  Lehrsatz   150  n.  Chr.). 

Zusatz.     Im  Sehnenviereck  AB  CK  ist: 

AC'BK=AB'CK+BC'  AK 
oder  da  AK  =  c,  CK=  d, 

so  ist:  /"•  BK  c=  ad  +  bc. 

Wird  das  Sehnenviereck  mit  der  Reihenfolge  der  Strecken  achd  ge- 
bildet, so  ist  die  von  ac  überspannte  Diagonale  =^  BK,  die  von  ch 
überspannte  =  e,  somit  ist: 

e-  BK=ab  +  cd, 
woraus  folgt: 

f:e  =  (ad  +  hc):  (ah  +  cd) 
-2        ad  +  hc  ^        I    r  j\ 

2        ah  -{-  cd  /        I    T  i\ 

8.    Um    den    Flächeninhalt     eines    Sehnenviere^ks    aus 
seinen  vier  Seiten  ah  cd  zu  berechnen,  zerlegen 
wir    dasselbe    durch    die   Diagonale   e    in   zwei 
Dreiecke  und  betrachten  die  Gegenseiten  h  und 
d  als  Grundseiten.     Dann  ist 

Y       d  '  h    .    b  '  h^ 

weil  aber  die  Winkel  bei  A  und  C  einander  zu 
2JR  ergänzen,  so  ist 

,         ch  Fig.  in. 

folglich  / 

j        ad  -\-  hc     h 
y  =  — 2-    •-• 

Um  h  zu  erhalten,  berechnen  wir  zunächst  die  Projektion  x  von 
a  auf  d.     Es  ist 


a*  +  d*  —  2dx  =  6*  +  c»  +  26y 
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und  da  ex 

so  ist 

(o*+d*)-(6»+c»)  =  'j^(ad+6c),  x=._^-^_[(a«+d«)-(6«+c«)]. 

Nun  ist  Ä*  =  (a  +  a?)  (a  —  a?), 

aber    a±x  =  ^^^/_^  ^^^  [2{ad  +  bc)  ±  (a^  +  ^)  +  (^^  +  <^)h 

Setzt  man 
so  ist: 

§.  27.  Graphische  Bestimmung  von  Strecken  und  Flächen: 

(Graphisches  Rechnen  der  Planimetrie.) 

!•  Schon  im.  I.  Teil  wurde  die  Addition  und  Subtraktion  von 
Strecken,  Winkeln  und  Flächen  behandelt.  Es  lassen  sich  hiemach 
mit  diesen  geometrischen  Gröfsen  Konstruktionen  ausführen,  welche 
arithmetischen  Operationen  entsprechen.  In  der  That  können  diese 
Konstruktionen  Rechnungen  ersetzen,  wenn  man  z.  B.  die  zu  ad- 
dierenden oder  zu  subtrahierenden  Zahlen  als  Längenzahlen  betrachtet, 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Strecken  die  geometrische  Addition 
oder  Subtraktion  ausführt  und  das  Resultat  der  Konstruktion  mifst. 
Allein  ein  solches  Ersetzen  der  Zahlen  durch  Strecken  und  umge- 
kehrt findet  wegen  seiner  Umständlichkeit  und  Ungenauigkeit  keine 
Anwendung. 

Es  hat  dagegen  in  dem  sogenannten  mechanischen  Rechnen 
eine  Anwendung  gefunden.  Bei  diesem  werden  entweder  geteilte  Li- 
neale (Scheiben)  gegen  einander  verschoben,  auf  welchen  die  Strecken 
(Bogen)  den  Logarithmen  der  beigesetzten  Zahlen  entsprechen  (loga- 
rithmischer Rechenschieber),  so  dafs  die  Addition  und  Subtraktion  dieser 
Strecken  (Bogen)  je  einer  Multiplikation  bezw.  Division  der  betreflfenden 
Zahlen  entspricht,  —  oder  es  werden  die  fraglichen  Gröfsen  graphisch 
in  einer  Tafei  dargestellt  und  mit  einem  Netz  von  Linien  bedeckt,  so 
dafs  das  Auge,  indem  es  diesen  Linien  folgt,  das  gewünschte  Resultat 
findet. 

Ein  rein  graphisches  Verfahren  zur  Bestimmung  von  Gröfsen 
ist  dann  von  Vorteil,  wenn  letztere  von  gezeichneten  Strecken, 
Winkeln.  Flächen  abhängen,  wie  dies  in  Geometrie  und  Mechanik 
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der  Fall  ist.  Alsdann  werden  die  fraglichen  Gröfsen  durch  geo- 
metrische Konstruktionen  ausgeführt,  welche  den  arithmetischen  Ope- 
rationen entsprechen  und  die  man  deshalb  mit  graphischem 
Rechnen  bezeichnet  (Culmann  1864). 

2.   a)  Die  Konstruktion  der  vierten  Proportionale 

1.  & 

c  :  0  =  a  :  X.    x  =  —  a 
'  c 

ist  aufzufassen  als  die  graphische  Multiplikation  der  Strecke  a 
mit  dem  (unbenannten)  Multiplikator  — ,  d.  i.  mit  der  Verhältnis- 
Zahl  der  Strecken 6  und  c.  Zugleich  ist  damit  die  graphische  Division 
der  St/ecke  a  durch  das  Verhältnis  -r  ausgeführt.  —  Für  die  Division 

durch  eine  ganze  Zahl  ist  c  =  nh  zu  setzen. 

b)  Sollen  mehrere  Strecken  a^,  a^,  Og  mit  einer  konstanten 

Verhältniszahl  —  multipliziert  werden,  (wie  dies  beim  Zeichnen 

ähnlicher  Figuren  in  Betracht  kommt)  so  trägt  man  diese  Strecken 
nebst  c  auf  eine  Gerade  von  einem  Punkt  aus  ab  und  konstruiert 
zur  erhaltenen  Punktreihe  eine  perspektivisch  ähnliche  Reihe  (§.  6,  i 
oder  4),  in  welcher  die  Strecke  b  der  Strecke  c  entspricht  —  Eine 
andere  Lösung,  die  nur  einfache  Abmessungen  mit  dem  Zirkel  er- 
fordert, stützt  sich  auf  §.  20,  ib.  Man  teilt  eine  Strecke  harmonisch 
im  Verhältnis  b :  c,  beschreibt  um  den  Abstand  der  Teilpunkte  als 
Durchmesser  einen  Kreis  und  trägt  nun  jede  gegebene  Strecke  Wj 
vom  Endpunkt  jener  Strecke  bis  zur  Kreislinie;  der  Abstand  des  so 
erhaltenen  Punktes  der  Kreislinie  vom  Anfangspunkt  der  Strecke  giebt 
das  Resultat. 

c)  Soll  das  Produkt  einer  Strecke  a  mit  mehreren  Ver- 
hältniszahlen 

C|  C^  Cg 

bestimmt  werden 

'6,      6o     6, 
X  =  -    •  —  •  —  •«, 

C,  Cg  Cg 

80  kann  dies  z.  B.  auf  folgende  Weise  ausgeführt 
werden.  Man  trägt  vom  Scheitel  S  (Fig.  126)  zweier 
Geraden  p  und  q  die  Zähler  abwechselnd  auf  die  eine 
und  andere  Gerade,  fe^  und  63  auf  jp,  b^  auf  g,  umgekehrt 
die  Nenner  c^  und  Cg  auf  g,  c^  auf  p  und  verbindet  die 
Endpunkte  der  zusammengehörigen  Zähler  und  Nenner. 
Auf  dieselbe  Gerade  mit  dem  ersten  Nenner  c^ 
trägt    man    SA  =:  a    ab    und    beschreibt   von   dem 
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Endpunkt  A  einen  Geradenzug,  dessen  Seiten  mit  jenen  Verbindungs- 
geraden der  Reihe  nach  parallel  sind  und  dessen  Ecken  abwechselnd 
auf  q  und  p  liegen.  Für  die  Strecken  a,  a^y  a2,  a^  von  S  bis  zu 
diesen  Ecken  ist  nun: 

6,  5.  b» 

somit 

6-     6«     hl 

Ca     c,     aj  ^ 

Sind  die  Verhältnisse 

•'  h.     ^*-      h. 

Cg  Cj,  Cj 

einander  gleich,  so  treten  an  die  Stelle  der  Verbindungsgeraden 

SiCi,  B^C^,  B^C^ 
zwei  antiparallele  Geraden. 

3.  a)  Durch  das  Produkt  zweier  Strecken  ah  wird  geo- 
metrisch der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  dargestellt,  dessen  Seiten 
a  und  h  sind.  Man  nennt  daher  ein  solches  Produkt  zweier  Strecken 
eine  Grofse  zweiter  Dimension.  Dagegen  werden  Strecken,  die 
Summe  oder  Differenz  von  Strecken,  das  Produkt  einer  Strecke  mit 
Verhältniszahlen,  der  Quotient  einer  Strecke' und  einer  Verhältnis- 
zahl Gröfsen  erster  Dimension  genannt.  Die  (unbenannte)  Ver- 
hältniszahl —  heifst  eine  Gröfse  nullter  Dimension. 
c 

b)  Wird  das  Produkt  zweier  Strecken  ah  durch  eine  Strecke  c 
geteilt,  so  erhält  man  a;  =  — ,  als  die  eine  Seitenstrecke  eines  Recht- 
ecks,  dessen  zweite  Seite  c  und  dessen  Flächeninhalt  ah  ist;  es  ist 
dies  eine  Gröfse  erster  Dimension,  entsprechend  —  •  a  (s.  2  a).     Wird 

hierbei   c  =  1    als    Längeneinheit   gewählt,   so    stellt  i  =  ^-^  eine 

Strecke  i  dar,    welche   zur  Längeneinheit   in    demselben   Verhältnis 

steht,   wie  die  Fläche    des  Rechtecks   zur  Flächeneinheit:    -  =  — . 

Durch  Abmessung  der  Strecke  i  mit  der  Längeneinheit  (und  deren 
Unterabteilungen)  ergiebt  sich  daher  die  Zahl  der 
Flächeneinheiten,  d.  i.  der  Flächeninhalt  des  Recht- 
ecks. • 
Soll  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  graphisch 

ermittelt  werden  i  «=  ^ ,    so    geschieht   dies    durch 

graphische  Multiplikation  der  Strecke  a  mit  der  Ver-  ng.  127. 

hältniszahl  — ,  also  2:a  =  Ä:/,  wobei  2  die  Strecke  von  zwei  Längen- 
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einheiten  bedeutet,  oder  auch  durch  die  Multiplikation  von  h  mit  -• 

Oder  man  verwandelt  das  Dreieck  in  ein  solches^  dessen  Grundseite  2 
und  dessen  Hohe  i  ist  (Fig.  128  a),  bezw.  dessen  Höhe  2  und  dessen 
Grundseite  i  ist  (Fig.  128  b,  c). 


l 

Fig.  198. 

Um  den  Flächeninhalt  irgend  eines  Vielecks  graphisch  zu  be- 
stimmen, wird  es  zuvor  in  ein  Dreieck  verwandelt  (I.  Teil  §.  48,  3i. 

Anmerkung,  Wie  hier  die  Gröfse  zweiter  Dimension  ab  durch 
eine  Strecke  i  ermittelt  wurde,   so  ist  dies  auch  für  eine  Gröfse  nullter 

Dimension  -j-  möglich,    indem    man    x   mit    der   Längeneinheit   1    so  be- 
stimmt, dafs 


b  :  a  ^=  1  :  X, 


.=  ^•1. 


c)   Wird   ab  mit  einer  Yerhältniszahl  j  multipliziert,  so  stellt 

das  Produkt   ,  •  ab  die  Fläche  dar,  deren  Verhältnis  zu  ab  durch  den 

Multiplikator  ^    bestimmt    ist;    die    Gröfse    ist    zweiter    Dimension. 

Liegt  die  Fläche  ab  als  Parallelogramm  oder  Dreieck  vor,  so  erhalt 

man  die  Fläche  j  •  ab,  indem  man  die  Grundseite  in  dem  Verhältnis 

c  :  d  teilt  und  die  Parallele  zur  zweiten  Seite,  bezw.  die  Verbindungs- 
gerade mit  der  Spitze  zieht  (§.  25,  3). 

Anmerkung.  Das  Produkt  dreier  Strecken  findet  erst  in  der  Aus- 
messung des  Rauminhaltes  der  Körper  eine  geometrische  Deutung. 

4«  Die  Konstruktion  der  mittleren  Proportionale  zweier  Strecken 
a:  X  =  X  :b,  bezw.  der  Seite  eines  Quadrates  von  gegebenem  Inhalt 
a^  =  ab,  entspricht  der  arithmetischen  Operation  des  Ausziehens 
der  Quadratwurzel  x  ^=yab\  dieser  Ausdruck  ist  also  erster 
Dimension.  Irrationale  Wurzeln  werden  hierbei  durch  Strecken  dar- 
gestellt, welche  mit  der  angewendeten  Einheit  kein  gemeinschaft- 
liches Mafs  haben,  z.  B.  (Fig.  129): 

x=yi5  =  ys^ö,     Six^xib, 
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al  =  —  a*  - 


X 


m 


Flg.  129. 


Fig.  ISO. 


Jede  Grofse  zweiter  Dimension ,  wie  z.  B. 
h  h 

läfst  sich  nun  durch  Anwendung  von  3  c  bzw.  2  a 
und  durch  die  Konstruktion  einer  mittleren  Pro- 
portionale als  ein  Quadrat  darstellen. 

6.  a)  Die  Summe  oder  Differenz  von  Flächen,  welche  in 
Form  von  Quadraten  gegeben  sind^  wird  ebenfalls  in  dieser  Form 
erhalten  mit  Hilfe  des  pythagoreischen  Lehrsatzes.  Es  ist  dies  die 
Darstellung  des  algebraischen  Ausdruckes 

wobei  im  ersten  Fall  a  und  b  Katheten,  x  Hypotenuse,  im  zweiten 
Fall  a  Hypotenuse,  b  und  x  Katheten  sind. 

Die  Summe  mehrerer  solcher  Glieder  wird  durch  die  wiederholte 
Anwendung  dieses  Verfahrens  erhalten;  soll  z.  B. 

sein,  so  wird  zunächst  z^  ==  a^  -^  b^  konstruiert,  dann 

y2     -_    jgfS      __     ^2       y         g        ^ 

b)  Sind  irgend  welche  Gröfsen  zweiter  Dimen- 
sion zu  addieren,  so  kann  man  für  jede  derselben 
(nach  4)  die  Seite  des  entsprechenden  Quadrats  bestimmen  und  dann, 
wie  eben  gezeigt,  verfahren.  —  Oder  man  stellt  diese  Gröfsen  als 
Rechtecke  mit  einer  gemeinsamen  Seite  dar  (nach  3b)  und  wendet 
hierauf  4  an. 

Um  z.  B. 

«1^1  +  «2^2  +  ^h  =  ^(^1  +  ^2  +  ^s) 

ZU  konstruieren,  trägt  man  a^,  a^^  a^  als  aufeinander  folgende  Strecken  einer 
Punktreihe  ^OÄ^A^A^  an,  zieht  in  belie- 
biger Richtung  OS  =  c  und  zeichnet  von  S 
den  zu  dieser  Punktreihe  perspektivischen 
Büschel.  Auf  dem  Strahl  OS  trägt  man 
^M  ^g»  b^  als  von  0  abgemessene  Strecken 
einer  Punktreihe  OB^B^B^  an  und  zieht 
durch  deren  Punkte  Parallele  zu  OA^, 
Schliefslich  zeichnet  mdn  einen  Geradenzug 
OÄj/Sj^jjXj,  dessen  Seiten  der  Beihe  nach 
parallel  den  Strahlen  jenes  Büschels  von  S 
und  dessen  Ecken  auf  den  Parallelen  der 
zweiten  Punktreihe  liegen.  Die  Seiten  dieses  Geradenzugs  schneiden  OA 
in  den  Endpunkten  X^X^X^  der  aufeinander  folgenden  Strecken  iCj,  x^^  x^. 
Denn  es  ist  z.  B.,  wenn  SM  die  Verlängerung  von  A^S^ 
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oder 


A^S 


^2-^S 


A^3£  _  OB^ 

A^S  ~  OS 


h 


Wird  c  ==  1   gewählt,    so  giebt  die   Zahl  der  Längeneinheiten  von 
OX^  die  fragliche  Summe 

«1^1  +  <hh  +  %^3- 
c)  Mit  Hülfe  der  Sätze  über  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kreis  (§.  9)  läfst  sich  auch  eine  Fläche  h^  als  Summe  oder 
Differenz  eines  Quadrates  x^  und  eines  Rechtecks  ax  darstellen, 
welche  eine  Seite  x  gemeinsam  haben,  während  nur  die  andere  Seite  a  des 
Rechtecks  gegeben  ist.  Es  entspricht  dies  der  Auflösung  der  qua- 
dratischen Gleichungen: 

a)  x^  -{-  ax^==  b\       b)  a?^  —  aa;  =  b\       c)  aa?  —  »*  «  h*. 
Alsdann  ist  im  ersten  Fall: 

x{x  +  a)  =  5*,      (a  -{-  x)  :h  ^=^h:x 
im  zweiten  Fall: 

x(x  —  a)  =  &*, 
im  dritten  Fall: 

x(a  —  ic)  ^  6*, 


x:h  '=^h  :  (x  —  a) 
x:b  =  h  :  (a  —  x). 


Fig.  132. 

Man  beschreibt  mit  a  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  trägt  in  den 
ersten  beiden  Fällen  h  als  Tangente  an,  dann  ergiebt  sich  auf  der  cen- 
tralen Sekante  durch  den  Endpunkt  von  h  der  positive  (und  negative) 
Wert  für  x.  Im  dritten  Falle  sind  die  beiden  Werte  von  x  die  Abschnitte 
des  Durchmessers,  welche  zur  Ordinate  h  gehören. 

Die  negativen  Werte  von  x  in  der  Gleichung 

x^  -{-  aa:  «=  —  6* 
findet  man,  wenn  man  «/  «=  —  x  aus 

y^  —  ay  -=  —  b\     ay  —  y^  =^  h^ 
nach  c)  konstruiert. 
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Ist    statt  b^   der  Wert  h  •  c  gegeben,    so    erfährt  die  Konstruktion 
eine  Abänderung  gemäfs  §.  9,  1. 

6.  Das  Verhältnis  zweier  Flächen  oder  Gröfsen  zweiter 
Dimension  läfst  sich  durch  ein  Strecken  Verhältnis  ersetzen ,  indem 
man  erstere  zunächst  als  Quadrate  darstellt  a^ :  b^ 
und  aus  deren  Seiten  a  und  5  als  Katheten  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck  formt.  Die  Projektionen 
«1  und  b^  der  Katheten  auf  die  Hypotenuse  geben 
das  fragliche  Verhältnis 

a^  :b^  =  a^:  b^^ 
da 

a^  =  a^c  und  6*  «s  6^  .  c 
ist. 

Um  einen  Bruchteil  eines  Quadrates  selbst  wieder  als  Quadrat 
zu  erhalten 

wird    die    mittlere    Proportionale    o?    zu   -  a  /    /      \   ^sO\ 

und  a  konstruiert,   oder   es   wird   ein  recht-    — Z L^-J- — ^— -^ 

winkeliges  Dreieck  gezeichnet,  dessen  Hypo-  ng.  m. 

tenasenabschnitte  p   und  q   sind,    und    dann 

ein  ähnliches  Dreieck  mit  den  Katheten  a  .(an  q  anliegend)  und  x. 


§.  28.   Algebraische  Analysis  zur  graphischen  LSsnng  von  Aufgaben. 

1.  Bei  geometrischen  Aufgaben  handelt  es  sich  häutig  darum 
eine  Strecke  zu  bestimmen,  mit  deren  Hilfe  die  Aufgabe  gelöst 
werden  kann.  Man  sucht  alsdann  den  Zusammenhang  der  fraglichen 
Strecke  mit  den  gegebenen  Stücken  durch  eine  Gleichung  auszu- 
drücken, berechnet  sie  aus  dieser  Gleichung  und  führt  alsdann  die 
Konstruktion  des  erhaltenen  algebraischen  Ausdrucks  aus. 

Ein  negativer  Wert  der  Unbekannten  hat  hierbei  nur  dann  eine 
Bedeutung,  wenn  in  der  Aufgabe  die  Lage  der  fraglichen  Strecke 
nach  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  in  Betracht  gezogen  werden 
kann;  andernfalls  ist  ein  negativer  Wert  ein  Anzeichen  der  Unmög- 
lichkeit der  Lösung.  —  Ist  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  (vgl. 
§.  25,  5c),  so  giebt  oft  eine  weitere  Bedingung,  der  die  fragliche 
Strecke  genügen  mufs,  an,  welcher  der  beiden  Werte  allein  zu  be- 
nützen ist  Diese  weitere  Bedingung  besteht  gewöhnlich  darin,  dafs 
die  fragliche  Strecke  innerhalb  gewisser  Grenzwerte  liegen  muTs. 
Manchmal  entsprechen  die  im  betreffenden  Falle  ausgeschlossenen 
Werte  einer  anderen  Auffassung  der  Aufgabe  bezw.  einer  verwandten 
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Aufgabe.    —    Ein    imaginärer    Wert    zeigt    die    Unmöglichkeit   der 
Losung  unter  den  gegebenen  Bedingungen  an. 

3.  Aufgabe  (als  Beispiel).  Es  ist  der  Umfang  (a  +  6  +  0 
eines  Dreiecks  parallel  zu  einer  Seite  a  zu  halbieren.  Sind  x  und  jf 
die  oberen  Abschnitte  von  h  und  c,  so  ist 

woraus  folgt: 

was  nach  §.  27,  2a  zu  konstruieren  ist. 

3.  Aufgabe.  Es  ist  ein  Dreieck  in  ein  inlmltsgleiches  gleichseitiges 
Dreieck  zu  verwandeln.  Die  Grundseite  und  Höhe  des  gegebenen 
Dreiecks    seien   g    und    h^    des    gesuchten    x 

und  y,  so  ist  ^  •  A  =  j?  •  y.     In  einem  gleich- 
seitigen Dreieck  ist  aber  (§.  26,  3.  Zus.) 

2y 
}/3  ' 
somit  ist 

Nun  erhält  man 

als  Höhe  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  dessen  Seite  g  ist,  und  hieraus  y. 

4.  Aufgabe.  Es  ist  ein  Dreieck  parallel  zu  einer  Seite  in  einem 
gegebenen  VerMltnis  p:q  zu  teilen.     Wenn  x  die  fragliche  Seite  des 

abzuschneidenden  Dreiecks  ist,  welche   auf  die  ^,. ^ 

Seite  a  des  gegebenen  Dreiecks  fällt,  so  mufs 
nach  §.  25,  5  das  Verhältnis  bestehen: 

x^ :  a'=:^p  :  {p  +  g),     x^  =  ^-^-  a  •  a, 


J/  =  }^^3, 


X 


—  ,      a:^ 


a; :  a. 


Fig.  136. 


Man  teilt  also  a  im  Verhältnis  p:  (p  -{-  q) 
und  konstruiert  dann  o;  gemäfs  dieser  Proportion. 

6.  Aufgabe.  Es  ist  ein  Trapez  paraüel  zu  den  Grundseiten  »« 
gegebenefn  VerMltnis  p  :q  zu  teilen.  Es  seien  B  und  C  die  beiden 
Teile,  B:C  =  p:q  (z.  B.  5  :  2).  Wird  das  Trapez  durch  das  Drei- 
eck A  zu  einem  Dreieck  ergänzt  und  sind  a,  x,  b  die  entsprechenden 
Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke 


so  ist  nun 


Ä,    (A  +  B),    (Ä  +  B+C), 
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A  +  B       x^ 
A      ~  a* 
oder 

B            «»-a«           A  +  B            Ä« 

«^-'»^'^ 

A  +  B^       X*      '     A  +  B  +  C        6» 
oder 

A  +  B            X* 

/      B»^^^^[ 

C      ^6«  — a?" 
woraus  folgt:;                                                       ^ 

B       X*  —  a*        p       ä'  --  a*           p 

Hg.  187. 

C  ~  6»  -  ««  ~  2  '     6«  -  a«  ~  j)  +  g 
Setzen  wir  nun 

SO  ist 

V/p--»>:S,_S,:^f-jyp- 

-a\ 

Konstruiert  man  daher  aus  h  und  a  das  rechtwinkelige  Dreieck 
QBS,  so  ist  die  Kathete 

teilt  man  letztere  im  gegebenen  Verhältnis: 

QV:  Vä'^piq 

und  konstruiert  die  mittlere  Proportionale  y  zu  ^F  und  QS,  so  er- 
hält man  dann  x  aus 

X'^Va'  +  f. 

Löst  man  dagegen  obige  Gleichung  auf,  so  führt  dies  zur  Kon- 
struktion von 

p  +  a  '  p  +  a 

6.  Aufgabe.  Es  ist  durch  einen  gegebenen  Funkt  P  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  mit  den  Sdienkeln  eines  nach  Lage  und  Gröfse  ge- 
gebenen Winkels  0  ein  Dreiseit  von  bestimmtem  Flächeninhalt  J  bildet. 
Die  gegebene  Fläche  läfst  sich  darstellen  (Fig.  138)  als  ein  Parallelogramm 
OQRS,  welchem  der  gegebene  Winkel  angehört  und  in  welchem 
der  gegebene  Punkt  P  auf  einer  Seite  ES  liegt;  er  teile  diese  Strecke 
in  liP^^a  und  PÄ  «=  6.  Ist  XPY  die  fragliche  Gerade,  welche 
QB  in  Z  treflfe,  so  mufs 

ARPZ=8PY+XQZ 
sein,  bezw. 

ARPZ,  =SPY,  +  X,QZ,, 

oder  nach  §.  25,  6.  Zus. 

QX^  =  a«  —  b%     ex  =.  ±  ]/a«  —  61 
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Die  entgegengesetzten  Zeichen  entsprechen  den  entgegengesetzten 
Richtungen,  in  welchen  QX  von  Q  aus  angetragen  werden  kann; 
beide  Losungen  sifid  also  zulässig.  Wenn  P  im 
Winkelraum  selbst  liegt  (Fig.  138  a),  so  fallt 
stets  Xj  -zwischen  0  und  Q,  da 

1/a^  -  6^  <  a  +  b. 
Liegt    dagegen   P  aufserhalb   des   Winkels 
(Fig.  138  b),  so  wird  X^   auf  die  Verlängerung 
von  QO  fallen,  da  für  a>  6  auch 

l/a«  —  b^  >a  —  b. 
Das  Dreieck  wird  in  diesem  Fall  im  Scheitel- 
winkel  des   gegebenen    Winkels  erhalten-,   PX^ 
wird   nämlich    auch    die  Verlängerung   von  SO 
treffen    da 


Fig.  138  b  u.  c. 


ist.  —  Beide  Werte  fallen  in  einen  zusammen  (Fig.  138  c),  wenn 
a  =  b  ist,  X  =  0.  Es  wird  dann  das  kleinste  Dreieck  QOY  abge- 
schnitten, das  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt;  irgend  ein  an- 
deres Dreieck  OY^Xj^,  dessen  Seite  Y^X^  durch  P  geht,  übertrifft 
jenes  um  A  QX^Z^.  Wäre  nun  a  <b,  FR  <  SP  so  wäre  ein  kleineres 
Dreieck  als  QOY  abzuschneiden,  was  unmöglich  ist.  Dies  ergiebt 
sich  auch  sofort  daraus,  dafs  dann 


imaginär  wäre. 

7,   Aufgabe.    Es  ist  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  jsu  geidinei^,  «*<^ 
welchem   die   Differengeti  d^  und  d^   fleischen   der   Hj/potentise  und  je 
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einer  KcUhete  gegeben  sind.    Die  beiden  Katheten  seien  x  und  y,  die 
Hypotenuse  e^  so  ist 

x  =  z  —  dj,    y  =  ^  —  d^ 


und  da 
so  ist  nun 


x«  +  y*  —  ü\ 

{z-d,y  +  {z--d,Y  =  z' 
z  =  d,  +  d^+y2d,d^ 

x  =  d^±y2d,d^ 

y  =  dy±y2r,d^ 

so  dafs  nur 

w-=-y2d^d^ 
zu  konstruieren  ist.     Da  in  einem  Dreieck  eine  Seite  gröfser  als  die 
Differenz  der  beiden  andern  ist  (I.  Teil  §.  35^  i),  also 

x>d^,    y>dy, 
so  sind  hier  nur  die  oberen  Zeichen  zulässig.   —   Die  quadratische 
Gleichung  für  z  ist  aber  identisch  mit: 

was  den  Katheten 

x^d^  —  z,    y  =  d^—  z 
oder 

jer-f.a:  =  d,,    z  +  y  =  d^ 
entspricht;  das  negative  Zeichen  in  z  entspricht  daher  der  Aufgabe, 
wenn  die  Summen  der  Hypotenuse  und  je  einer  Kathete  gegeben  sind  : 

ff^d,  +  d^-Y2d,~d^,     x=y2d^d^-d,,    y  =  y2d^d^-d,. 
Hier  kann  nur  das  negative  Zeichen  gelten^  weil  der  Annahme 
nach  jBf  <  d,  oder  dg  ist.     Es  mufs  aber  hier 

x  —  y<z 
und  somit 

d,-d^<d,  +d, -|/2d;d^ 
sein  oder 

]/2£//4  <  2d^,     d^  <  2d^. 
Zusatz.     Die  obigen  Werte  für  x^  y,  z  werden  rational,  sobald 

es  ist.     Setzen  wir 

60  ist 

y=l  +  2i), 
A.  i.  irgend  eine  ungerade  Zahl;  somit 
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Dies  giebt  die  Regel  des  Pjthagoras  zur  Auffindung  sogenannter  pjtha 
goreischer  Zahlendreieke,  d.  h.  solcher  rechtwinkeliger  Dreiecke, 
deren  Seitenlängen  ganze  Zahlen  sind.  —  Setzen  wir 

dl  =  2,        d^=p\ 
so  ist: 

y  =  2  +  2i)  =  2  (i?  +  1)  =  2»w, 

d.  i.  irgend  eine  gerade  Zahl, 

,:=^*+2i>  =  (i,+  l)«-l  =  (1)^-1,    z  =  x+2^[\y^\. 

Dies  führt  auf  die  Regel  des  Pia  ton  zur  Lösung  der  genannten  Aufgabe. 

8,  Aufgabe.  Es  ist  ein  rechtwinkeliges  Dreiech  zu  zeichnen ,  m 
welchem  eine  Kathete  a  und  das  Verhältnis  derselben  jsu  der  Dijfmn: 
der  beiden  andern  Seiten  gegeben  ist  q:p. 

Die  andere  Kathete  sei  &,  die  Hypotenuse  c,  also 

c  —  h        p  r        P 
=  -,       c  —  b  =  -  a, 

wobei  p  <q  sein  mufs,  damit  c  ^  b  <a  ist     Da  nun 

c«  —  6«  =  (c  -  b)  (c  +  b)  =  a\ 
so  ergiebt  die  Division 

Teilt  man  a  nach  den  betreffenden  Verhältnissen,  so  erhält  man  au^^ 
(c  —  b)  und  (c  +  b)  die  Werte  für  c  und  6. 
Die  Berechnung  ergiebt  übrigens  auch 

9*  +  p'  I       9*  —  v^ 

c  =■  -^  ~  •  a,      &  =     „         •  «. 

Jlqp  '  2qp 

Man  konstruiert  hier  zunächst  den  Faktor  von  a  nach  §.  27,  6  als 
Streckenverhältnis. 

Zusatz.  Die  letzteren  Gleichungen  können  dazu  dienen,  die  Aufgabe 
„pythagoreische  Zahlendreiecke  zu  finden"  allgemein  zu  lösen.  Setzen 
wir  nSmlicb  a  =  2^p,  so  wird 

b  =  q^  -p\     c2-=3^+i>^ 
wobei  q  und  p  als  ganze  Zahlen  gewählt  werden,  z.  B.: 

(7  =  2,     p  =  1^     daher:  a  =  4,       &  =  3,     c  ==  5; 
q  =  3^     p  =  2,     daher:  a=  12,     ft  =  ö,     c  =  13. 
Will  man  hierbei  nur  relative  Primzahlen  für  a,  &,  c  erhalten,  so  mflsten 
q  und  p  ebenfalls   als   relative  Primzahlen   und   zwar  je  eine  als  geraü^- 
die  andere  als  ungerade  gewählt  werden. 

Fügt  man  zwei  solche  pythagoreische  Dreiecke,  welche  in  einer  Ka- 
thete  übereinstimmen,  mit  eben   dieser  Kathete   zusammen  [wie  %.  B.  1-' 
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9,  15,  die  Dreifachen  von  4,  3^  5,  und  12,  5,  13],  so  entsteht  ein  schief- 
winkeliges  Dreieck  [im  Beispiel  mit  den  Seiten  15,  13,  14  bzw.  15,  13,  4], 
dessen  Höhe  eine  rationale  Zahl  [12]  ist,  so  dafs  auch  die  Werte  für  den 
Inhalt,  den  Radius  des  ein-,  an-  und  umgeschriebenen  Kreises  rational 
sind,  wie  aus  §.  26,  3,  6  und  6  ersichtlich. 


Neuntes  Kapitel. 

Metrisohe  Beziehtingen  swlsohen  Streoken  bei  bestimmten  TeUen 
des  rechten  Winkels  und  des  Ereisnmfangs.     Cyklometrie. 

§.  29.  Winkelfanktionen  zn  bestimmten  Teilen  des  rechten  Winkels. 

1.  Wenn  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  in  einem  spitzen  Winkel 
übereinstimmen,  so  ist  nach  §.  11;  4h  und  S  das  Verhältnis  irgend 
zweier  Seiten  des  einen  Dreiecks  gleich 

dem  Verhältnis  der  entsprechenden 
Seiten  des  andern.  Es  lassen  sich  in 
jedem  Dreieck  sechs  Seitenverhältnisse 
aufstellen: 

a       b        a       h        c        c  Fig.  139. 

7'     ~c*      b^     ä'     ä'      F' 
Diese  für  jeden  einzelnen  spitzen  Winkel  völlig  bestimmten,  bei 
jeder  Änderung  des  Winkels  sich  ändernden  Verhältniszahlen  haben 
den  Gesamtnamen  Winkelfunktionen  (oder  goniometrische  Funk- 
tionen*) und  jede  derselben .  hat  ihren  Einzelnamen  erhalten. 

2.  Unter  Sinus**)  eines  Winkels  im  rechtwinkligen  Dreieck 
versteht  man  das  Verhältnis  der  dem  Winkel  gegenüber- 
liegenden Kathete  (Gegenkathete)  zur  Hypotenuse: 

a  s 

sm  a  =  —  • 
c 

•)  Unter  Funktiouen  einer  Gröfse  x  versteht  man  jede  Gröüe,  deren 
Wert  sich  mit  dem  von  x  selbst  ändert,  z.  B.  a:™,   -j/ic. 

**)  Die  Entstehung  des  Namens  Sinus  ist  höchst  eigentümlicher  Art,  zu- 
gleich eine  Andeutung  des  Entwicklungsganges  der  Mathematik  und  des  Kultur- 
zosammenhanges  verschiedener  Völker  und  Zeiten.  Griechische  Mathematiker 
nämlich  (insbesondere  Ptolemäus,  150  n.  Chr.)  hatten  zu  astronomischen  Zwecken 
die  GrÖlse  der  zu  beliebigen  Centriwinkeln  gehörigen  Sehnen  berechnet;  die 
unter  Anregung  griechischer  Wissenschaft  vielfach  selbstthätigen  Inder  (etwa 
600  n.  Chr.)  hatten  die  ganze  Sehne  durch  die  betreffende  Halbsehne  ersetzt, 
nützten  aber  den  hierin  liegenden  Vorteil  nicht  aus.  Erst  die  für  die  Entwicke- 
Inng  der  Mathematik  so  bedeutsamen  Araber  thaten  dies;  sie  übernahmen  auch 
den  indischen  Namen  für  Sehne,  jiva,  und  schrieben  denselben,  wie  sie  ihn  ver- 
standen, dschiba.     Die  Konsonanten  dieses  Wortes  lassen  aber  auch  die  Lesung 
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Hieraus  folgt  unmittelbar: 

a  =  c  sin  a, 


Bin  a 

Da  in  einem  Ereis  eine  Sehne  mit  dem  Durchmesser  des  einen 
Grenzpunkts  der  Sehne  und  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  andern 
Grenzpunkte  dieser  Strecken  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
bildet,  so  ist  hier  der  Sinus  eines  Peripherie- 
winkels das  Verhältnis  seiner  Sehne  zumDurch- 
messer.  —  Fär  einfache  Teile  des  rechten  Winkels  y-x=^  c  f 
^       Ä       2Ä      Ä  \  J 

2  '        3  '        3    '       5 

läfst  sich  der  Sinus  sofort  ableiten. 

a)<^«  =  f  =  45«. 
Winkels  bestimmt  ein  gleichschenkelig  rechtwinkeliges  Dreieck;  sind 
dessen  Katheten  a,  so  ist  die  Hypotenuse  a  ]/2,  also 


Fig.  140. 


Die  Normale  zu  dem  einen  Schenkel  dieses 


sin-  = 


R 


2         ay2         V2 


2 


b)  -^  «  «=  „  ==  30*^-    Die  Normale  zum  einen  Schenkel  bestimmt 

o 

die  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks;  ist  also  dessen  Seite  (Hjpo- 
tenuse)  c,  so  ist  die  Gegenkathete  — ,  somit: 


«*>^T=2 


0,5. 


c)  -^  «  =  ?^  =  60^ 


Für   diesen  Winkel   folgt   aus  derselben 


Figur  die  Höhe  des  gleichseitigen  Dreiecks  ^  V'S,  also: 


R 


Sin  ^  =  i]/3  =  0,866. 
=  18^     Dieser  Winkel    wird   durch  ein 


gleichschenkeliges  Dreieck  erhalten,  dessen  Grundseite 
der  goldene  Abschnitt  (§.  10,  2)  zu  den  Schenkeln  ist. 
Denn  trägt  man  in  einem  solchen  Dreieck  ABC  die 
Grundseite  AB  von  der  Spitze  aus  auf  einen  Schenkel 
ab,  CF  =  AB,  so  ist 

BC:AB  =  AB:BF,  ^ 

daher  (da  auch  ^B^B)  ^»«- '^ 

dschaib  zd  ,  welches  ein  wirkliches  arabisches  Wort,  ist  und  „Einschnitt  oder 
Busen"  bedeutet.  Nach  des  Orientalisten  Munk  Hypothese  ist  nun  das  eigent- 
liche Wort  verloren  gegangen  und  nur  das  letztere  erhalten  geblieben;  jedcnfclli 
gaben  die  ersten  Obersetzer  arabischer  Werke  jenes  Wort  durch  das  lateifliscbe 
Sinns  wieder,  und  dieses  blieb  erhalten. 
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AABFty^CBA 
(AF  antiparallel  zu  CA),  woraus  folgt 

^BAF==G    und    AF  =  AB  =  CF, 
somit  auch 

^FAC=C,    ^CAB  =  2C    und    ^B  =  CAB^ 
Die  Winkelsumme  des  Dreiecks  ABC  ist 

Die  Höhe  CM  zur  Basis  ergiebt  daher 

^MCA^^. 
Ist  der  Schenkel  a,  die  Basis  x,  so  ist 

a'.x^xiia  —  x),     a;=  2  (}/5  —  l),     sin  y  —  ^ 

8inf  =  -i-(/5  —  l)  =  0,309    . 


2G 


2a 


Die  Berechnung  von  sin 


RR  R 

~,  sin  -r-  aus  den  Funktionen  von  —  und 


R 

Y  wird  in  8  folgen. 

e)  -^  a  =  0.  Mit  der  Änderung  eines  Winkels 
ändert  sich  auch  dessen  Sinus.  Lassen  wir  bei  un- 
veränderter Hypotenuse  (Figur  142)  den  Winkel 
wachsen,  so  wächst  auch  die  Gegenkathete  und  mit 
ihr  proportional  der  Sinus.  Nimmt  der  Winkel 
immer  mehr  ab,  so  wird  bei  unveränderter  Hypo- 
tenuse die  Gegenkathete  unbeschränkt  kleiner  wer- 
den, somit  ist 

sin  0  =  0. 

f)  ^  ff  =  ü  =  90^.  Wächst  dagegen  der  Winkel  gegen  JB,  so 
kommt  die  Grofse  der  Gegenkathete  der  der  Hypotenuse  näher  und 
näher;  bei  der  Grenze  folgt: 

sin  A  =  1. 

Zusatz.  Die  Winkelfunktionen  sind  unbenannte  Zahlen.  Sobald 
man  jedoch  irgend  welche  Strecke  als  Längeneinheit  gewählt  hat, 
kann  man  auch  die  Winkelfunktionen  durch  Strecken  darstellen,  indem 
nämlich  durch  die  Messung  der  Strecke  der  Wert  der  betreffenden 
Winkelfunktion  sich  ergiebi  Setzt  man  so  die  Hypotenuse  c  =  1, 
so  wird  sin  a  ^^  a.  In  dieser  Weise  wurde  der  Sinus  in  §.  15,  4  be- 
stimmt. —  Ist  der  Durchmesser  eines  Kreises  1,  so  stellt  eine  Sehne 
zugleich  den  Sinus  des  zugehörigen  Peripheriewinkels  dar. 
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3«  In  einem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  mit  einem  spitzen  Winkel  a 
auch  der  andere  ß  ^=  R  —  a,  d.  i.  der  sogenannte  Complementwinkel 

von  a  bestimmt.   Nun  ist  (Fig.  139)  —  «=  sin  jS  =  complementi  sinusc, 

kurz  Cosinus  von  a.  Der  Cosinus  eines  Winkels  im  rechtwinke- 
ligen Dreieck  ist  sonach  das  Verhältnis  der  anliegenden  Kathete 
(Ankathete)  zur  Hypoten^ise: 

h 
cos  a  =  — , 

woraus  folgt:  6  =  c  cos  a,      c  = 

°  '  C08  a 

Auch  hier  ergiebt  sich  (Fig.  140):  Für  einen  Peripheriewinkel, 
dessen  einer  Schenkel  Durchmesser  ist,  ist  der  Cosinus  das 
Verhältnis  der  Sehne  des  andern  Schenkels  zum  Durchmesser. 

Nun  ist 

cos  a  =  sin  /J  =  sin  (/{  —  a),     sin  a  =  cos  ß  =  cos  (R  —  a),      A  L: 

a)  Der  Cosimis  eines  WinJcels  ist  gleich  dem  Sinus  des  Con^plemcni' 
winltels. 

Hiemach  ergeben  sich  sofort  aus  2  die  Werte: 

cos  y  =  sin  y  =  J^  /2,  cos  ^  =  sin  y  =  |  (|/5  —  1), 

cos  -r-  =  sin  —  =  ^  }/3,  cos  0®  =  sin  22  =  1 , 

cos  -r-  =  sin    -  =  i,  cos  JB  =  sin  0  =  0. 

b)  Um  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Sinus  und  Cosinus  ein- 
und  desselben  Winkels  abzuleiten,  beachten  wir,  dafs  ä^  -{-b^  ^r 
oder  €?  '  sin*  a  -{-  c^  cos*  a  =  c*,  woraus  durch  Division  mit  c*  folgt: 

I.  sin*  cc  +  cos*  ^  =  1. 


cos  a  =  |/I~ —  sin*  er,         sin  a  =  }/l  —  cos*  a, 
B.  sin  ^  =  }/l  -"cos*  ^^-  =  ]/l'3^(6  -~2 1/5) 


iV 


10  +  2  /5  =  0,951  ==  cos  ~. 


4,  Unter  Tangens  eines  Winkels  im  rechtwinkeligen  Dreieck 
versteht  man  das  Verhältnis  der  Gegenkathete  zur  Ankathete: 

hieraus: 
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Denken  wir  uns  auf  den  einen  Schenkel  eines  Centriwinkels  im 
Kreis  die  normale  Tangente  bis  zum  Schnittpunkt    J}^ 
mit  dem  andern  Schenkel  gezogen ,  so  ist  das  Ver- 
hältnis der  so  begrenzten  Tangente  zum  Radius  die 
Tangens   des  Centriwinkels.     Ist   AC  ^^^  1,   so   ist 
BC  =  ig  a. 

-f^  sin  u         a     h         a         ,  rii. 

Da  .      ::::—=  ^- :  -  =  -^  =  tg  a,     so  folgt: 

ain  a 
eos  a 

sin  g  yi  —  cos*  a 


cos  a 


Fig.  143. 


tg^  = 


IL 


Hieraus 
Daher: 


tga  = 


4    ^        1 


il/8" 


yi  —  Bin«  a 


5^-n^, 


COS  a 


tgO  = 


=  vT"-  0,4  Vö. 


tg 


2Ü 


tg  -ß  =  i  =  <»• 


5.   Für  den  Complementwinkel  ß  folgt  (wie  in  3)  -  =  tg  /3,  d.  i. 

die  Cotangens  von  a.  Unter  Cotangens  eines  Winkels  im  recht- 
winkeligen Dreieck  versteht  man  das  Yerhältnis  der  Ankathete 
zur  Gegenkathete: 

cotg  a 
hieraus :  6  «=  a  cotg  «,        a  =  -^^^  - , 

a)   Die  Cotangens  eines  Winkels  ist  gleich  der  Tinigens  des  Comple- 
mentwmkels.  ' 

Z.  B.: 


6 

a  ' 


A.  h.: 


cotg 


B 


n 


^9   ^    =V^,      cotg 


3' 


iV^, 


1,      cotg  y  =  tg  "p  =  y  3,      cotg  ^  =  tg 
cotg  0  =  ^  =  cx),      cotg  B  =  5^  =  0. 

Übrigens  läfst  sich  die  Cotangens  auch  berechnen  nach  der  sich 
sofort  ergebenden  Formel: 

.  cos  a  TT/ 

cotg«=^.  II. 

„.  .  l/i  —  sin*  a  COS  a 

Hieraus:  cotg  a  =  ^^ : =  — -_      __^j- 

Bin  a  yi  —  COS*  a 

b)  Den  Zusammenhang  zwischen  Tangens  und  Cotangens  desselben 

Winkels  lehrt  die  Formel: 

tgcc.eotgcc=:l.  III. 


cotg  a  =  r 

^  tga 


8* 
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c  c 

Zusatz.     Die  Verhältnisse  ^  und  ~    belegte  man  mit  den  Kamen 

Sekans  und  Cosekans  des  Winkels  a: 

c  1  c  l 

sec  a  =  1-  = ,        cosec  = 


b         cos  a '  a         sin  a  ^ 

macht  aber  selten  Gebrauch  von  denselben.     Es  ist  (Fig.  143) 

A  Ti 

sec  «  =  -j^;    für  ÄC  =  1  ist  somit       sec  a  =  AB: 

6.  Nach  den  angegebenen  Formeln  läfst  sich  jede  Funktion  leicht 
in  den  zuvor  angegebenen  ausdrücken.  Soll  umgekehrt  sin  oder  cos 
eines  Winkels  in  dessen  tg  oder  cotg  ausgedrückt  werden,  so  be- 
achte man,  dafs  nach  I  und  II': 

1  sin*  a  +  008*  a        ^     ,         ,    « 

-r-5—  = Ai =  1-4-  cotg*  a,     woraus 

Bin*  a  sm*  a  1         "^       ; 

1  tg« 


sm  a 


Yr+  cotg*  a        >/tg*  a+1 
Die  letztere  Form  entsteht  aus  der  vorhergehenden^  indem  man 
Zähler  und  Nenner  mit  tg  a  multipliziert  und  III  berücksichtigt.  — 
Ebenso : 

1  ein*  a  +  cos*  a         ,9        •     « 

— ^  = -^ =  tg*  a  +  1 , 

cos*  a  cos*  a  ©         '       > 

1  cotg  a 

cos  a —  — 


}/tg*  a+1         yi  +  cotg*  a 

7.  Um  für  weitere  Teile  des  rechten  Winkels  die  Winkelfunk- 
tionen zu  finden,  leiten  wir  die  Beziehungen  ab,  welche  zwischen  den 
Funktionen  zweier  Winkel  bestehen,  von  welchen  der  eine  die  Hälfte 
des  andern  ist. 

Wird  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABC  die  Kathete  CAumAQ  =  AB 
verlängert,  so  ist 

^AQB=QBA  =  ^' 
Zieht  man  noch  AF  A.  B^,  so  ist 

femer: 


QF  =  IB^ccos^,      QB'^  2c  cos  |- 


a  =  QB  sin  y  =  2c  sm  y  •  cos  y 

b  =  QC  —  QA  =  QB  cos  y"  —  c  =  2c  cos*  f  —  c. 
Da  nun  a  =  c  sin  a       und      b  =  c  cos  a,  so  folgt: 
IV.  sin  a  =3  2  sin  —  cos  —  • 
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COS  a  *=  2  cos*  7; 1 


2  8in«-^. 
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Letztere  Form  folgt  aus  der  vorhergehenden  durch  Substitution  von 


cos' 


1.     o    w 
—  sin*  —  • 


2  2 

Indem  wir  in  IV  für  a  den  Wert  2a  einsetzen,  in  V  dagegen 


sin  Y  und  cos  ^  berechnen,  erhalten  wir  die  Formeln: 


sin  2cc  SS  2  Hin  cc  cos  cc 


—  CO»  a 


Durch  Division  ei^iebt  sich  hieraus 


-1/1  +  cos  a 

=  K — 2 — 


tgT 


COtg 


Vi 


1  —  cosa 


8in  a 


1  +  cos  a         1  -{•  cos  a 

1       1  -\-  GOB  a  1 

sin  a 


1  —  cos  « 
sin  a 


sin  a 


1 


tg^ 


Sin  CK    '    tg  a 


IV'. 

r. 


VL 


Durch  Subtraktion  folgt: 


a_         ^2  tg  a ' 


2 

tga' 


f^;       *g« 


2tg 


1-tg« 


vr. 


Anmerkung.  Obige  Formeln  ergeben  sich  auch  aus  dem  ptole- 
mäischen  Lehrsatz  (§.  26,  7),  wemi  man  in  einem  Kreis,  dessen  Durch- 
messer 1  ist  (vgl.  2,  Zusatz),  an  einem  Grenzpunkt  eines  Durchmessers 
an  diesen  beiderseits  <^  a  antrSgt,  bzw.  an  jedem  Grenzpunkt  einerseits. 


a. 


h. 


Fig.  145. 


B 


8,    Mit  diesen  Formeln  lassen  sich  nun  die  Funktionen  von  — , 


R    B 


^^  _  u,  g.   w.  bestimmen.     Wir  setzen  in  V: 

0        o 
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1  -—  C08  —- 

b)  ^  =  1  =  150;  sin|  =  l/n=M==iy^:=Yg 


2  6  ^^^  ?     "*"  6 

cos  -1 = i  /2T71 = i  (V6 + yä) 

c)  Y  ==  -T  =  3ß  5    sm  -^ 


y_V«_-|/r 


oder  in  V   a  =    - 
o 

cos^  =  1  —  28in*  y  =  1  —  ^(6- 2]/5) 

=1^  (4  +  4  V"5)=i(>/5  +  l)=sm'/ 
Hiernach  ergeben  sich  leicht  die  weiteren  Funktionen,  z.  B.: 


§.  30.  Sehnen  nnd  Tangenten  zn  bestimmten  Teilen  des  Ereisnmfangs. 
Seiten  der  regelmäfsigen  Vielecke. 

1.  Die  Bestimmung  der  Äu  dem  w*®**  Teil  des  Kreisumfangs  ge- 
hörigen Sehne,  bzw.  der  Seite  des  einem  Kreise  eingeschriebenen 
regelmäfsigen  necks  (I.  Teil  §.  44,  4,  5)  geht  von  dem  zu  der  Sehne 

4_72 

gehörigen  Oentriwinkel  aus:  «»  = Das  von  der  Sehne  und  den 

Radien  nach  deren  Grenzpunkten  gebildete  Dreieck  ist  gleichschen- 
kelig;  daher  sind  alle  Winkel  desselben  und  somit  auch  die  Seiten- 
verhältnisse bestimmt. 

So  ergiebt  sich  für  den  sechsten  Teil  des  Umfangs 

"ß         ß ä"  —  ^^  > 
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ein  gleichseitiges  Dreieck  und  die  Sehne  5^  =  r,  d.  h.  gleich  dem 
Badius;  für  den  vierten  Teil  des  ümfangs,  «^  =  B  =  90^,  ergiebt 
sich  ein  gleichschenkeliges  rechtwinkeliges  Dreieck,  s^  =  r  }/2;  für 
den  zehnten  Teil, 

_  4Ä 2^ 

"w  ~    10   ~    5 

ein  gleichschenkeliges  Dreieck,  dessen  Basis  der  goldene  Abschnitt 
des  Radius  ist  (§.  29,  2d),  woraus  folgt: 

r 

^10 


=  |(>^5-l). 


Allgemein:   da  der  Peripherie winkel  _2  — :  _   ist     so   ist  nach 

2  n  ' 


§.  29,  2: 


J?  =  8in— ,       Sn  =  2r.Hm 

2r  n  ' 


n 


So  ergiebt  sich  z,  B.  für  53  und  s^  (was  leicht  aus  Sq  bzw.  Siq 
zu  konstruieren  ist): 


2R 


=  2r  sin  ?f  =  r  /S,        5^  ==  2r  sin  -/^-  =  ~  KlO  -  2  l/5. 


3  •    f  --;  -5         — 5 

fiir  Sg  und  Sj^  (^^^  aus  s^  und  Sg  konstruiert  werden  kann) 

212  i/r — 77r.         _  ^      .    2Ä 

12 


2rsin\?  =  r}^2-l/2,       .,,  =  2r  sin  ^  =  ^  (>/6  - /2). 


Zusatz,    a)  Ist  (Fig.  146)  BC  =  Sr,  und  C^  =  5j 

222 


so  ist 


^CMB=^, 


ÜMA  = 


MCB 


und    wenn   -^  AMC  durch   ikfJP  halbiert 
wird,  so  ist  auch 

daher  MF  antiparallel  zu  MG  im  Zwei- 
strahl BM,  BC\  folglich  (§.  8,  2): 

BM^  =  BF'Ba 

Ebenso    ist  im   Zweistrahl   CA,    CB 
die  Gerade  FA  antiparallel  ^1?,  da 

^ABC  =  ACB  =  CAF 

(denn  F  liegt  auf  der  Mittelnormale  zu  -4.C);  folglich: 

CA^  =  CF'CB. 
Somit 

BM^  +  ÜÄ^  =  BC(BF+FC)  =  !BC' 

oder  r^  +  «10*  =*5^ 


120 


§.  30. 


b)    Der  Peripheriewinkel  zum  15.  Teil  des  ümfangs  ist 
^2Ä_6E_  HR  ^  R        B  ^2B        2B 
^1*  ~   16   ~    15"  16   "^   3  6  6  10  * 

Trägt  man  daher  von  demselben  Punkt  aus  Sg*  und  s^o  in  den  Um- 
fang ein,  so  ergiebt  die  Differenz  der  zugehörigen  Bögen  den  15.  Teil 
des  Umfangs.    Nach  dem  ptolemäischen  Lehrsatz  (§.  26,  7)  ist  dann: 

2r.s,,  =  r.yi2ry-s~'  -s,,-rY^ 
woraus  durch  Einsetzung  von  Sjo  =  -^  (Vö  —  l) 

s^  =  ^\yiO  +  2Yb  -  ]/l5  +  /3]. 
Daher  ist  nun  auch 

2.  Wenn  die  Sehne  Sn  eines  Bogens  und  der  Radius  r  des 
Kreises  gegeben  ist,  so  läfst  sich  nun  auch  die 
Sehne  s^n  zu  der  Hälfte  des  Bogens  berechnen. 
Es  kann  dies  entweder  durch  Aufstellung  der  be- 
treffenden Streckenverhältnisse  an  der  Figur  ge- 
schehen, wie 

Sin  ='2r  '  X,      x{2r  —  a;)  =  -^    u.  s.  w., 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  in  §.  29,  7: 


Fig.  147. 


Fig.  IM. 


2r  sin  -,  - 


ii-^y^-YK'-v^^) 


Sin 


■  1/2(1-1/^1"^  =  Vr  (2r  -  V(2r)«  =1^^. 


Umgekehrt  folgt,  wenn  52»    gegeben  ist,  die  Sehne   des  dop- 
pelten Bogens: 


Sn  =  2r  sin 


=  4r™-.cos-=4r.  —  Kl-(27J, 

Sn = 2...  i/rr(^\ 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  läfst  sich  die  Seite  des  regelmäfsigen 
Zwölfecks  und  die  des  Dreiecks  aus  der  des  Sechsecks  berechnen,  die 
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des  Achtecks  aus  der  des  Vierecks^  des  Fünfecks  aus  der  des  Zehnecks 
u.  s.  w.     Durch   wiederholte  Anwendung  derselben  erhält  man  die 
Seiten  der  Vielecke,  deren  Eckenanzahl  1-2**,  3-2«,  5 -2«,  15-2*  ist. 
Anmerkung.    Seit  Euklid  (300  v.  Chr.)  waren  die  genannten  die 
einzigen  regelmäfsigen  Vielecke,  welche. man  durch  Benutzung  von  Ge- 
rade und  Kreis  zu  konstruieren  wulste,  bis  im  Jahre  1801  K.  F.  Gaufs 
zeigte,  dafs  mit  diesen  Hilfsmitteln  jedes  Vieleck  von  (2"  "f"  l)  Seiten 
konstruiert    werden   kann,    wenn   diese    Zahl    eine   Primzahl    ist,    wie 
2*  +  1  =  17,  2«  +  1  =  2Ö7. 

3.  Zu  einem  regelmäfsigen  eingeschriebenen  n-eck  erhält  man 
das  umgeschriebene,  ind«m  man  Tangenten  zieht  in  den  Ecken 
des  ersteren  oder  parallel  zu  den  Seiten  desselben.    Der  zur  Seite  ge- 

4  R 
hörige   Centriwinkel   ist   auch   hier  a»  =  —  und 

für  die  Seite  tn  ergiebt  sich  unmittelbar:  , 

2;^  =  tg— ,     f,  =  2r.tg  — . 
Z.  B,: 

^e  =  2r .  /3,      t,,  =  2r  (2  -  if/S)        (§.  29,  8).  ^«-  "'• 

Der  Zusammenhang  zwischen  Sn  und  t^  läfst  sich  entweder  aus 
der  Figur  durch  eine  Proportion  ermitteln  oder  durch  die  Formeln 
der  Winkelfunktionen: 

.    2R 


tg 

2R 
n 

am 

n 

|/l  -  am» 

2ä" 
n 

a) 

tn 

«« 

vr 

-Q 

0* 

Umgekehrt  folgt 

aus 
sin 

2R 
n 

•«? 

M 

v^ 

2B 
n 

V' + m 


4.    Die   Seite    des    umgeschriebenen    regelmäfsigen   2n- 
ecks  ist 

^n  =  2r  tg  —  . 
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Nun  folgt  aas  §.  29,  7,  IV: 


sm-  =  —    -,       8m»-  =  isma.tgy 


2  cos 


somit: 
a) 


52n 


y!!Li^. 


Eine  andere  Beziehung  zwischen  diesen  Seiten  ergiebt  sich  ans 
§.  29,  7,  VI: 


1 

sin    ^          tg 

1 

n 

und  somit  auch 

1 

woraus 

folgt: 

b) 

fe,— 

1   i 

Fig.  150. 


Beide  Beziehungen  ergeben  sich  auch  algebraisch  aus  den  Formeln 
in  3  und  geometrisch  aus  den  in  Figur  150  abzulesenden  Proportionen: 

CUiAC=AC:AB 
oder 


:  «211 


s%n  :  5« 


und 
oder 


UV'.AB^LUiLA 


hn  '  Sn  = 


K  -  h. 


'   2 


6.  Die  Aufgabe:  Zu  einer  gegebenen  Strecke  (ds  Seite  ein  f^' 
mäfsiges  Vieleck  zu  konstruieren j  kann  man,  wenn  es  sich  um  eines 
der  betrachteten  Vielecke  handelt,  stets  dadurch  lösen,  dafs  man  aus 
der  Formel  für  die  Seite  den  Radius  ausrechnet  und  den  algebraischen 
Ausdruck  konstruiert,  —  oder  indem  man  ein  regelmäfsiges  Vieleck 
von  der  angegebenen  Eckenzahl  in  einen  Ereis  zeichnet  und  hiem 
das  ähnliche  mit  der  gegebenen  Seite.  Ganz  einfach  ist  übrigens  die 
Konstruktion  des  regelmäfsigen  Drei-,  Vier-,  Sechs-,  Acht-,  Zwolfeeb: 
bei  Acht-  und  Zwölf  eck  handelt  es  sich  nur  um  die  Konstruktion  des 
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AaTsen winkeis    ~-   bzw.   -^r'     Da   in   einem   regelmäfsigen  Fünfeck 


4J2 


2  •    3 

ABCD    (Fig.    151)    der    AuTsenwinkel     ^ 

beträgt,  so  ist  der  Winkel  zwischen  Seite 
ÄE  und  Diagonale  AD 

das  A  ABD  ist  daher  dem  in  §.  29,  2d 
ähnlich  und  die  Seite  AD  wird  gemäfs 
§.  10,  2  Zusatz  a  konstruiert. 

Das  regelmäfsige  Zehneck  über  AB  als 
Seite   erhält  man   durch  den  Kreis,  der  von  D  als  Mittelpunkt  um 
AB  beschrieben  wird. 


§.  31.  Umfang  and  Fläche  der  regelmäfsigen  Vielecke. 

1«  Es  mögen  Cn  und  Un  den  Umfang  des  einem  Kreise  mit  dem 
Radius  r  ein-,  bzw.  umgeschriebenen  n-ecks  bedeuten,  so  ist: 

2Ä  '  2iJ^ 

e„  =  n  •  s«  e=  2nr  sin  — ,        w^  =  n  •  ^»  =  2nr  tg 


Z.  B.: 


E 


€^  =  12r  sin  ^ 


6r, 


R 


12r  tg  ;"  =  4  >/3  .  r  =  6,928  r, 


e,^  =  24r  sin  -f  =  6r  (}^6  -  /2)  =  6,2117r, 

«12  ==  24r  tg  - 
Ebenso  ist: 
€2n  =  2ns2„  =  4nr  •  sin 


24r(2  —  /3)  =  6,431  r. 


«2«  =  2n^2«  =  4wr  •  tg  —  • 
Aus  Formel  IV  (S.  116)  folgt  aber,  da  cos  |  <  1  ist: 
sin  a  <  2  sin  — , 
und  aus  VI'  (S.  117):  tg  a  >  2  tg^  • 

Daher  ist  nun  auch:        sm       <  2sm  — ,         tg    -   >  2tg      , 

oder  en<e2n,  t«„>ti2„, 

was  auch  unmittelbar  aus  Figur  150  erkannt  werden  kann;  denn  dort 


ist  sowohl 


AC  +  CB>AB    oder    25»«  >  5», 
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als  auch 

ÄU+  UV+  VB<AL  +  LB 
odfer 

^  +  fen  +  ^<Y  +  Y,        2t,n<t.,        <Lh.: 

Der  Umfang  des  eingeschriebenen  regelmäfsigen  Zn-ecks  ist  gröfser 
*  als  der  des  n-ecks;  der  Umfang,  des  umgeschriebenen  regelmäfsigen 
2n-edks  ist  Meiner  als  der  des  n-ecks. 

3.  Beziehungen  zwischen  6»;  ^n,  ^n,  ^n  ergeben  sich  ans 
§.  30,  4.     Nämlich  aus 

S2n  =V—~-  folgt         2ns2n  =  ynin^2^ 

oder 

62»   =  VCnUinp  d.    Kl 

a)  Der  Umfang  eines  eingeschriebenen  Zn-ecks  ist  das  geomärisnk 
Mittel  sswischen  den  Umßngen  des  eingescliriebenen  n-ecks  und  des  um- 
geschriebenen Zn-ecks. 

Da  ferner  fe»  =  .     .  ^    , 

int„  •  ns^ 
so  ist  2nt2n  = 


nt^  +  ns^ 


2u  ß 
oder  u^n  =  ^   ^l  ,        d.  h.: 

b)  Der  Umfang  eines  umgeschriebenen  2fi-ecks  ist  das  harmmsche 
Mittel  zwischen  den  Umfangen,  des  um-  und  eingeschri^d>en€n  firedi 
(Vgl.  §.  3,  6.) 

In  der  Reihe  m«,  e,,  Wa«,  C2»,  Win,  «4n,  <<«»,  eg«  . . .  ist  also  vom 
dritten  Glied  an  jedes  an  ungerader  Stelle  das  harmonische,  jedes  an 
gerader  das  geometrische  Mittel  der  beiden  ihm  unmittelbar  voran- 
gehenden Glieder. 

3.  Wenn  JE?„  und  Un  die  Fläche  des  einem  Kreise  Yom  Radius 
r  ein-,  bzw.  umgeschriebenen  n-ecks  bedeuten,  so  gilt  fttr  die  Flache 
eines  Ehreiecks,  das  aus  einer  Seite  und  den  Radien  nach  deren  Grenz- 
punkten  gebildet  ist  (Fig.  150): 

a)        A  AMC  =  -  .  i;„  = = =  TT  •  8"i  ^ 


Für  AP  folgt  auch  gemäfs  §.  30,  2: 
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somit: 

b)     , 

Z.  B.: 


rvM-la.-''%'"'-':--', 

.2rtg   ,, 

r.-«r..^S|-";'^ 

iJj,  =  6r»  sin  ^  =  3r», 

tr,,  =  12r«  tg  I  =  12r«  (2  -  /3); 
läfst  sich  erweisen,  daXs 


6 

Znsatz.     Es  läfst  sich  erweisen,  daXs 


2^..^n 


§.  32.  Umfang  und  Fläche  des  Kreises. 

1.  Nach  §.31  nimmt  der  Umfang  des  einbeschriebenen  Vielecks 
mit  der  Zahl  der  Ecken  desselben  zu,  d.  h.  der  Umfang  ist  um  so 
gröIscF^  je  mehr  Punkte  er  mit  dem  Ejreise  gemeinsam  hat  Läfst 
man  die  Zahl  dieser  Punkte  unbeschränkt  wachsen^  so  ergiebt  sich 
schliefslich^  dafs  der  Umfang  des  Kreises  selbst  grofser  ist  als  der 
jedes  einbeschriebenen  regelmäfsigen  Vielecks.  Dagegen  nim^t  der 
Umfang  der  umgeschriebenen  regelmäfsigen  Vielecke  mit  der  Zunahme 
der  Eckenzahl  ab,  woraus  folgt,  dafs  der  Kreisumfang  kleiner  ist  als 
der  jedes  upabeschriebenen  regelmäfsigen  Vielecks.  Der  Umfang  des 
Kreises  u  liegt  daher  zwischen 

e«  =  2r  •  n  sin  —        und        ti»  =  2r  •  «  tg 

Da  der  Quotient 

.    2Ä        ,    2R  2R 

w  sm  —  :  w  tg  —  =  cos  — 

mit  wachsendem  n  sich  dem  Werte 

cos  -^  =  cos  0  =  1 

nähert,  so  folgt,  dafs 

.222  j  .21? 

n  sm  —  und        n  tg  — 

sich  mit  wachsendem  Werte  ein  und  derselben  Zahl  nähern,  welche 
man  mit  ic  (Anfangsbuchstabe  von  %£Qiq>iQSia  =  Umfang)  zu  be- 
zeichnen pfiegi 
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\ 


Der  Flächeninhalt  J  des  Kreises  liegt  zwischen 

und      JJ, 


"  2  w 


=  r«.ntg  — . 


Die  Coefficienten  von  r*  nähern  sich  nun  mit  wachsendem  n  eben- 
derselben Zahl  Tty  da  auch  der  Quotient 


.     4i2         .      2i2  .     2i2 

Sin  —  :  n  tff  —  =  w  sin    - 


2Ä         ,      222  o2i2 

cos    —  :  w  tff  —  =  cos^    - 
•1  o    ti  « 


mit  wachsendem  n  zu  1  wird. 

Da  der  Umfang  u  und  Inhalt  J  des  Kreises  stets  zwischen  den 
angegebenen  Grenzen  liegen  mufs  und  diese  immer  mehr  sich  nähern 
bis  zu  2r  •  inr,  bzw.  bis  zu  r^  •  ä,  so  müssen  die  Formeln  gelten: 

Ist  der  Durchmesser  des  Kreises  d  =2r,  so  ist  auch 

Daraus  folgt: 
'  Die   Umfäfige  zweier  Kreise  verhalten  sich  me  ^ihre  Badien  oder 
Durchmesser,  Hire  Flächen  verhalten  si^h  une  die  Quadrate  der  leizieren. 

Um  nun  n  annäherungsweise  zu  bestimmen,  ist  es  notwendig, 
sin  und  tg  kleiner  Winkel  zu  berechnen.  Es  lassen  sich  hierzu  die 
Formeln  anwenden  (vgl.  §.  30,  4): 

.  sin  a    '    tg  a  ' 


tg 


=  1/ oder     l =  1 

in   -         r     sm  a  .  tg  —  Bin  — 


r,  •  1 


+  Z-L-  +  I2 


sin 


Gehen    wir   von   dem   in    §.   30,  l   Zusatz  b    bestimmten  Wert 


-  =0,2079117   aus,  und  berechnen  hierzu  zunächst  tgy^, 
ergiebt  sich  für  die  Berechnung  von  it  folgende  Ausführung: 


n 

1 
,     2-R 

1 

.     2Ä 

sin  

n 

sin  

n 

'--« 
'»-. 

Sin  — 
n 

15 

4,704  630 

4,809  734 

0,682  1210  \  [0,301 0300  =  12] 

30 

J)      9,514  364 

Ji)      9,566  771 

4)  0,980  7654 

2)  0,978  8798 

3)  1,961 5308 

60 

19,081  136 

19,107  32 

1,281  1998 

1,280  6042 

2,562  3996 

120 

38,188  46 

38,201  54 

1,582  0809 

1,581  9321 

3,1641619 

240 

76,390  00 

76,396  55 

1,883  0737 

1,888  0365 

3,766 1474 

480 

1      152,7866 

l      152,7898 

2,184  0944 

2,184  0851 

4,3681888 
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Daher  ist  für  n^=  480 

Jain  — =  0,8159056— 1 
l  n         ==  2,681 2412 
itg  —  =  0,8159149  —  1 


n 


lnsm  —  =  0,497  1468,    «  sin  —  =  3,14 157 

lntg^^  =  0,497  1561 ,      nig~  =  3,14  164, 

3,14  157  <n<  3,14  164, 

so  daTs  nahezu  auf  vier  Decimalen  genau  kann  gesetzt  werden 

TT  =  3,1416,     Zä  =  0,49  715. 

Für  die  Multiplikation  und  Division  mit  vc  merke  man,  dafs  bis  auf 
den  eben  angegebenen  Grad  der  Genauigkeit  auch: 

"1"  7         800'  n  3  ,      60  "1"  600 ' 

Letzteres  dient  zur  Berechnung  von  r  oder  d,  wenn  der  Umfang 
oder  Inhalt  gegeben  ist: 


Anmerkung,  —  Die  roheste  Ausmessung  des  Verhältnisses  n 
zwischen  Kreisumfang  und  Kreisdurchmesser  ergiebt  «  =  3.  Dieser  Wert 
findet  sich  auch  in  der  That  benutzt  in  der  Bibel  (1.  Buch  der  Könige 
Kap.  7,  V.  23)  femer  im  Talmud  und  in  einem  alten  chinesischen  Werke. 

—  Die  älteste  genauere  Angabe  für  n  findet  sich  in  einem  dem  17.  Jahr- 
hundert vor  Christus  angehörenden,  vielleicht  selbst  auf  das  22.  Jahr- 
hundert zurückreichenden  ägyptischen  Papyrus,  nämlich  ^  =  (  n  )  =  3,1 604. 

—  Archimedes  von  Syracus  (278 — 212  v.  Chr.)  berechnete  die  Um- 
fange der  dem  Kreise  ein-  und  umgeschriebenen  regelmäfsigen  Vielecke 
bis   ziim  96 eck  und  fand  als  Resultat,    dafs   fc  zwischen  34f  und   3^g 

liegt.    Gewöhnlich  wird  der  letztere  Werl  7t  =  -j  =  3,1428  .  .  gewählt, 

weil  wegen  der  kleinen  Zahlen  bequem  und  für  viele  Fälle  der  Praxis  hin- 

377 
reichend  genau.  Ptolemäus  (160  n.  Chr.)  benutzte  «  =  -5  =  3,14166  . .; 

392  7 

noch  etwas  genauer  ist  die  von  den  Indem  benutzte  Zahl  n  =  .  -q  =  3,1416. 


128 


§.82. 


—  Erst  gegen  Ende  des  16.  Jahrhunderts  wurde  vc  mit  einer  Genauig- 
keit berechnet,  welche  jedes  Bedürfnis  weit  übertrifft:  von  Vieta  (1579) 
auf  10  Decimalen,  von  Ludolf  van  Ceulen  (gespr.  Cöln,  1640— I6IO1 
auf  20,  dann  32,  zuletzt  auf  35  Decimalen.  Der  letztere  Wert  stand  in 
seiner  Grabschrift  und  hiefs  die  Ludolf^sche  Zahl.  —  Adriaan  Antbo 
niszoon    (Vater    des    bekannteren    Adriaan    Metius)    fand    (vor    1589) 

TT  <  3  —  und  TT  >  3  —  und  indem  er  je  aus  Zählern  und  Nennern  da» 
arithmetische  Mittel  nahm,  setzte  er 
c    16 
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oder    :7r  =  1^  =  3,1415929 


Mit  Hülfe  von  Reihen  ist  die  Berechnung  von  tt  noch  weiter  geführt 
worden.  Als  Irrationalzahl  läfst  sich  n  nie  genau  in  Bruchteilen  der  Ein- 
heit ausdrücken. 

Auf  8  Decimalen  genau  ist  n  =^  3,14159265. 

2.  Die  Aufgabe:  Eine  Strecke  zu  konstruieren ,  welche  gleich  dm 
Umfang  des  Kreises  ist,  die  Rektifikation  des  Kreises,  läfst  sich 
nur  annäherungsweise  mit  Lineal  und  Zirkel 
lösen.  Man  trägt  am  einfachsten  den  Durch- 
messer S^^mal  ab,  da  V  =  3,1428  . . .  ist. 
Genauer  ist  folgende  Konstruktion.    Man  kon- 

struiert  ^  BMC  =  --  und  die  Tangente  in 

B  CL  e=  3r,  so  ist  AL  ungeföhr  gleich  dem 

Halbkreis.     Es  ist  nämlich  ^i«  is«- 

AL  =  (2r)«  +  (3r  -  r  tg  -)',     AL  ^  rVl3i  ^  2}^  =  3,14150  r 

(Kochansky  1685). 

8.  Die  Aufgabe:  Die  Fläche  eines  Kreises  in  eine  inhaUsgkidi^ 
geradlinig  begrenzte  Fläche,  etwa  ein  Quadrat,  zu  verwandeln,  die 
Quadratur  des  Kreises  hat  viele  Jahrhunderte  lang  die  Menschen 
beschäftigt,  so  dafs  sie  sprichwörtlich  geworden  ist. 

Da  J  =  sr r*  =  Ar  •  r  ==  -  •  r,  so  ist  der  Inhalt  des  Kreises  ^^ 

dem  eines  Dreiecks,  dessen  Grundseite  gleich  A 

dein  Umfang  und  dessen  Hohe  gleich  dem 
Eadius  ist.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  auf  die 
vorhergehende  zurückgeführt. 

Die  Quadratseite  x  =  y~j~  =  ^  V^ 

ist  nach  dem  ägyptischen  Wert  für  ^  =  (-^j 

ungeföhr  =  |  rf.  -—  Genauer  ist  folgende  Fig.  15s. 
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Konstruktion.     Wird   ÄF=\AB,   BN  und   FL±ÄB   gezogen,  j 

BN=^ÄF  und  nachdem  ÄVN  gezogen  VL  =  AF  gemacht,  so  ist 
BL  die  Qaadratseite.    Es  ist  nämlich 

BF=ir,    Fr=i^{r  =  ^r,    FL  =  ^r, 
BL^  =  (I  ry  +  (^  rf  =  f^^J  r«  =  3,14160  r«    ^Baader  1880). 

§.  33.  Berechnmig  von  Kreisteilen. 

1.  Das  Verhältnis  zweier  Bögen  eines  Kreises  läfst  sich 
YoUkommen  genau  bestimmen,  wenn  sie  kommensurabel,  und  mit  be- 
liebiger Annäherung  bestimmen,  wenn  sie  inkommensurabel  sind. 
Da  der  Radius  beim  Beschreiben  gleicher  Bögen  auch  gleiche  Winkel 
besehreibt,  so  folgt  sofort: 

a)  Die  Bögen  eines  Kreises  verhalten  sich  wie  ihre  CenMwinkel. 
Im  Besonderen  folgt  hieraus,  wenn  b  der  eine  und  der  Halbkreis 

der   andere    Bogen    ist,    sowie   ß   und   180    deren    Centriwinkel    in 
Graden  gemessen,  dafs       bijcr^^ß:  180       oder: 

Hieraus  folgt: 

b)  In  zwei  Kreisen  verhalten  sich  die  Bögen  gleicher  Centriwinkel 
ivie  ihre  Badien, 

Das  Verhältnis  —  =  ä  •  t^  ■  ist  somit  durch  den  Winkel  ß  ein- 

r  180  ^ 

deutig  bestimmt  und  umgekehrt  dieser  durch  jenes.     Das  Verhält- 
nis des  Bogens  zum  Radius  heifst  arctis  des  Centriwinkels: 

Ist  r  =  1,  so  wird  arc/3  durch  den  zu  ß  gehörigen  Bogen  b  dargestellt. 
Es  ist  hiemach  leicht,  für  jeden  Winkel  den  arc  zu  berechnen, 
z.  B.: 

arc  422  =  2ä,     arc  2R  =  jc,     arc  li  ^=  —.     arc    -  =  „—  ♦ 

In  der  sogenannten  Arcus-Tafel  findet  man  für  die  einzelnen 
Grade,  Minuten  und  Sekunden  den  zugehörigen  arcus  angegeben. 
Um  mit  Hilfe  einer  solchen  Tafel  für  einen  beliebigen  Winkel 
ß  =  38*^29' 47"  den  arcus  zu  bestimmen,  genügt  die  Addition  der  zu 
den  einzelnen  Graden,  Minuten  und  Sekunden  gehörigen  arcus: 

arc  38«  =  0,66323 
arc  29'  =  0,00844 

arc  47"  =  0,00023 

arc  39«29'47"  =  0,67190. 

Lehrbuch  der  Klementar-Qeometrie.   II.  9 
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Der  Bogen  6  zu  diesem  Winkel  ergiebt  sieh  dann  aus 

b  =  r  arc  ß. 
Ist  umgekehrt  der  Bogen  h  zu  dem  Radius  r  gegeben^  so  be- 


rechnet man 
Tafel  ein. 
Ist  z.  B. 


als  Decimalbruch   und   geht   damit   in   die  Arcus- 


r  =  25,  6  =  32,       so  ist 


1,28. 


1,28000 
1,27409 


arc  73° 


0,00591 

0,00582  =  arc  20' 


0,00009  =  arc  19" 


/J  =  73^20' 19". 


2.  Unter  Kreisausschnitt  (Kreissektor)  S  versteht  man  einen 
Teil  der  Kreisfläche,  welcher  von  einem  Bogen  und  den  nach  seinen 
Grenzpunkten  gehenden  Radien  begrenzt  wird. 

Aus  der  Kongruenz  der  Ausschnitte  eines  Kreises,  welche  zu 
gleichen  Centriwinkeln  oder  Bogen  gehören,  folgt: 

a)  Ausschnitte  eines  Kreises  verhalten  sich  wie  ihre  Centriwinkd  oder 
Bögen. 

S:7cr^  =  ß:S60  =  b:  2nr,  woraus 

b)  Die  Fläche  des  Kreisausschnitts  ist  gleich  dem  halben  ProMt 
ans  Bogen  und  Radius.  Sie  ist  gleich  der  Fläche  eines  Dreiecks,  de^fn 
Crrundseite  gleich  dem  Bogen  und  dessen  HöJie  gleidh  dem  Badias  is/. 

c)  In  zwei  Kreisen  verhalten  sich  die  Sektoren  gleicher  Centriwivkl 
toie  die  Quadrate  der  Badien  oder  Durchmesser. 

3.  Unter  Kreisabschnitt  (Kreissegment)  versteht  man  einen 
Teil  der  Kreisfläche,    welcher 

von  einem  Bogen  und  seiner  ^  / 

Sehne  begrenzt  wird.  Seine 
Fläche  2;  ist  gleich  der  Diffe- 
renz des  zugehörigen  Sektors 
S  und  des  Dreiecks  zwischen 
dessen  Radien  und  der  Sehne: 


2;  = 


arc  /?  —  —  •  r  •  sin  /3 


2;  =  ^(arc^  — sin^). 


Fig.  154. 


Zusatz.  Um  einen  Kreisbogen  AB  (Fig.  155)  annähernd  als  Strecke 


§.  33. 


131 


darzustellen;  teilt  man  ihn  in  kleine  Teile,  deren  Sehnen  sich  nur  wenig 
Yon  den  Bogenteilen  unterscheiden  und  trägt  diese  Sehnen  auf  einer 
Geraden,  etwa  der  Tangente  AG  an.  Das  A  ACM  stellt  dann  den 
Flächeninhalt  des  Ausschnitts  dar,  und  wenn  BF\  MAj  so  giebt  das 
A  ACF  die  Fläche  des  Abschnitts- 

4.  Die  Ringfläche,  welche  von  zwei  koncentrischen  Kreisen 
mit  den  Radien  jß  und  r  begrenzt  wird,  ist 

Zusatz.  1)  Wird  die  den  kleineren  Kreis  be- 
rührende Halbsehne  des  gröfseren  durch  s  bezeichnet, 
so  ist  die  Ringfläche  auch  »=  ^^. 

2)  Wird  aber  die  Breite  des  Ringes  =  d  nebst 
R  oder  r  gegeben;  so  findet  sich: 

Ringfläche   =  Tcd  (2R  —  d)     oder     =  itd  {2r  +  d). 

5.  Werden  zu  einem  rechtwinkligen  Dreieck  über  dessen  Seiten 
nach  aufsen  Halbkreise  gezeichnet,  so  verhalten  sich  die  Halbkreise 
über  AB  und  AG  (2c)  wie  Ä&  :  AC\    Da  AC^  +  CB^^  ÄB\  so 


Fig.  166. 


Pig.  157. 

ist  die  Summe  der  Halbkreisflächen  über  AG  und  GB  gleich  der 
Fläche  des  Halbkreises  über  AB]  nimmt  man  nun  von  beiden  die 
Segmentflächen  x  und  y  weg,  so  erfolgt  die  Gleichheit: 

Zusatz.  Die  Auffindung  dieser  Flächengleichheit  von  mondförmigen 
durch  Kreisbögen  begrenzten  Figuren  und  Dreiecke  wird  dem  Hippokrates 
von  ChioB  (450  v.  Chr.)  zugeschrieben.     (Möndchen  des  Hippokrates.) 


IV.  Abschnitt. 
OoBiometrie  und  Trigonometrie. 

Zehntes  Kapitel. 

Goniometrie. 

Unter  Goniometrie  versteht  man  die  Lehre  von  der  Bestimmung 
der  Winkel  durch  Streekenverhältnisse,  durch  die  sogenannten  gonio- 
metrischen  Funktionen,  und  von  den  Beziehungen  dieser  Punktionen 
untereinander.  Um  die  goniometrischen  Funktionen  auch  auf  die 
Berechnung  beliebiger  Dreiecke  und  Vielecke  anwenden  zu  können, 
ist  es  notwendig  deren  Begriff  so  zu  erweitern,  dafs  er  auch  für  solche 
Winkel  Geltung  hat,  die  gröfser  als  R.  Da  diese  Funktionen  dazu 
dienen  sollen,  die  Abhängigkeit  der  Lage  und  Gröfse  der  geome- 
trischen Gebilde  von  einander  darzustellen,  so  wird  zunächst  angegeben. 
wie  die  Lage  von  Punkten  und  Geraden  der  Ebenen  auf  die  ein- 
fachste Weise  bestimmt  wird. 

§.  34.  Bestimmung  der  Lage  eines  Pnnktes  durch  Coordiuat^n. 
1.  Zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  P  einer  Ebene 
wählt  man  in  derselben  zwei  zu  einander  normale  Gerade  XX,  und 
YY^,  das  sogenannte  Axenkreuz  und  giebt 
an,  wie  grofs  die  vom  Punkt  P  zu  OX  normal 
gezogene  Strecke  PÄ  =  y  und  wie  grofs  der 
Abschnitt  OÄ  =  x  ist;  OA  heifst  die  Ab- 
scisse,  PA  die  Ordinate,  beide  heifsen  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes 
P;  die  Geraden  XX^  und  YY^  heifsen  bezw. 
die  Abscissen-  und  Ordinaten-Axe.  Diese' 
Goordinatenaxen,  deren  Schnittpunkt  auch 
Nullpunkt  oder  Coordinaten-Anfang  ge- 
nannt wird,  teilen  die  Ebene  in  vier  Felder, 
die  sogenannten  Quadranten,  die  wir  in  der  dem  Lauf  des  Uhr- 
zeigers entsprechenden  Reihenfolge  numerieren,  da  in  demselben 
Drehungssinn  auch  die  Kreise  der  Winkelmefsinstrumente  geteilt  sind. 


Fig.  158. 
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Anmerkung.  Auf  diese  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  ist  die  von 
Descartes  (gest.  1650)  begründete  analytische  Geometrie  aufgebaut. 

2.  Man  trifft  nun  die  Bestimmung,  dafs  auf  den  Halbaxen,  die 
den  ersten  Quadrant  einschliefsen,  die  vom  Nullpunkt  0  ausgehenden 
Strecken  positiv,  die  entgegengesetzten  negativ  bezeichnet  werden, 
so  dafs  also  die  einerseits  (links)  von  der  Ordinatenaxe  liegenden 
Abscissen  positiv,  die  andrerseits  negativ  sind  und  ebenso  die  einer- 
seits (oberhalb)  der  Abscissenaxe  liegenden  Ordinaten  positiv,  die 
andrerseits  liegenden  negativ: 

Quadrant!  I     II  |IIIiIV 


Abscisse  I  + 
Ordinate  |  + 


-1-1+ 

+!~;- 


Zur  Abscissen-  (bezw.  Ordinaten -)Axe  symmetrisch  liegende 
Punkte  haben  gleiche  Abscissen  (bezw.  Ordinaten)  und  entgegen- 
gesetzte Ordinaten  (Abscissen);  zum  Nullpunkt  diametral  liegende 
Punkte  haben  entgegengesetzte  Abscissen  und  Ordinaten. 

3«  Die  Lage  eines  Punktes  läfst  sich  auch  in  folgender  Weise 
bestimmen.  Man  wählt  einen  Halbstrahl  OX  als  Axe  (Polaraxe) 
und  dessen  Grenzpunkt  0  als  Pol  und  bestimmt  die  Lage  eines 
Punktes  P^  durch  die  Strecke  OP^  =  r,  den 
sogenannten  Fahrstrahl   von   P^,   und   den  JJ  /^ 

Winkel  a,  um  welchen  eine  Gerade  von  der  i\r 

Axe  OX  aus    in   bestimmtem  Drehungssinn  l^«i 

(dem  Uhrzeiger  entsprechend)  gedreht  werden  ^   ^ 
mufe,  um  in  die  Lage  OP^  zu  kommen.  Dieser 
Fahrstrahl   und    Winkel   heifsen    die  Polar- 
coordinaten  des  Punktes  P^.  ^' 

4.  Um  beide  Arten  der  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten 
miteinander  zu  vergleichen,  betrachten  wir  OX  zugleich  als  positive 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  dessen  posi- 
tive Ordinatenaxe  so  liegt,  dafs  die  Winkelmessung  von  a  im  Sinn 
der  Drehung  von  der  positiven  Abscissen-  nach  der  positiven  Ordi- 
natenaxe stattfindet.  Fällen  wir  alsdann  von  einem  Punkt  Pj  des 
zweiten  Schenkels  eines  Winkels  die  Normale  auf  den  ersten  Schenkel 
P^Ay^^y^  so  heifst  diese  die  Ordinate  des  Fahr  Strahles  OP^  des 
zweiten  Schenkels,  OA^  die  zugehörige  Abscisse  dieses  Fahr- 
strahles. 

Bei  dieser  Anordnung  der  Axen  ergiebt  sich,  das  fiir  jeden 
Punkt  im  ersten  bezw.  zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten  der 
Winkel  seines  Fahrstrahles  mit  der  Axe  OX  zwischen  0^  und  90®, 
bezw.  90®  und   180®,   180®  und  270®,  270®  und  360®  liegt;  hiemach 
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bezeichnet  man  Winkel  von  dieser  Gröfse  als  Winkel  des  ersten, 
zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten. 

Um  den  Zusammenhang  beider  Arten  von  Coordinaten  leicht 
angeben  zu  können,  werden  die  Winkelfunktionen  so  bestimmt,  dafs 
sie  auf  jede  Winkelgröfse  anwendbar  sind. 

§.  35.  Goniometrische  Fanktionen  beliebiger  Winkel. 

A)  Sinus  und  Cosinus. 

1.  Liegt  ein  Punkt  P^  im  ersten  Quadranten,  so  ist  in  dem 
durch  seine  Coordinaten  gebildeten  rechtwinkeligen  Dreieck  (nach 
§.  29,  2) 

sin«  =  —.        d.  h.: 

Der  Sinus  des  Winkels  eines  Fahrstrahles  mit  der  Axe  ist  (h 
Verliältnis  der  Ordinate  des  Fahrstrahles  m  diesem  selbst 

Diese  Erklärung  lassen  wir  nun  auch 
gelten,  wenn  der  Winkel  >  R  ist.  Der 
Fahrstrahl  wird  an  und  für  sich  ohne 
Richtungszeichen  genommen.  Aus  dem 
Vorzeichen  der  Ordinaten  ergiebt  sich: 

Die  Sinus  von  Winkeln  im  ersten, 
zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten 
hoiben  hezw,  die  ZeicJie^i  +,  +,  — ,  — . 

2.  Für  einen  Punkt  im  ersten  Qua- 
dranten ergiebt  sich  in  gleicher  Weise 


Fjg.  160. 


cos 


a  =  —        d.  h.: 
r  ' 


Der  Cosinm  des  Winkels  eines  FalirstraJües  mit  der  Äxe  isi  dos 
Verhältnis  der  Abscisse  des  FahrstraMes  zu  diesem  selbst 

Indem   wir   diese   Erklärung    auf   alle    Arten   der  Winkel  aus- 
dehnen, folgt:  Y 

Die    Cosinus    von    Winkeln    im    ersten,  '       ' 

zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  haben  hezw, 
die  Zeichen  H [-.    ^ 

3.  Um  bei  wachsendem  Winkel  die 
Wertänderung  seines  Sinus  und  Cosinus  JF 
leichter  beurteilen  zu  können,  wählt  man 
für  alle  Winkel  gleiche  Fahrstrahlen,  (so 
dafs  die  Brüche,  welche  die  Funktionen  dar- 
stellen, gleichnamig  werden).  Beschreibt 
man  nämlich  um  den  Nullpunkt  0  einen 
Kreis  mit  dem  Fahrstrahl  r,  so  geben  die  Ordinaten  und  Abscisfien 


Slg.  161. 
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der  durch  diesen  Kreiö  begrenzten  Fahrstrahlen  die  Gröfaen Verhält- 
nisse der  zugehörigen  Sinus  und  Cosinus  an.     Man  erkennt  sofort: 

Der  Sinus  wächst  im  ersten  Quadranten  mit  wadisendem  Winkel 
von  sin 0<»  =  0  &is  sinOO«  =  1. 

Im  zweiten  Quadranten  nimmt  er  ab  bis  sin  180^  =  0^  im  dritten 
nimmt  er  negativ  zu  bis  sin  270^  «=  —  1  und  im  vierten  Quadranten 
ab  bis  sin  360^  =  0. 

Der  Cosinus  nimmt  im  ersten  Quadranten  mit  wadisendem  Winkel 
ab  von  cos  0^  =  1  bis  cos  90^  =  0. 

Er  geht  im  zweiten  Quadranten  von  cos  90^  =  0  bis  cos  180® 
=  ■—  1 ,  nähert  sich  dann  im  dritten  wieder  der  Null  bis  cos  270® 
=  0  und  wächst  im  vierten  wieder  bis  cos  360®  =  +  1- 

4«  Den  Zusammenhang  zwischen  rechtwinkeligen  und  Polar- 
coordinaten  geben  die  Gleichungen: 

f^  s=  r  sin  a,       x=  r  cos  a. 

Für  alle  zusammengehörigen^  positiven  oder  negativen  Werte 
von  X  und  y  ist  nun  aber 

0^^  +  y^  =^  r^ 
woraus  folgt,  dafs  ebenso  allgemein  gilt: 

sin  *^  +  cos  *^  =  1.  I. 

B)  Tangens  und  Contangens. 

5.  Liegt  ein  Punkt  P  im  ersten  Quadranten ,  so  ist 

tcr  «  =  ^ . 

o  X 

Wir  dehnen  nun  den  BegriJBf  von  Taugens  auch  auf  Winkel  der 
übrigen  Quadranten  aus  durch  die  Erklärung: 

Die  Tangens  des  Winkels  eines  FahrstrcJUes  mit  der  Axe  ist  das 
Verliältnis  der  Ordinate  des  FcJirstrahles  m  dessen  Abscisse. 

Man  erkennt  hieraus  sofort: 

Die  Tangens  hat  im  erstefi,  mveiten,  dritten,  v^ierten  Quadranten 
bezüglich  die  Zeichen  -j 1 . 

6.  In  gleicher  Weise  ist  nun  Fositio^md' 

cotga  =  J, 

d.  h. 

Die  Cotangens  des   Winkels  eines  Fahrstrahks 
mit   der  Axe   ist   das    Verhältnis  der  Abscisse  des  .^^^     ^^ 

Fahrstrahles  zu  dessen  Ordinate.  ^         ^' 

Die  Cotangens  eines    Winkels  stimmt  in  Hirem  ^^  ^q^. 

Zeichm  mit  dessen  Tangens  überein. 
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Fig.  163. 


7.  Zur  Beurteilung  der  Wertänderung 
von  Tangens  wählt  man  für  alle  Winkel 
gleiche  Abscissen  OÄ  =  OA^  (den  gleichen 
Nenner  für  die  Bruchwerte),  indem  man  die 
Fahrstrahlen  durch  die  Ordinaten  in  Ä  und  Ä^ 
begrenzt.  Verlängern  wir  die  Fahrstrahlen 
des  zweiten  und  dritten  Quadranten  bis  zur 
Normalen  in  Ä,  so  geben  die  auf  dieser  Ge- 
raden gemessenen  Ordinaten  sowohl  über  die 
Gröfse  als  das  Zeichen  der  betreffenden  Tan- 
gens Aufschlufs.     Man  erkennt  sofort: 

Die  Tangens  wächst  im  ersten  Quadranten  mit  tvachsendem  Winid 
von  tgO«  =  0  bis  tg9(y>  =  cx>. 

Beim  Übergang  des  Winkels  durch  90®  springt  die  Tangens 
von  +  ^^  ^^f  ""  ^^7  ^^  ^^  zweiten  Quadranten  von  tg90®  «  —  oo 
bis  tg  180®  =  0  zu  fallen;  sie  wächst  dann  im  dritten  Quadranten 
von  tg  180®  =  0  bis  tg  270®  =  +  oo,  schlägt  hier  in  —  oo  um  and 
sinkt  im  vierten  Quadranten  bis  tg  360®  =  0. 

Um  die  Verhältnisse  der  Cotangens  verschiedener  Winkel  dar- 
zustellen, ist  eine  konstante  Ordinate  OB 
zu  wählen  und  in  B  die  Normale  zur 
Ordinatenaxe  zu  ziehen.  Die  durch  den 
zweiten  Schenkel,  bezw.  dessen  Verlänge- 
rung, auf  dieser  Normalen  begrenzten 
Abschnitte  versinnlichen  uns  Gröfse  und 
Zeichen  von  Cotangens. 

I}ie  Cotangens  nimmt  im  ersten  Qua- 
dranten mit  wachsendem  Winkel  ah  von 
cotg  0®  =  oo  bis  cotg  90®  =  0. 

Sie  nimmt  im  zweiten  Quadranten  im  negativen  Sinne  zu  bis 
cotg  180®  =  —  cx>,  springt  hier  auf  +  oo  über,  nimmt  im  dritten 
Quadranten  ab  bis  cotg  270®  =  0  und  steigt  von  da  im  negatiren 
Sinne  wieder  bis  cotg  360®  =  —  oo. 


Fig.  164. 


8«   Aus  der  allgemeinen  Giltigkeit  der  Gleichungen 


tga 


_  y. 


cotg«  =  — ,    y  =  r  sin  a,    a;  =  r  cosa 


folgt: 

n. 
III. 


tgcc  •  cotg  cc=  1. 


Wie  diese  Formeln  I— III,  deren  Giltigkeit  für  alle  Werte  von 
a  hiermit  nachgewiesen  ist,  benützt  werden,  um  aus  einer  Funktion 
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die  anderen  Funktionen  desselben  Winkels  zu  bestimmen^  wurde  schon 
in  §.  29,  3 — 6  angegeben. 


§.  36.  Darstellung  der  Funktionen  beliebiger  Winkel  als  solcber 
von  spitzen  Winkeln. 

1.   Stellt  man  wie  in  §.  35,  3  Sinus  und  Cosinus  der   Winkel 

a,     180«  -  «,     180»  +  a,     360«  —  a 

dar,  80  folgt  aus  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  OAP^,  OA^F^,  OA^P^  und 
OAP^: 

sin  (180**  —  a)  =       sina, 
cos  (180®  —  a)  =  —  cos«, 

tg(180«-a) tga, 

cotg(180<>  —  a)  =  —  cotga 

sin(1800  +  a)  = 


sma, 

cos (1 80»  -f-a)  =  —  cos«, 
tg(180»+a)=       tg«, 

sin  (360»  —  «)==  —  sin  a, 
tg(360»—  «)  =  — tga, 


Fi«.  165. 

cotg(180»  +  a)=       cotga, 

cos  (360»  —  a)  =       cos  a, 
cotg(360»  —  a)  =  —  cotga, 


d.  h.: 

Vorbehaltlich  der  Bestimmung  des  Vomeichens  sind  die  Funktionen 
eines  Wir^ls  des  zweiten  Quadranten  dieselben  une  die  des  Ergänzungs- 
tcinkels  zu  180»,  die  Funktionen  eines  Winkels  des  dritten,  Quadranten 
wie  die  des  um  180»  kleineren  Winkels,  die  Funktionen  eines  Winkels 
des  vierten  Quadranten  wie  die  des  Frgänzungsunnkels  zu  360» 

Zusatz.  Dafs  für  zwei  Winkel,  die  sich  zu  R  ergänzen,  die 
Funktionen  des  einen  gleich  den  entsprechenden  Cofunktionen  des 
anderen  sind,  wurde  schon  (§.  29)  erwähnt  —  Für  den  Winkel 
(a  -|-  90»)  des  zweiten  Quadranten  ergiebt  sich: 

8in(a  +  90»)  =  sin  (180»  -  a  -  90»)  =  sin  (90»  -  «) 

ebenso 

cos  (a  +  90»)  =  —  C08(180»  —  a  —  90»)  =  —  sina 

tg  (a  -f-  90»)  =  —  cotg  a,  cotg  (a  -f-  90»)  =  —  tg  a. 

3.  Eine  Drehung  von  der  positiven  Ab- 
scissen-  zu  der  negativen  Ordinatenaxe  wird  durch 
negative  Winkel  gemessen.  Für  zwei  enigegen- 
gesetzte  Winkel  a  und  —  a,  oder  ß  und  —  ß 
fallen  die  Abscissen  in  eine  einzige  Strecke  OA 


cosa: 
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oder  OA^  zusammen  (§.  34,  2),  während  die  Ordinaten  ent 
setzt  sind.     Daraus  folgt: 

sin  ( — • «)  ==  —  sin  a,      cos  (—-«)=       cos  a, 
tg  (—«)  =  —  tg  a,      cotg  (■—«)  =  —  cotg  a,     d.  k: 

Zwei  mtgegengesetzte  Winkel  haben  den  gleichen  cos;  dagegen  h(kn 
die  übrigen  entsprechenden  Funktionen  der  selben  je  entgegengesetzte  }\(^t 

3.  Wird  irgend  ein  beliebiger  Winkel  um  180^  geändert,  indem 
man  statt  des  Fahrstrahls  seine  Gegenrichtung  in  Betracht  zieht^  so 
nimmt  sowohl  die  Abscisse  als  die  Ordinate  das  entgegengesetzt« 
Zeichen  an  (§.  34,  2);  es  gilt  somit  für  alle  Werte  von  a: 

sin  («  +  180^)  =  —  sin  «,      cos  (a  +  180«)  =  —  cos  «, 
tg  (a  +  1800)  =       tg  a,      cotg  (a  +  180«)  =        cotg  a,     d.  L: 

Zwei  Winkel,  die  um  180®  differiren,  hohen  je  die  gleiche  tg  ud 
die  gleiche  cotg;  dagegen  sind  ihre  sin,  soune  ihre  cos  entgegengesetzt. 

4.  Es  kann  ^uch  bei  der  Entstehung  des  Winkels  durch 
Drehung  oder  bei  der  Addition  von  Winkeln  vorkommen,  dafs  360^  über- 
schritten werden  (vgl.  Teil  I.  §.  7,  7  Anmerkung).  Dreht  man  aber 
den  Fahr  strahl  um  360«  weiter,  so  kommt  er  wieder  in  die  Lage, 
die  er  zuvor  inne  hatte  und  für  welche  somit  die  Abscissen  nnd 
Ordinaten  wieder  dieselben  sind.     Daher  ergiebt  sich: 

Von  zwei  Winkeln,  die  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  360°  difft 
rieren,  stimmen  die  entsprechenden  Funktionen  überein, 

5.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  bei  Zulassung  auch  negativer 
Winkel  aus  den  in  2,  3  und  4  angegebenen  Formeln  auch  die  in 
1  folgen,  und  dafs  somit  letztere  auch  für  jede  beliebige  Gröfse 
von  a  gelten.     Z.  B.  folgt  aus  3  und  2: 

sin  (180®  —  a)  =  —  sin  (—  a)  =  sin  a. 

§.  37.  Bestimmung  der  Lage  eines  Oeradenznges. 
1.  Die  Lage  einer  Geraden,  die  nicht  durch  den  Nullpunkt  der 
Coordinatenaxe  geht,  kann  bestimmt  werden  durch  die  Coordinaten 
zweier  Punkte  derselben  oder  durch  die  Coordinaten  eines  Punkte;? 
und  den  Winkel  der  Geraden  mit  der  Abscissenaxe.  Um  die  Rich- 
tung der  Geraden  behufs  dieser  Winkelmessung  genau  festzustelleii 
denkt  man  sich  jede  Gerade  oder  jeden  Geradenzug  durch  Bewegung 
entstanden;  die  Richtung  dieser  Bewegung  wird  durch  Ordnungs- 
zahlen oder  durch  die  alphabetische  Ordnung  der  Buchstaben  an  den 
Ecken  des  Geradenzuges  bezeichnet.  Die  Coordinaten  dieser  Punkte 
bezeichnet  man  mit 


ß^ 

r 

-46- 

':''::^l^^^ 

4 
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Y    • 

i    I           '    ^'  J> 
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J7  C            DA 
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Der  Neigungswinkel  (das  Azimut)  einer  Geraden  gegen  die 
Abscissenaxe  wird  dadurch 
bestimmt,  dafs  man  durch 
den  Anfangspunkt  der  Ge- 
raden die  Parallele  zur  po- 
sitiven Abscissenaxe  zieht 
und  von  dieser  ab  als  dem 
ersten  Schenkel  den  Winkel 
in  dem  bereits  angegebenen 
Drehungssinne  mifst. 

2.  Die  zwischen  den 
Fufspunkten  AB  der  Coor- 
dinaten  einer  Strecke  12  liegende  Strecke  der  Axe  nennt  man  die 
(Normal-)Projektion  der  Strecke  auf  diese  Axe  und  zwar 
betrachtet  man  sie  als  positiv,  wenn  die  Bewegung  von  A  nach  B 
in  Richtung  des  ersten  Schenkels  statt  hat,  negativ  im  entgegen- 
gesetzten Falle,  d.  h.: 

Die  Projektion  einer  Strecke  ist  positiv^  wenn  sie  auf  den  ersten 
Schenkel  des  Neigungstvinkels  selbst  fällt,  negativ,  wenn  sie  -auf  dessefi 
GegenstroM  ßüt 

Da  für  die  Projektionen  der  Strecken  des  Linienzuges  1—5 

AB  +  BC  +CD  +  DE=AE 

und  da  dies  auch  die  Projektion  der  Strecke  15  ist,  so  folgt: 

Die   Summe    der  Projektionen    eines   Geradenzuges   ist  gleich   der 

Projektion  der  Strecke  von  dem  ersten  mm  letzten  Punkt  desselben. 

Die  Projektion  ist  Null,  wenn  der   Geradenzug  geschlossen  oder 

wenn  die  Schlufsstrecke  normal  zur  Projektionsaoce  ist. 

Es   ergiebt   sich   leicht,   dafs   die  Projektion   einer  Strecke  auf 

eine  Axe    in    allen   möglichen  Fällen   gleich    der   Differenz   der  ^auf 

dieser  Axe  gemessenen  Coordinaten  der  Grenzpunkte  ist 

3.  Die  goniometrischen  Funktionen  bebalten  nun  ihre  Bedeutung 
für  jeden  beliebigen  Winkel,  da  stets  der  erste  Schenkel  des  Winkels 
als  Axe,  eine  vom  Scheitel  aus  auf  dem  zweiten  Schenkel  gemessene 
Strecke  als  Fahrstrahl  des  Winkels  aufgefafst  werden  kann.  An  die 
Stelle  der  Abscisse  tritt  in  diesem  Fall  die  Projektion  des  Fahr- 
strahles auf  den  ersten  Schenkel,  an  die  Stelle  der  Ordinate  die 
Projektion  auf  die  zum  ersten  Schenkel  normale  Richtung,  welche 
auf  derjenigen  Seite  des  ersten  Schenkels  als  positiv  gilt,  nach 
welcher  die  Drehung  dieses  Schenkels  beim  Beschreiben  des  Winkels 
beginnt. 
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§.  38.  Funktionen  der  Samme  nnd  Differenz  tob  Winkeln. 
Summe  nnd  Differenz  von  Funktionen. 

1.  Um  auch  die  Gröfse  der  Veränderung  der  Funktionen 
bei  wachsendem  Winkel  kennen  zu  lernen  (vgl.  §.  35,  3  und  7),  be- 
stimmt man  die  Funktionen  der  Summe  und  Differenz  von  Winkeln. 

Es  sei  ^NOÄ  =  a  um  ^ÄOB  =  ß  ge- 
wachsen, zunächst  so,  dafs  die  Summe 

(a  +  ^)<  90° 

ist.  Wird  auf  dem  zweiten  Schenkel  von  ß  eine 
Strecke  OB  beliebig  (etwa  OJB  =  1)  gewählt, 
so  ergeben  sich  die  Funktionen  von  (a  +  ß) 
durch  die  Ordinate  BX  A^ON  und  Abscisse  OX: 


sin(a  +  i8) 


BX 

ob' 


cos  (a  +  /3)  = 


Fig.  16& 

OX 


OB 


Um  diese  Funktionen  durch  die  der  Winkel  a  und  ß  auszu- 
drücken, zieht  man  die  Ordinate  BC±OÄ  und  CY±ON.  Es  ist 
^CBX=a  (I.  Teil  §.  18,  4b),  und  durch  die  Ordinate  CZ±BI 
lassen  sich  auch  die  Funktionen  dieses  Winkels  in  Betracht  ziehen. 
Es  ist  nämlich 

BX  =  CY+BZ 


OX~OY-CZ 


00  cos  a  —  BC  sin  a-j 


/      I    ^\  OC         .      BC 

cos(a  +  ß)  =  cosa-^  —  smajj^ 

cos  (a  4- 13)  =  cos  a  cos  /J  —  sin  a  sin^. 


oder  oder 

BX  =  00  sin  a  +  BG  cos  a;  OX  - 

somit:  somit: 
sm  (a  +  /3)  =  sm  a  ^j^  +  cos  a  -^ 

sin(a  +  j8)=ssinacosj8  +  cosasinj8. 

^  2.  Wird  dagegen  ein  ^  J^OA  =  a(<R) 
durch  Rückdrehung  seines  zweiten  Schenkels 
um  -^  ß  verkleinert  und  wiederum  auf  dem 
zweiten  Schenkel  von  ß  die  Strecke  OB  be- 
liebig (=  1)  gewählt,  und  wird 

BX±ON,    BC±OA,    CYA.ON,    CZ±BX 

gezogen,  so  ist  auch  hier  ^  CBZ  =  a  und  es 

gelten  die  in  1  angegebenen  Beziehungen  mit 

der  Abänderung,   dafs   hier  BZ  und  CZ  das 

entgegengesetzte  -Vorzeichen  erhalten.     So  folgt: 

sin(a  — j8)  =  sinacos/3  —  cosasinj8.|  cos(a~-j8)'=cosacos^+flinasin/J. 

Die  vier  abgeleiteten  Formeln  lassen  sich  in  die  folgenden  zwei 
zusamm  enf assen : 
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sin  {cc  +  fi)  =  sin  cc  eosß  +  eo»ccsukß  IT. 

eo»{cc  +  /?)  =  co8£Ä  cos/?  +  sin^i  sin/?  V. 

Welche  Zeichen  hierbei  einander  entsprechen,  kann  nicht  zweifel- 
haft sein,  da  sin  mit  wachsendqpi  Winkel  zu-,  cos  aber  abnimmt. 

8.  Um  die  vorstehenden  Formeln  als  allgemein  giltig  zu  be- 
weisen, führen  wir  die  in  1  angegebene  Konstruktion  für  die  Summe 
(a  -f-  ß)  irgend  welcher  Winkel  aus  (wobei  diese  Summe  sogar  360^ 
übersteigen  kann).     Es  ist  dann  stets: 


BX  =  OB  sin  («  +  /})  |  0X=  OB  cos  («  +  ß) 

wobei  diese  Grofse   sowohl  positiv,    als   negativ  sein  kann.     Es  ist 
aber  auch  die  Projektion  des  Geradenzuges  OCB 
auf  die  Normale  des  ersten  Sehen-   auf  den  ersten  Schenkel  «=  OX. 
kels  =  BX. 

In  diesem  Geradenzug  ist 

OC=-±OB  cos  /J,    BC=±  OB  sin  ß, 

wobei  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  die  Funktion  des 
Ausdrucks  negativ  ist,  da  OC  und  OB  selbst  im  Geradenzug  stets 
als  positive  Gröfsen  gelten.  Der  Neigungswinkel  von  OC  gegen  den 
ersten  Schenkel  ist  a,  falls  cosjS  positiv  ist,  dagegen  a  \-  180®,  so- 
bald cosjS  negativ  ist,  da  dann  Oü  auf  den  Gegenstrahl  des  Schen- 
kels OA  fallt.  Daher  ist  die  Projektion  von  OC 
auf  die  Normale  zu  ON:  auf  ON: 


oder 


OB  cos^  sin« 

OB  cos /}  sin  (a  4-  180«) 
=  OB  cosjS  sin« 


oder 


OB  cosjS  cosa 

0  JB  cos /J  cos  (a  +  180*^) 
=  OB  cos  ß  cos  a 


Der  Neigungswinkel  von  CB  gegen  den  ersten  Schenkel  ist 
a  +  90»,  sobald  sin/J  positiv  ist,  dagegen  (a  -f  90<> -f  180°)  sobald 
sinß  negativ.  In  beiden  Fällen  ergiebt  sich  daher,  dafs  die  Pro- 
jektion von  CB 
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auf  die  Normale  zu  ON: 
OB  smßam{a  + 90^) 
=  OB  sin/J  cosa. 


auf  ON: 

OjB  sin/J  cos («  +  90«) 
=  —  OB  sin  ß  cos  a. 


Somit  ist  die  Projektion  des  Go^adenzuges  OCB  stets: 


BX=OBam(a  +  ß) 
OB  sin  a  cos  ß  -f-  OB  cos  a  sin  ß 


OX  =  05  cos  (a  +  /3) 
=  0  JB  cos  «  cos  /J  —  OB  sin  c  sin^ 


womit   die   allgemeine  Giltigkeit   der   Formeln   für   sin  (a  +  ß)  \uii 
cos  (a  +  /J)  erwiesen  ist. 

Die  Formeln  für  sin  («  —  ß)  und  cos  (a  —  ß)  ergeben  sich  aus 
diesen,  wenn  man  —  ß  statt  ß  setzt;  es  ist  dann  nämlich  (§.  36,  s): 


cos(a  —  ß) 
=  cos« cos (—  ß)  —  sin  a  siQ(— ft 
=  cos  a  cos  /J  +  sin  a  sin/5. 


sin  (a  —  ß) 
=  sina  cos( —  ß)  +  cos  a  sin  (—  ß) 
==  sin  a  cos  ß  —  cos  a  sin  ß. 

4.   Die   entsprechenden  Formeln  für  tg  und  cotg  ergeben  sich 
aus  diesen  Formeln: 

f    t    _L  /^^ Bin  (a  ±  |5)   ain  a  cosß  ±  cos  «  sin  ß tga  +  tg^ 

^  ^     ni  "/        cos  (a  ±  (3)         cos  «  cos  |3  =p  sin  a  sin  |3        1  T  tg  «  tgf 

wobei  die  letzte  Form  aus  der  vorhergehenden  durch  Division  von 
Zähler  und  Nenner  mit  cosa  cos/J  erhalten  wird.     Ebenso  folgt: 


cotg(a±ß) 


cotg  a  cotg  ß  +  1 


cotg  ß  +  cotg  a 

5.   Indem   wir   in  IV   und  V   /3  =  a  setzen,    ergeben  sich  die 
früher  abgeleiteten  Formeln  für  sin  2  a  und  cos  2a  als  spezielle  Fälle 
jener  Formeln: 
VI.        sin  2^  =  2  Hincc  cos^,    cos  2^  =  cos ^cc  —  sin *ä, 

woraus  dann  weiter  durch  Substitution  von 


sma 


2        a         a 
sm  2  cos  - , 


cos  a  =  cos ' 


für  a  folgt: 


-  sm-g-. 


Zählt  man  letztere  Gleichung  zu 


COS*-  +  sm^j 


hinzu  oder  von  dieser  ab,  so  folgt: 
VII. 


cos 


a        -1/1+  COS  « 
1  =  V 2 ' 


sin 


2 


^yi 


—  008« 


Ebenso  ergiebt  sich  leicht  aus  VI: 


,0  2  tg  a 

tff2a  =  -    -f^    , 
^  1  —  tg  *a  ' 


cotg  2  a  = 


cotg  'a  —  1 
2  cotg  a 
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und  aus  VII 

sina             1  —  cos  er           1 

tgl-V 

^1  —  cos  a 
1  +  008  a  " 

1 

"  1  +  cos  «             sin  a             sin  a 

tga' 

X-.«               1.1. 
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^2         sma    '    tg« 


6.  Durch  die  Addition  und  Subtraktion  der  Formeln  f&r  sin(a  +  ß) 
und  sin  (a  —  /J),  bezw.  für  cos  (a  +  ß)  ^^^  cos  (a  —  /S)  ergeben  sich 
Formeln,  welche  durch  Substitution  von  y  '^  a  -\-  ß  und  d  ==  a  —  ß 
übergehen  in: 


sin  y  -|-  sin  d  = 

2  sin 

sin  y  —  sin  d  = 

2  cos 

cos  y  4"  cos  d  = 

2  cos 

2 

2 

y+_d 
2 


COS 


Sin 


2      - 

2      ' 


COS" 


VIII. 


cos  y  —  cos  o  =  —  2  sin  ^— ^ —  sm  ^ 

Diese  Formeln  (prosthaphäretische  Formeln,  s.  §.  40,  i)  geben  die 
Summen  der  eotsprechenden  Funktionen  zweier  Winkel  in  Form 
eines  (fiir  logarithmische  Rechnung  geeigneten)  Produktes. 

Die  entsprechenden  Formeln  für  tg  und  cotg  sind: 

sin  a  COB  ß  ±  008  a  sing sin  (et  j^  ß) 


tga±tg/J  = 


COS  a  •  008 13 


C08  a  •  COS  |3 


.  I        .     /,         sm  (ß  +  a) 

cotg  a  +  cotg  ß  =     .    '^  T  / 

®      -^       ®  ^  Bin  a  sm  p 


7.   Für  die  Summen  und  Differenzen  von  Funktionen  eines  ein- 
zigen Winkels  folgt: 

sin  a  +  cos  a  =  }A2  (4  /2  sin  a  +  il/2  cos  a) 

«1/2  (cos  45^  sin  a  +  sin  45«  cos  a)  =  }/2  sin(a  +  45«) ; 
COS  *a  +  sin  *a 


cotg  «  +  tg  «  == 


sin  a  cos  a 


woraus: 


cotg  a  +  tg  a  = 


sin  2  er  ^ 


cotg  a  —  tg  a  =  2  cotg  2a. 


§.  39.  Bereehnnng  und  Gebrauch  der  goniometrischen  Tafeln. 

1.  Da  alle  Funktionen  von  Winkeln  des  zweiten  bis  vierten 
Quadranten  auf  solche  des  ersten  zurückgeführt  werden  können,  im 
ersten  Quadranten  selbst  aber  auch  die  Funktionen  gleich  den  Co- 
fonktionen  der  Complementwinkel  (§.  29,  s,  5)  sind,  so  genügt  eine 
Tabelle  der  Winkelfunktionen  zu  0«  bis  45«  für  alle  übrigen  Winkel. 


> 
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39. 


Zur  Berechnung  des  sin  Ton  je  3**  zu  3*^  aus  den  schon  berech- 
neten Funktionen  von  18°,  30",  36»,  45*,  54«,  60»,  72«,  bedient  man. 
sich  der  Formeln  für  sin  (a  +  ß),  wobei  folgender  Weg  zu  den  re- 
lativ einfachsten  Wurzelausdrücken  ftlhrt: 


15«  =  45»  —  30», 

6»  =  36»^  30», 

9«  =  54»  -  45», 

12«  =  30»  —  18», 

24»  =  54«  —  30», 

27»  =  72»  —  45«  = 

42«  =  72«  —  30«, 

3«  =  48»  -  45», 

21»  =  45«  -  24», 

33«  =  45«  -  12«, 

39»  =  45»—    6», 

So  erhält  man: 


75»=    45« +  30» 
66«=    36«-f30« 
81»  =180» -(54« +  45») 
48«  =    30«  +  18» 
84«=    54« +  30» 
45«  —  18«,    63»  =  180«  -  (72»  +  45«) 
78»  =  180»  —  (72«  +  30») 
87»  =  180»  -  (48»  +  45») 
69»=    45« +  24« 
57»  =    45»  +  12» 
51«=    45«+    6» 


Winkel 

Sin 

Diff. 

Tang. 

Diff. 

0« 

3» 

6« 

9« 

12» 

15« 

18» 

0,000 
0,052 
0,105 
0,156 
0,208 
0,259 
0,309 

52 
53 
51 
52 
51 
50 

0,000 
0,052 
0,105 
0,158 
0,213 
0,268 
0,325 

~Cotg 

52 

53 

53 

55. 

55 

57 

90« 
87« 
84» 
81« 
78« 
75» 
72» 

Cos 

Winkel 

2.  Um  nun  die  Funktionen  der  Winkel  von  Grad  zu  Grad  ta 
erhalten^  beachte  man,  dafs  ihre  DiflFerenzen  von  3°  zu  3®  bei  Be- 
rücksichtigung von  blos  drei  Decimalen  für  mehrere  auf  einander 
folgende  Werte  nahezu  konstant  sind;  daher  kann  man  dies  auch  ßr 
die  zwischenliegenden  Grade  annehmen,  nämlich  =  \  der  Differenz 
von  3®  zu  3®.     Hiemach  ergiebt  sich 

sin  1^  =  i  •  0,052  =  0,017,        sin  2<>  =  0,052  —  0,017  =  0,035 

u.  s.  f.  Wollte  man  *  mehr  Decimalen  berücksichtigen,  so  würden 
allerdings  die  Differenzen  für  mehrere  aufeinander  folgende  Glieder 
der  von  3°  zu  3^  fortschreitenden  Tabelle  nicht  konstant  sein  nnd 
die  Tafel  müfste  etwa  von  ^^  zu  |^  oder  f^  zu  |°  oder  för  noch 
kleinere  Differenzen  mittels  der  goniometrischen  Formeln  berechnet 
und  dann  erst,  nachdem  für  den  gewünschten  Grad  der  Genauigkeit 
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die  Differenzen  mehrerer  auf  einander  folgenden'  Glieder  überein- 
stimmen^ die  Zwischenglieder  interpolirt  werden. 

Die  übrigen  Funktionen  lassen  sich  dann  aus  der  zuerst  be- 
rechneten bestimmen. 

3.  In  der  angegebenen  Weise  ist  auch  dann  eine  Interpolation 
auszuftihren;  wenn  zu  einem  nicht  in  der  Tafel  genau  enthaltenen 
Winkel  eine  Funktion  bestimmt  werden  soll.  Ist  z.  B. 
sin  30*^36'  zu  berechnen,  während  die  Tafel  giebt: 

sin  30030'  =  0,50  754,       sin  S094ff  =  0,51 004, 

so  ist  die  Differenz  beider  Werte  in  den  letzten  Stellen  250  für  10'; 
daher  ist  dieselbe  unter  der  nur  annähernd  geltenden  Voraussetzung, 
dafs  die  Differenz  der  Funktion  proportional  der  Differenz  der  Winkel 
genommen  werden  dürfe,  für  6' 

A  .  250  =  150, 
somit  sin  30<>36'  =  0,50  904. 

Bei  der  Interpolation  m  cos  und  cotg  ist  die  berechnete  Differenz 
ahmzahlen,  da  diese  Funktionen  mit  wachsendem  Winkel  abnehmen. 

Anmerkung.  Die  Tafeln  der  goniometrischen  Funktionen  lassen 
sich  benützen,  imi  einen  vorliegenden  Winkel  genaaer  zu  messen,  als  es 
mit  Hilfe  eines  gewöhnlichen  Winkelmafses  geschehen  kann,  indem  man 
von  einem  Fahrstrahl  des  Winkels  die  Länge  und  auch  Abscisse  oder  Ordi- 
nate (oder  beide  letzteren  allein)  mit  einem  feinen  Maisstab  mifst  und 
zu  dem  Verhältnis  beider  Strecken  aus  der  Tafel  den  Winkel  entnimmt; 
umgekehrt  kann  ein  Winkel,  dessen  Oröfse  durch'  Grade  und  Minuten 
bestimmt  ist,  mittels  solcher  geradlinigen  Strecken,  deren  Verhältnis  in 
der  Tafel  aufgesucht  wird,  konstruiert  werden. 

4.  Zur  Multiplikation  und  Division  mit  goniometrischen  Funk- 
tionen dienen  die  Tafeln  der  Logarithmen  dieser  Funktionen.  In 
diesen  Tafeln  ist  ^ie  Kennziffer,  sobald  sie  negativ  sein  sollte,  um 
10  zu  grofs  angenommen,  um  die  negativen  Zahlen  zu  vermeiden. 
Bei  der  Bestimmung  der  Stellenzahl  des  Numerus  ist  dies  stets  zu 
berücksichtigen,  namentlich  auch  wenn  der  Logarithmus  durch  eine 
Zahl  zu  teilen  ist,  indem  hierbei  auf  bekannte  Weise  die  negative 
Kennziffer  erst  teilbar  zu  machen  ist. 

Die  Interpolation  ist  dieselbe  wie  in  der  Tafel  der  Funktionen 
selbst.  Ist  z.  B.  sin  36^35' 12"  zu  bestimmen  und  giebt  die  Tafel 
i  sin  36^35' =  9,77  524  und  die  Differenz  0,28  für  1",  so  ist  in  den 
letzten  Ziffern  12  •  0,28  d.  i.  3  zu  addieren:  ?sin36035'12"  =  9,77  527. 
Ist  der  nächstliegende  Winkel  der  Tafel  gröfser  als  der  gegebene, 
so  kann  auch  dieser  benutzt  werden.  Um  z.  B.  ?tg48®45'53"  zu 
finden,  nimmt  man  Ug 48^46' =  0,05  727,  wovon  7-0,43  oder  3  in 
der  letzten  Stelle  zu  subtrahieren:  Jtg48M5'53"  =  0,05  724.    Hierbei 
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ist  zu  beachten,  dafs  man  beim  Entnehmen  des  kleineren  Winkels  m 
der  Tafel  die  Diiferenz  für  sin  und  tg  addieren,  fQr  cos  und  cot<r 
subtrahieren  mufs  (§.  35,  3  und  7).  Übrigens  giebt  die  Tafel  selbst  stet» 
darüber  Aufschlufs,  ob  zu  addieren  oder  subtrahieren  ist,  da  der  frag- 
liche Wert  zwischen  den  beiden  anschliefsenden  Werten  der  TaW 
liegen  mufs. 

5.  Soll  zu  einem  gegebenen  Wert  einer  Funktion  oder  dem 
Logarithmus  einer  solchen  der  Winkel  bestimmt  werden,  so  ist 
darauf  zu  achten,  dafs  für  jede  Funktion  zwei  Reiben  der  Tafel  gelten; 
man  sieht  zu,  nach  welcher  Richtung  hin  von  der  zufallig  auf 
geschlagenen  Stelle  aus  in  beiden  Reihen  die  Zahlen  sich  der  zn 
suchenden  nähern.  Man  entnimmt  dann  die  nächstliegende  Zahl 
bzw.  deren  Winkel.    Z.  B.  für  Z  sin  a  =  9,82  695  sucht  man  zunäch.< 

9,82691  =  J  sin  42^0'; 

die  Differenz  der  letzten  Stellen  4  ist  durch  die  Differenz  für  1",  näm- 
lich durch  0,23  zu  teilen,  400  :  23  =  17",  somit  a  =  42n0'17". 

Ebenso        l  coi^  ß  =  9,91  234;     es  ist  l  cotg  60^45'  =  9,91 224; 

10  :  0,43  =  23"  sind  abzuzählen;  ß  =  50®44'37".  Ob  zu  addieren 
oder  zu  subtrahieren  ist,  ersieht  man  auch  hier  leicht  aus  der  TafeL 
Zu  einer  Funktion  ergeben  sich  innerhalb  der  vier  Quadranten 
stets  zwei  Winkel.  Ist  die  Funktion  negativ,  so  wird  dies  bei  dem 
Logarithmus  des  absoluten  Wertes  der  Funktion  durch  ein  angehängtes 
( — )  bezeichnet.     Ist  z.  B. 

cotg  a  =  —  5,352,    so  ist  l  cotg  a  =  0,72852  (— ) 

und  der  dem  positiven  Wert  entsprechende  Wii^kel  des  ersten  Qua- 
dranten ist  10^35';  daher 

a,  =  180^  —  10^35'  =  169^25',     a^  =  360«  -  10^35'  =  349*^0. 

6.  Ist  der  Wert  irgend  einer  Funktion  gegeben,  z.  B. 

Ztga  =  0,69373  —  1 
so   kann   man   auch  ohne  Bestimmung  des  Winkels  a  eine  andere 
Funktion  desselben  Winkels  a,  z.  B.  l  sin  a,  unmittelbar  berechnen: 
es  giebt  die  Tafel  l  tg  26^7'  =  9,69  361,  DiflF.  0,53,  welcher  Wert  um 
12  in  den  letzten  Stellen  abweicht;  andrerseits  ist  l  sin  26^17'  «=  9,64  622, 

Diff.  0,42,  sodafs  zu  letzterem  Wert  12  •  ^  d.  i.  9  zu  addieren  ist, 
sodafs  sich  Isiaa  =  0,64631  —  1  ergiebt. 

7.  Die  trigonometrischen  Funktionen  lassen  sich  direkt  för  jeden 
Winkel  berechnen  mit  Hilfe  von  Reihen,  die  in  Potenzen  des  zugehörigen 
Arcus  aufsteigen.  Bezeichnen  wir  den  Arcus  zu  einem  Centriwinkel  ein- 
fach mit  X  und  dessen  sin  und  cos  mit  sin  x  und  cos  Xj  so  lassen  sich 


§.  39.  147 

diese  Funktionen  darstellen  als  Reihen  von  Potenzen  von  x.  Dabei  ist 
die  lieihe  für  sin  x  so  beschaffen,  dafs  sie  für  —  ä  statt  x  ihr  Zeichen 
ändert  (§.  36,  2),  somit  nur  ungerade  Potenzen  von  x  enthält,  während 
cos  ( —  x)  das  Zeichen  von  cos  x  beibehält,  also  nur  gerade  Potenzen 
enthält.  Die  Reihen  heifsen  also,  wenn  die  noch  fraglichen  CoeFficienten 
mit  Oq,  aj,  Oj,  o,  ...  bezeichnet  werden: 

sin  a;  =  a^x  +  «sa;^  +  ch^x^  +  . . .  . 

cos  X  ===  ÜQ    +  CL^x^  +  a^a^  +  •  •  •  • 
Zur  Bestimmung    der  Coefficienten    dieser  Potenzen   kann  folgender 
Weg  eingeschlagen  werden. 

Zunächst  ist  öq  =*  1,  weil  für  a;  =  0  auch  cos  a;  =  1  ist. 

Dafs  auch     a|  =  1,  erkennt  man,  wenn  man  die  erste  Reihe  in  die  Form 

bringt:   =  «i  +  «3^^  +  «5^*  + Denn  aus   §.  32,  1  folgt, 

dafs     sin  rc  <  a;      oder      <  1  ist  und 

X 

dafs      tg  a?  >  a;      oder     >  cos  a;,        also       1  > >  cos  x    ist: 

<=»  X  '  X  ^ 

nun  ist  für   a;  =  0    auch  cos  a;  =  1,    somit  für  x  =  0  auch  =  1. 

a; 

Daher  heifsen  die  Reihen  nun: 

sin  a;  =  aj  -(-  a^oi?  +  «5^*  +  •  •  • 

cos  a?  =  1  +  a^^  +  CL^x^  +  •  •  • 
Setzen  wir  {x  +  /*)  für  x^  so  folgt: 

sin  X  cos  h  +  cos  a;  sin  Ä  =  (x  +  ä)  +  Og  (a;  +  lif  +  «5  (a?  +  ä)**  +  •  •  • 
cos  ic  cos  Ä  —  sin  a;  sin  Ä  =  1  +  %  (a;  +  '0^  "h  ^4  (^  +  '0*  4"  •  ■  •; 
oder  indem  für  sin  h  und  cos  h  die  Reihen  gesetzt  und  rechts  die  Glieder 
nach  Potenzen  von  h  geordnet  werden: 

sin  a;  (1  +  a^h^  +  •  •  0  +  ^^^^  ^  (^  +  ^%'*"  +  ...)  =  a?  +  a^x^  +  .  . 

+  (1  +  ^a^T?  +  ba^x"^  +...)/,  +  ,... 
cos  a;  (1  +  <h^^  +  •  •  0  —  ^^^x  (h  +  «3^*  -{-.,?)  =^  \  -\-  a^x^  +  . . 

+  {2a^x  +  4 a^ci?  +  ^a^ci?  +  . . .)  7i  +  ,  . , 

Sollen  nun  für  jedes  beliebige  ä,  auch  für  ä  =  0,  die  Reihen  zu 
beiden  Seiten  einer  Oleichung  übereinstimmen,  so  müssen  in  beiden  die 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  h  einander  gleich  sein;  denn  für 
/i  =  O  bleibt  z.  B.  in  der  ersten  Gleichung:  sin  a:  =  a;  +  e^a;^  +  . .  . 
Läfst  man  dies  beiderseits  weg,  dividiert  dann  durch  h  und  setzt  schliefs- 
lich  Ä  =  0,  so  bleibt: 

cos  aj  =  1  +  ^(^zOi?  +  öflja^  +  •  •  • 
—  sin  a;  :=  2a^x  +  4a4a;^  +  ^a^x^*  +  . . . 


10 


« 
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Somit  ist  auch: 

1  +  a^x^  +  a^x^  +  . . .  =  1  +  3a3Ä*  +  ba^x^  +  -  • . 
—  X  —  a^x^  —  ar,x^  —  .  .  .  =  202^  +  4ta^x^  +  ^a^x^  +  •  •  • 

Auch  hier  ergiebt  sich  leicht,  dafs  die  Coefficienten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  X  übereinstimmen  müssen,  d.  h.  es  ist: 

—  I=2a2,    Ö2  =  Saj,    —  03  =  40^,    «4  =  505,    —05  =  605, 

woraus  sich  alle  Coefficienten  und  sonüt  die  Beihen  selbst  bestimmen  lassen: 


a;' 


r»  frt 


miX  —  X-  YT^^  +  12.3.4.6  ""  1.2.3.4.6~6~7  +  '    * 

CC^  OC^  TT® 

co8a!-=l-     -^     +     r.grsTi     ~  1.2-3'-4-5-6  +  -- 

Da    hierin    für    x    nur   Werte    zu    nehmen    sind,    die    kleiner  al< 

arc  45^  =  - ,  also  <  1  sind,  so  nehmen  die  Glieder  dieser  Reihe  in  den: 

Mafse  ab,  dafs  eine  Berechnung  einer  geringen,  je  nach  dem  Grad  der  Ge- 
nauigkeit gröfseren  oder  kleineren  Anzahl  von  Gliedern  genügt 

§.  40.  Bereclinangeii  mittels  Winkelfanktionen  und  goniometrisebf 

Gleichnngeii. 

A.   Arithmetische  Anwendungen. 

1.  Die  goniometrischen  Tafeln  können  benutzt  werden,  um  alg^ 
braische  Ausdrücke  zu  berechnen. 

a)  Als  man  zwar  schon  gomometrische,  aber  noch  keine  loga- 
rithmische Tafeln  hatte,  wurden  z.  B.  Produkte  zweier  Zahlen  in 
folgender  Weise  in  Summen  verwandelt  (prosthapharetische  Methode*). 
Sind  die  Paktoren  a  und  6  echte  Brüche,  so  kann  man  direkt  a  und 
ß  bestimmen  aus  a  =  sin  a  und  h  *»  cos  ß.     Alsdann  ist 

a  •  6  =  sin  a  •  cos  /S  «=  i  [sin  («  +  jS)  +  sin  (a  —  /3)] 

nach  IV  (S.  141). 

Sind  a  und  h  keine  Brüche,  so  genügt  eine  Division  mit  einer 
Potenz  von  10,  um  dasselbe  Verfahren  anwenden  zu  können. 

b)  Die  Tafeln  für  tg  und  ctg  können  als  Reciprokentafeln  be^ 

nutzt  werden,  da  cotg  a  =  . Dabei  wird  das  in  §.  39,  6  an- 

lg   u 

gegebene  Verfahren  angewendet. 

7  R-    r=     '_=   ?''*^       tg  0  =  0,3645,       cotg  «i  =  2,747 

'■      ■•  36,46         0,3645     tg  «,=  03640         -  5  •  fj  = -J 

5  col«  a  =  2,743 

X  =  0,02743. 

*)  71q6c»c<iis  =  Zufügen  =  Addition ;  ä<pa(ftets  =  Wegnehmen  =  SobtaküoB. 
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c)  Die  Gleichung  ax^  +  6a;  +  c  =  0  giebt  für  x  die  Werte: 

X  ■— 


2a 

Für  einen  reellen  Wert  von  x  mufs  h^>  Aac,  also  -ri-  <  1  sein. 
Daher  läfst  sich^  wenn  ac  positiv  ist,  9  so  bestimmen,  dals 

— ^-^-  a=»  sin  9.  Dann  folgt: 

^  =  -  ^  (1  +  yi  -  8m>) 2^  (1  =F  cos  9) 

^^  =  -  -  sin*  ;  ,       a;, •  cos«  y 

Diese  Auflösung  ist  dann  mit  Vorteil  anzuwenden,  wenn  a,  h  und  c 
vielzifferige  Zahlen  (Decimalbrüche)  sind. 

Ist  aber  ac  negativ,  so  ist  diese  Methode  nicht  zulässig.   Es  sei 

'  '  2a 

Dann  bestimme  man  q>  so,  dafs 

2|/äc 
also 

2a^       '^'^        "^^    ^^  2a\    ^cosqj/  2a      cos  9? 

Es  ist  aber 

h  '1    i/V  ..  l/c  coaqj+l 

«=  - —  l^  — ,     somit  a;  =  —  1/ Jr_3L_ 

2a         tg^ra'  ra        bin  9 

und  (§.  37,  6) 


^1  =  vT  '  *g  2  '  ^«  =  ~  1/ 


«5   2 


2.  Eine  komplexe  Zahl  a  +  ^  *  (worin  i  =  }/ —  l)  kann  goniometiisch 
dargestellt  werden,  indem  man  r  und  9  so  bestimmt,  dafs 

a  =  r  cos  9,     &  =  r  sin  qp,       also      r*  =  a*  +  2*^,     tg  gp  =  — 

Alsdami  ist 

o  -j-  ^  i  =  r  (cos  qp  +  *  sin  q>\ 

Diese  Form  der  komplexen  Zahlen  i^t  nun  sehr  geeignet,  Produkte, 
Quotienten,  Potenzen  und  Wurzeln  derselben  zu  berechnen. 
Es  ist  nämlich 

(cos  9)  +  j  sin  g))  (cos  qpj  +  *  ^^^  9i)  ==^  ^^^  ^  ^^^  ^\  "~  ^^^  9^  ^^°  9^i 
+  i  (cos  qp  sin  q>^  +  sin  9  cos  9?^)  =  cos  (9?  +  9i)  +  ^  ^^^^  (^^  4"  SPi)- 
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Tritt  noch  ein  weiterer  Faktor  (cos  92  i  *  ^^^  9^2)  hi^izu,  so  folgt  der  Wert 

cos  (9>  +  Vi  +  92)  ±  *  Sil*  {9  +  9>i  +  <Pt)' 

Sind   alle  Faktoren,  bzw.  Werte   von  tp   einander  gleich,   so  erhält  man: 

(cos  g>  ;^i  sin.  tpY  =  cos  n  9  +  i  sin  w  9. 

Dies  ist  die  sogenannte  Moi  vre 'sehe  Formel. 
Da 

/  I     .    .       \— «  1  coa  nqp  ip  t  ein  n» 

(cos  flp  +  t  sin  flp)    "  = :i— -^ =  — «         , — ^-i — - 

^        ^  —  ^^  coB  ntp  ±  i  Bin  n<p        cos*  n<p  +  sin*  nqf 

=^  cos  ( —  n(p)  +  i  sin  ( —  «qp), 

so  gilt  die  genannte  Formel  auch  für  negative  Exponenten. 
Umgekehrt  folgt  aus  ihr: 

cos  (p  +  i  sm  (p  =  (cos    -  9  +  *  sin      q>  ) 
(cos  9  +  ^  sin  qp)"  ==  cos  —  <jp  +  i  sin  —  9», 

m 

(cos  9)  +  4  sm  9?)  **  =  cos  —  gp  +  *  s^  —  9^  > 

d.   h.:   die   Moivre'sche   Formel  hat   auch   Geltung  für  Wurzeln  oder  Po- 
tenzen mit  gebrochenen  Exponenten.     Es  ist  z.  B.: 

l/a  +  hi==  yV  (cos  --  +  i  sin  —  j •. 

Ist  a  =  1 ,  6  =  0,  so  folgt  r  =  1,  (p  =  Je  360^  wo  k  Null  oder  irgend 

eine  ganze  Zahl  ist.     Daher  ist 

360  ^-     ,     .    .     360  Jb 

f-  t  sm 

n       '  n 


1  =  cos  360Ä;  +  t  sm  360Ä,      y  1  =  cos [-  t  sm 


Daraus  ergeben  sich  n  verschiedene  Werte  für  yl,  indem  ipan  nach 
einander  Ä  =  0,  1,  2  . . .  (w  —  1)  setzt. 

Würde  man  k  noch  höhere  Werte  «,  n  +  1)  •  •  •  beilegen,  so  würden 
sich  die  Werte  wiederholen,  indem  die  Funktionen  von  0^  und  360*',  von 

qcaO  /  HAO\ 

und   (360  -j j  u.  s.  w.  übereinstimmen.    Ist  hierbei  «  =  2m,  so 

giebt  7c  =  0  und  k  =  m  die  beiden  Werte  +  1  ^^^  "~  1?  während  die 
paarweise  zusammengestellten  Werte  für  k  =  1  und  2  m  —  1,  2  und 
(2  m  —  2),  ....  (m  —  1)  und  (w  +  1)  sich  jeweils  nur  durch  das  Vor- 
zeichen des  imaginären  Teiles  unterscheiden.  Ist  dagegen  «  =  2m  +  1? 
so  giebt  nur  k  ==  0  einen  reejlen  Wert  1  und  es  entsprechen  einander 
in  der  angegebenen  Weise  die  Werte  für  Ä  =  1  und  (2  m  —  2),  2  und 
(2  m  —  3),  .  . .  (m  —  1)   und  m.   —   In  gleicher  Weise   ergeben  sich  « 

Werte  für  Y^^  =  cos  (^^^)  180^  +  i  sin  (^^-^)  180^  wo  k  =  l 

2,  ....  n  gesetzt  werden  kann. 
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Für  y^zP  ör^Äl*^  iJian  n  Werte,  indem  man  in  >/+  p  =  yp  •  >/+  1 
die  n  Werte  von  V^-  1  als  Faktor  zu  dem  auf  bekanntem  Wege  sich 
ergebenden  ersten  Werte  von  yP  hinzusetzt. 

B.  Goniometrische  Gleichungen. 

3*  Ist  die  Grofse  eines  Winkels  durch  eine  Gleichung  zwischen 
goniometrischen  Funktionen  desselben  bestimmt,  so  sind  letztere  zu- 
nächst mittels  goniometrischer  Gleichungen  (I — VII)  durch  eine  ein- 
zige Funktion  zu  ersetzen,  die  übrigens  auch  zu  dem  halben  oder 
doppelten  fraglichen  Winkel  gehören  mag;  alsdann  ist  diese  Gleichung 
nach  den  Regeln  der  Algebra  aufzulösen.  Jedem  Zahlenwert  der 
Funktion  entsprechen  dann  zwei  Winkel  innerhalb  0^  und  360^ 

Beispiele: 

a)  a  sin  a?  =  6  cos  x,  —  Entweder  quadriert  man: 

a^  sin  x^  =  6^  cos*  x 

und  substituiert  für  cos*  x  den  Wert  (1  —  sin*  x),  oder  wenn  man  an- 
nehmen darf,  dafs  nicht  cos  äj  =  0  ist,  dividiert  man  durch  a  cos  x 

tg  a;  ==  —  • 

^  a 

Im  ersten  Fall  ist  darauf  zu  achten,  dafs  durch  das  Quadrieren  stets 
noch  weitere  Werte  der  Unbekannten  in  die  Gleichung  mit  auf- 
genommen werden,  die  in  der  ursprünglichen  nicht  enthalten  sind. 
Z.  B.  würde  die  Gleichung  a*  sin*  x  =  V*  cos*  x  auch  der  Gleichung 
a  sin  a;  =  —  b  cos  x  entsprechen.  Die  Resultate  sind  daher  darauf 
zu  prüfen,  ob  sie  der  ursprünglichen  Gleichung  genügen. 

b)  aigx  +  hmnx  =  0,     sin  x  •  (^  +  fe)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt 

für  sin  rc  =  0,  woraus     ar^  =  0,     x^  =  180^ 

und  für  [-6  =  0,        woraus      cos  x  = .    folgt. 

cos  sc  o 

Ist  z.  B.  6  =  2a,  so  ist      x.^  =  120^,  x^^  =  240^ 

c)  a  sin  a?  +  6  cos  x  =^  c.  Statt  cos  a;  =  j/l  —  sin*  x  zu  setzen^ 
wird  besser  folgendes  Verfahren  eingeschlagen; 

,     b  c 

sm  a:  H cos  x  =  — 

'     a  a 

Man  bestimme  9  so,  dafs  tg  9)  =»  —  ist;  alsdann  ist 
sin  X  '{'  igg)  cos  x  =  — 
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,  .  ,       .  C  cos  qp  '/IN 

oder       8ina?  cos  tp  +  sin  q>  cos  x  = -^     sm  {x  +  q>) 


Sind  für  a^  h,  c  Zahlen  gegeben,  so  wird  zunächt  q),  dann  (x-^-ip) 
und  schliefslich  x  gefunden,  —  Ist 

a  =  b,      also:     sin  x  +  cos  x  =  p, 

so  wird  diese  Gleichung  auch  gelöst  durch  Quadrieren  und  Anwendung 
der  Formeln  I  und  VI: 

sin  2a;  =  (p  +  1)  {p  —  1) 

oder  auch  (§.  38,  2) 

sin(a;-f  45^)=--^.. 

Da  sich  alle  Funktionen  von  x  rational  durch  tg  —  ausdrücken  lassen, 
indem  (§.  38,  ö) 


X  1  —  cos  05 


*g  -TT  =  v-r~2 f      also 

°    2         1  +  COS  a; ' 


+  «03«.'  ,  +  ,g.X- 


=  cos  a;, 


woraus  weiter  sinÄ;,== 


l  +  tg'f 


SO  kann  die  Funktion  tg  y  öfters  benutzt  werden,  um  goniometrische 
Gleichungen  aufzulösen.     Für  obige  Gleichung  ergiebt  sich  so  z.  B.: 


2atg|-  +  6-&tg*f  =  c  +  ctg«|-,      ■  (6  +  c)tg«-^-2atgf  =  J 


u.  s.  w. 


Elftes  Kapitel. 

Ebene  Trigonometrie*). 

§.  41.  Berechnung  von  Seiten  und  Winkeln  des  rechtwinkligen  Dreiecks. 

1.  Mit  Hilfe  der  Tafeln  für  die  Winkelfunktionen  lassen  sich  bei 
einem  Dreieck  oder  irgend  einer  Figur,  von  welcher  die  zur  Kon- 
struktion  genügende  Zahl  von  Strecken  und  Winkeln  gegeben  sind. 


*)  Die  Trigonometrie  ist  wesentlich  zu  astronomißchen  Zwecken  _ 
worden,  so  dafs  die  Behandlung  der  auf  einer  Kugel  liegenden  Dreiecke,  die 
sogenannte  sphärische  Trigonometrie,  notwendiger  und  demzufolge  aneh 
früher  ausgebildet  war  als  die  ebene  Trigonometrie.  Als  Urheber  jener  ist  der 
Grieche  Hipparch  (160  v.  Chr.)  anzusehen,  zugleich  der  Schöpfer  einer  wissen- 
schaftlichen Sternkunde.    Er  sowohl  als  der  früher  (§.  17,  1)  erwähnte  Menelaui 
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die  übrigen  Strecken  und  Winkel  berechnen.  Solche  Berechnungen 
von  Stücken  eines  Dreiecks  mittels  der  goniometrischen  Funktionen  ist 
der  Gegenstand  der  Trigonometrie.  Wenn  das  Dreieck  ein  recht- 
winkliges ist,  so  geben  die  Winkelfunktionen  im  Verein  mit  dem 
pythagoreischen  Lehrsatz  und  dem  Satz  von  der  Winkelsumme  im 
Dreieck  sofort  die  Beziehungen  zwischen  den  gegebenen  und  ge- 
suchten Stücken.  Aus  dem  Verhältnis  zweier  gegebenen  Seiten  er- 
giebt  sich  eine  Winkelfunktion  irgend  eines  der  beiden  spitzen  Winkel 
und  mit  Hülfe  der  Tafel  somit  dieser  Winkel  selbst.  Das  Verhältnis 
einer  gegebenen  und  gesuchten  Seite  ist  gleich  der  betreffenden  Funktion 
eines  Winkels  und  somit  ist  die  fragliche  Seite  ebenfalls  bestimmt 
2»  Es  sei  gegeben  die  Kathete  a  und  Hypotenuse  c.    Dann  sind 

die  Winkel  a   und  ß  bestimmt  durch:   sin  a  =  — -=co8/S,  und  die 

c 

andere  Kathete  durch     6  =  y(c  -\-  a)  (c  —  o). 

Beispiel: 


9,12  l  a 

9,37  l  c 


0,95  999—1      l{c-\-a)   \  ,26  694 

0,97174 [(c^-a)  10,39  794-1 

c  +  a  =  1 8,49  J  sin  a  1 0,98  825-1  '2ib  1 0,66  488 

c  —  a=    0,25  a  =  76«44'  i6|  0,33  244 

•  /S  =  13Ö16'  h  =  2,15 

3.   Die  beiden  Katheten  a  und  b  seien  gegeben.     Dann  ist: 

tg«  =  l  =  cotg/j,     c^yä'  +  i\ 


a  =  9,12  la 

h  =  2,15  lj)_ 

l  tg  a 


0,95999 

0,33  244 

0,62755  «  =  76«44'5" 

500:95=5  ß  ==.  13«15'55" 


Nun  wird  c,  wenn  a  bestimmt  ist^  nach  der  folgenden  Methode  berechnet. 

/ 

(100  n.  Chr.)  haben  eich  mit  der  Berechnang  von  Kreissehnen  beschäftigt,  und 
was  diese  Männer  begonnen,  fiührte  Ptolemäus  (150  n.  Chr.)  zu  Ende,  dessen 
grolses  astronomisches  Werk,  Almagest  genannt,  zugleich  die  Grundlage  der 
Trigonometrie  enthält  und  über  ein  Jahrtausend  malsgebend  blieb.  Ptolemäus 
teilte  den  Ereisradius  ein  in  60  gleiche  Teile  mit  sexagesimalen  Unterabteilungen 
(vgl.  I.  Teil,  S.  112)  und  drückte  in  solchen  Teilen  die  Gröfse  der  verschiedenen 
Kreiseehnen  aus,  dabei  als  Hauptsatz  den  benutzend,  welcher  seinen  Namen 
trägt  (§.  26,  7).  Von  den  Spuren,  welche  Inder  und  Araber  in  der  Trigono- 
metrie hinterlassen,  war  oben  (S.  111)  die  Rede;  aber  stets  blieb  die  sphärische 
Trigonometrie  die  Hauptsache  und  die  ebene  Trigonometrie  wurde  erst 
durch  RegiomontanuB  (1463)  zu  der  wichtigen  Partie  der  Mathematik  aus- 
gebildet, die  sie  heute  ist.  Der  rechnerische  Teil  erfuhr  eine  wesentliche  Er- 
leichterung durch  Einführung  der  Logarithmen  (161i).  Die  heutige  Eleganz  und 
Einfachheit  der  Trigonometrie  verdankt  man  Euler  (1707—1783). 
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4.    Ist  a  und  a 

gegeben,  so 

ist 

''==8iDa'         &  =  acotga. 

a  ==  9,12 

|{  sin  a 

0,98  825-1 

ß  =  76«44'5" 

n« 

0,95999 

l  COtg  (( 

0,37  245—1 

/c 

0,97  174 

c  =  9,37 

/5 

0,33  244 

b  =  2,15 

5.  Ist  gegeben 

a  und  /),  so  ist 

a  =  9,12 

(JcosjS 

0,98  825-1 

/3=13»15'55"       \\la 

0,95999 

l  ag^ 

0,37  245-1 

rc 

0,97  174 

c  =  9,37 

Ih 

0,33244 

b  =  2,15 

6.   Ist  c  und  « 

gegeben,  so  ist  a^  c  sin  a, 

b  =^  c  cos  c 

c  =  9,37 

[Isvau 

0,98  825-1 

«  =  76"44'5" 

{\lc 

0,97  174 

\    Icos  a 

0,36071  —  1 

fä 

0,95999 

a  =  9,12 

Ib 

0,33  245 

b  =  2,15 

?•  Das  gleichsch^nkelige  Dreieck  wird  durch  seine  Axe  in 
zwei  rechtwinkelige  zerlegt  und  diese  werden,  wie  oben  gezeigt,  be- 
handelt. —  Das  regelmäfsige  Vieleck  wurde  schon  in  §.  30  und 
31  behandelt. 


§.  42.  Beziehungen  zwischen  Seiten  und  Winkeln  des  seMef- 
winkligen  Dreiecks. 

A.   Projektionen  zu  einer  Seite. 

!•  Zur  Berechnung  von  Seiten  oder  Winkeln  eines  Dreiecks  aus 
eben  solchen  Stücken  leiten  wir  zuerst  einige  Beziehungen  zwischen 
solchen  Stücken  ab,  indem  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  auf  bestimmte 
Richtungen  projizieren. 

Die  Höhe  zu  einer  Seite  erscheint  als  Projektion  der  benach- 
barten Seiten  auf  die  zur  ersteren  Seite  normale  Richtung. 

Es  ist: 

h  =  a  '  sin  ß       (in  Fig.  171,  b     =  a  •  sin  d  =  a  •  sin  ß) 
ferner:      A  =  6  •  sin  «       (in  Fig.  171,  c     «  6  •  sin  e  =  6  •  sin  a) 
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also:       a  •  sin  /J  =  6  •  sin  a       oder 


a 
T 


sin  ß 
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die  Benützung  der  beiden  anderen  Höhen  ergeben: 


sin  p 
sin  y' 


Bin  y 
sin  a 


Kürzer  lassen  sich  diese  drei  Gleichungen  zusammenfassen  in  der  Form: 
a:hic=i^incciHin  ß  iHinj^  IX. 

Dies  ist  der  sogenannte  Sinussatz: 

Die  Seiten  eines  Dreiecks  verJialten  sidh  wie  die  Sinus  ihrer  gegen- 
iiberliegenden   Winkel. 

Zusatz.  Dieser  Satz  schliefst  auch  für  den  besonderen  Fall, 
dafs  etwa  ^  y  =  jR  ist,  §.  29,  2  in  sich,  und  er  umfafst  auch  die 
Sätze  in  Teil  I,  §.  11,  8  und  §.  35,  2,  3,  ja  er  ergänzt  die  letzteren 
Sätze  durch  die  bestimmte  Angabe  über  den  Wert  des  Seitenverhält- 
nisses. 

Anmerkung.  Ein  zweiter  Beweis  ergiebt  sich  unter  Benützung 
des  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises.  Heifst  dessen  Durchmesser  d, 
so  ist  (§.  29,  2,  S.  112) 

«         _•_  _  i_  ^  «  1  &  c 

d 


—  B3  sm  a 


oder       d  = 


oder      = 


und:  €■• 


sin  a  sin  ß  sin  y 

2.  Eine  Seite  ist  die  Summe  der  Projektionen  der  andern, 
Es  ist  in  Fig.  171,  a: 
}}  =  a  '  cos  ß,  q  =  b*  cos  a 

in  Fig.  171,  b: 
p  =  a' cos d  ==  —  a •  cos ß,   q  =  h' cos « 

in  Fig.  171,  c: 
p  =  a-  cos  ß,     .  q  =  h'Cose  =  —  b'Costt   und:c 

also  in  jedem  Falle: 

c  '^^  a  '  cos  /3  +  6  •  cos  a. 
Ebenso:  b  =  c  *  cos  a  +  a  •  cos  y 

a  =  1) '  cos  y  +  c  •  cos  /3, 
d.  h.  der  sogenannte  Projektionssatz. 

Zusatz.     Die  erste  dieser  Formeln  giebt: 
h  .  cos  a  =  c  —  a  •  cos  ß. 


und:c=      i'  +  iz; 
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der  Sinussatz  giebt:  6  •  sin  a  =  a  •  sin  /J; 

die  Division  beider  Gleichungen  liefert  die  (auch  aus   der  Figur  171 

direkt  ablesbare)  Gleichung: 

,  c  —  a  '  cos  ß    /      c  -  p\  T 

cotg  a  =  — :: — _,_  ^        (==  — 7^)        oder: 


sin  ß 


X. 


cotg  a  = .— -=  —  cotg  ß, 

°  a  •  sin  |3  ^  ^ 


3.  Nach   dem  allgemeinen  pythagoreischen  Satze  (§.  26,  2)  ist: 
«2  =  6«  +  c2  ip  2cq. 

'  Wenn  nämlich  ^  a  spitz  (Fig.  171,  a  und  b),  so  gilt  das  obere 
Zeichen  und  es  ist  g  =  6  cos  a\  wenn  aber  <^  a  stumpf  ist  (Fig.  171,  e} 
so  gilt  das  untere  Zeichen  und  es  ist  q  =  b  cos  €  =  —  6  cos  a.  In 
jedem  Fall  gilt  also  die  folgende  trigonometrische  Form  des  all- 
gemeinen pythagoreischen  Satzes: 

«2  ^_  j8  _j_  ^2  —  2bc  cos  a;  ebenso: 

&*  =  a^  -f-  c^  —  Sac  cos  ß, 
XL  c«  =  a«  +  »2  _  2ab  cos  ^ 

Dies  ist  der  Cosinussatz:  In  jedem  Dreieck  ist  das  Quadrat  emr 
Seite  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten^  ver- 
mindert um  das  doppelte  Produkt  dieser  Seiten  mal  dem  Cosinus  des  vv» 
ihnen  eingeschlossenen  Winkels. 

Zusatz.  Dieser  Satz  ergiebt  sich  auch  durch  Quadrieren  und 
Addieren  der  im  Zusatz  zu  2  gegebenen  Formeln: 

b  cos  a  =  c  —  a  cos  ß,         6  sin  a  =  a  sin  ß. 


B.   Projektionen  zu  einer  Winkelhalbierenden. 
4.   Werden   die  Seiten  eines  Dreiecks  auf  die  Halbierende  eines 
Winkels  «  projiziert,  so   erscheint  die  Projektion   der  Gegenseite  a 
dieses   Winkels    als   Differenz   der  Projek-  ft 

tionen  der  beiden  andern  Seiten.  Ist  z.  B. 
6  >  c  und  der  Winkel  von  CB  mit  der 
zur  Winkelhalbierenden  normalen  Rich- 
tung d,  so  ist: 


a  sin  d  =  b  cos 


cc 
c  cos  —  • 


Die  zur  Winkelhalbierenden  normale 
Projektion  von  a  dagegen  ist  gleich  der 
Summe  der  Projektionen  von  b  und  c  auf 
diese  Richtung: 

a  cos  0  =  6  sin  -   +  c  sm  —  • 


§.  42.  43. 


157 


Da 
also: 


+  y  =  ^o'-^  =  ß- 


a  sin  ^ — -  = 


so  ist      d  = 


2      ' 


XII. 


a  cos  2—21  =  (l^  -|-  c)  sin  -2- 


Dies   sind  die  Gagnoli'schen  Formeln  (meist  nach  Mollweide 
benannt)*).     Die  Division  ergiebt  aus  ihnen: 


tg 


ß-7 


h  —  c       ,      a 
i— i —  cotjr  — 

b  +  c        °  2 


welche  Formel  auch  in  anderer  Weise  dargestellt  wird,  indem  man 
cotg|  =  cotg(90'-to)  =  tg^±^ 

substituiert,  also  in  der  Form: 

Dies  ist  der  sogenannte  Tangens-Satz: 

Die  Tangens  der  liälben  Differenz  zweier  Winkel  eifies  Drdecks  ver- 
halt sich  zu  der  Tangens  der  Jiaiben  Stimme  derselben  wie  die  Differenz 
zur  Summe  der  Gegenseiten. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  aus  dem  Sinussatze  ableiten  mit 
Hülfe  der  Formehl  VUI  (S.  143). 


§.  43.  Berechnnng  von  Seiten  und  Winkeln  im  Dreieck. 

1.  Es  seien  eine  Seite  a  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
ß  und  y  gegeben.  Alsdann  ist  auch  der  dritte  Winkel  a  bestimmt 
durch:  a  ==  180^  —  {ß  +  y).  Die  Formel  IX  ergiebt  die  Seiten  b 
und  Cj  nämlich: 


a  sin  |3 


&  = 


a  Bin  y 
sin  a   ' 


wobei  sin  a  =  sin  (/J  +  y)  gesetzt  werden  kann. 
Beispiel: 


a=    5,32 

/3=    55«47'40" 
y=    64^2y2r 

y4.y=  r2o<>ir  9" 


Isiaß 

la 

Gl  sin  a 

l  sin  y 
Ih 

lc\ 

0,91752-1 
0,72  591 
0,06328 
0,955K)  — 1 
0,70671 
0,74429 


5,09 
5,55 


*)  Man  merke  sieb,  dafa  (hier  wie  in  VII)  dem  sinus  minus  gegenübersteht, 
dem  coainut  plus,  ebenso  diSa  die  Cofanktionen  einander  entsprechen. 
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2p  Es  seien  zwei  Seiten  h  und  c  und  der  eingeschlossene 
Winkel  a  gegeben  (ft  >  c). 

a)  Wenn  b  und  c  Zahlen  sind,  deren  Quadrate  leicht  ohne  Loga- 
rithmen berechnet  werden,  so  bedient  man  sich  zur  Berechnung  der 
dritten  Seite  der  Formel  XI: 


a  =  Yb^  +  c*  —  2bc  cos  a; 
zur  Berechnung  eines  Winkels  dient  die  Formel  X: 

h  _ 
c  sin  a 


oder 


cotg  ß  =  —^ cotg  a 

®  "^        c  am  a  ® 

cotg  y  =  i— ^ — -  —  cotg  a. 
^  '         b  Bin  a  ® 


Beispiel: 


26<J  = 

390 

6  = 

15 

6«  = 

225 

I2bc 

1 2,59 106 

c  = 

13 

c*  = 

169 

l  cos  a 

0,70560-1 

a  = 

=  59">29'23" 

6^  +  0=»  = 
2  bc  cos  a  = 

a  = 

394 

198 

196 

14 

l  2be cos  a 

12,29666" 

Ic 

1,11394 

( 

?      =  1,3395 
;  sin  0!          ' 

l  sin  a 

0,93  522-1. 
1,04916 

cotg 
cotg 

a  =  0,5893 
y  =  0,7502 

l  c  sin  a 

Ib 

1,17  609 

y  =  53»7i' 

l      '    - 
cem  a 

0,12  693 

Anmerkung.     Werden  die  Formeln  XII  quadriert  und  addiert, 
so  folgt: 

a«  =  [{b  +  c)  sin  f  J  +  [{b  -  c)  cos  ^J, 

welche  Formel    die  Ausrechnung   von  nur  zwei  Posten  statt  dreier 
verlangt.     Dagegen  läfst  sich  XI  umwandeln  in: 

«2  =  62  +  c^  +  2bc  -  26c  (1  +  cos  «)  =  (&  +  cf  —  Ahccos'j] 

setzt  man  nun 


2Ybc 


cos 


80  ist 


2 


m. 


a  =  ]/(6  +  c  +  m)  (6  +  c  —  w). 
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b)    Wenn  b  und  c  melirzififerige  Zahlen  sind,  so  geben  die  For- 
meln XII: 

a  sm  ^-g  '  =  {b-  c)  cos  ^  , 


acos 


?^  =  (6  +  c)sio" 


2 

ß-7 


zunächst  den  Wert  von   ^     - -,    indem 


{b-c)cou- 
(5  +  c)  sin    - 


Da  nan  auch 


?-+-?  =  90« 


so   ist  hieraus  ß  und  7/  bestimmbar;   a  kann  dann  durch  jede  der 
beiden  Formeln  XII  erhalten  werden. 
Beispiel: 

b  —  2,81 
c  =  2,55 
a  =  59«45'56" 

y  =  29«52'58" 


a 
OS    „ 


0,41497-1 
0,93804  —  1 


6  —  c  =  0^6 
6  +  c  =  5,36 


i(6  +  c)        :  0,72  916 


•     ß  —  7 
(Sin  "^      ^ 


m 


2 
ß-y 


la 


0,35301  —  1 
0,92488  —  1 


0,42  813 


0,69  742 


0,42  658 
0,99  845-1 


0,42  813 


a  =  2,68 


l^^--^ 


0,92  643  —  2 


4^  =  60»  T  2" 

P  -  y 
2 


4«49'31" 


ß  =  64«56'33" 
y  =  55n7'31" 


Soll  nicht  ß  und  y  berechnet  werden,  so  findet  man  auch  l  sin  — — 


oder    l  cos 


ß-y 


direkt  aus   2tg 


ß-y 


nach  §.  39,  6  und  somit  a. 


Es  ist  zu  dem  in  der  Tafel  unter  l  sin  neben  2  tg  =  8,92  565  stehen- 
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78  •  2  5 

den  Werte  8,92411   in  den   beiden  letzten  Stellen  -  -„J    =  u  zu 


addieren : 


J  sin  L_.r.  =  0,92  488 


2.52 


3.    Es  sind  die  drei  Seiten  gegeben. 

a)   Wenn  die  Zahlen  rasch  quadriert  werden  können,  so  giebt 
Formel  XI: 


6« 
cosa  = 

26c 

,        COS  p  =  - 

+  c»  -  6» 

"-    ,      cos 

2ac        ' 

Y 

Beispiel: 

Q 

cos 

{cos 

a=  13 
6  =  14 
c  =  15 

169 
196 

225 

m  =  0,6 

0,77  815-1 
0,70560-  1 
0,58503  —  1 

a  =  53«  7'49' 

ß  =  59»29'23" 

Y  =  67»22'4S" 

180«  (T  (T'. 

b)   Wenn  die  gegebenen  Zahlen  mehrzifferig  sind,  so  berechnet 
man   zunächst   den  Radius  q  des  dem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises  (§.  26,  e) 

worauf  sich  die  Winkel  ergeben  aus: 
XIII. 


c«1«f  =  ^, 


cot«|.  =  i 


mg.  175. 


Beispiel 
a  =  2,68 
h  =  2,81 
c  =  2,55 
2s  =  8,04 
'  s  =  4,02 
s,  =  1,34 
1,21 


s. 


^»  =  1,47 

2;(> 

CIq 


l 
0,39  577-  1(C) 
0,12  710 
0,08  279 
0,16  732 


0,77  298 
0,88  649 
0,11351 


l  cotg 
0,24061 

0,19  630 

0,28083 


-^  =  29''53' 
|-  =  32«28'15" 


27«38'45" 


"  a  =  59»4<5' 
ß  =  64»56'30" 

y  =  öö'irgö" 

180»  0'  0" 

Anmerkung.    Die  hier  angewendeten  Formeln  lassen  sich  auch 
aus  dem  Cosinus-Satze  ableiten.     Aus  Formel  XI  folgt  nämlidi: 
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l+cos«  =  — ^-^ 

somit  nach  den  Formeln  VII: 


2  cos« :  = 


Ebenso: 


1  -—  cos  a  =  2  sin* 


2ä,Js 
bc   ' 


(b  +  c  +  a){b  +  c-^a) 
2bc 


8in^=|/±üä. 

2         V    bc 


28 -281 

26c      ' 


Die  Division  ergiebt  nun  wieder: 


^2  V  8^8^  ^   y  ^i  «4*8  ^™   9 

4»  Es  seien  zwei  Seiten  a  und  &  und  der  Gegenwinkel  a 
der  ersteren  gegeben.     Alsdann  ist: 

sm  ß  =  —  sm  a. 

Da  zu  einem  gegebenen  positiven  Sinus  sowohl  ein  spitzer  Winkel 
als  auch  dessen  Nebenwinkel  gehört,  so  ist  die  Aufgabe  im  all- 
gemeinen zweideutig. 

Ist  jedoch  a  >  6,  so  mufs  auch  a  >  /3,  d.  h.  /5  ein  spitzer  Winkel 
sein.  Unmöglich  ist  die  Aufgabe,  wenn  6  sin  «  >  a  ist,  da  sin  /3  <  1 
sein  mufs. 

Beispiel: 


a  =  2,68 
b  =  2,81 
a  =  59^46' 


Ib 

l  sin  a 
Cla 


0,44  871 
0,93  650  -  1 
0,57  187  -  1 


ß^=    64^56'40" 
ß^  =  lW  3'20" 


/  sin  ß  1 0,95  708  —  1 


Die  dritte  Seite  des  Dreiecks  kann  nun  nach  1  berechnet  werden. 


§.  44«  Berechnung  des  Flächeninhaltes  des  Dreiecks. 
!•  Da  Ai  =  b  sin  y,  so  ist  der  Flächeninhalt 

•J=^.8in^  XIV, 

Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  detn 
lialben  Produkt  zweier  Seiten  multipliziert  mit  dem 
sin  des  eingeschlossenen   Winkels. 

2.  Sind  die  Winkel  ß  und  y  und  eine  Seite  a 
gegeben,  so  ist 

,  -a  sin  p a  sin  ß 

■   sin  a  sin  (^  +  y)  ' 

IjcltrbQch  der  ElemenUr- Geometrie.   I[.  11 
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somit: 

j a'  •  sin  ^  sin  y 

~  "TflTnTrf^y " 

3«  Der  Fall,  dafs  alle  drei  Seiten  gegeben^  wurde  schon  §.  26, 3 
behandelt,     übrigens  folgt  auch  aus  §.  43,  3  Anm.: 

also 

Jhc    .  «/ ^ 

=  Y  sin  a  =  y5SiS2^8« 

§.  45.  Berechnung  des  In-,  An-  und  Umkreises  eines  Dreiecks. 

1.  Für  den  Radius  q  des  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen 
Kreises,  dessen  Berührungspunkte  die  Abschnitte  s^,  s^,  s^  aufdea 
Seiten  bilden,  welche  im  I.  Teil  §.  37,  3  be- 
stimmt wurden,  ist 

«2  =  pC0tg|-,        53  =  pCOtg-|^,         52  +  S3=«. 

a  =  Q  (cotg  ^  +  cotg  2  ),  oder  nach  §.  38,  6: 
8in  ^^  a  8in  ^  am  ^- 

.    P   .    y 

a  8m  -''  sin  -'- 
2  2 

9^ ^ 

008  Y 

Ebenso  folgt  für  den  Radius  q^  des  an  a  angeschriebenen  Kreisea*. 
a  «=  s,  +  «3  =  pi  (tg  -^  +  tg  |-),         (f^  = 


a  008  -^  cos  -r- 


C08- 


Wenn  zwei  Seiten  h  und  c  und  der  eingeschlossene  Winkel  « 
gegeben,  so  ergiebt  sich  9  =  «i  tg        oder 

P^-itgyC^  +  c-  Vi*  +  c*  —  26c  cos  a). 

Für  a  =  90»  ist  hiernach  p  -=  ^  (6  +  c  —  a).     (Vgl.  L  T"'- 
S.  141,  Nr.  27.) 

Wenn  alle  drei  Seiten  gegeben  sind,  so  ist  nach  §.  26,  6: 
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2.  Nach  der  schon  in  §.  29,  2  gegebenen  Erklärung  ist  a  =  (Z  sin  a, 
wenn  d  der  Durchmesser  des  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreises 
ist;  somit 


iPall, 
Winkel  gegeben  sind,  folgt: 


'  gina         sin  {ß  +  y)' 
woraus  weiter  für  den  Fall,  dafs  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 


, yb*  +  <^*  —  2 fec  coB  a 


2  jr 
und  für  den  Fall,  dafs  alle  drei  Seiten  gegeben,  da      sin  a  =  -^, 

ahc  ahc 

2«^         2>/s7i«,«j' 


•j    C*(/U 


§•  46.  Berechnnng  weiterer  Stflcke  im  Dreieck. 

1.  Die  Berechnung  der  Strecken  (Höhen,  Seitenabschnitte  u.  s.  w.) 
eines  Dreiecks  aus  dem  Durchmesser  des  umgeschriebeneu  Kreises 
und  den  Winkeln  läfst  sich  meistens  leicht  durchführen.  Die  dadurch 
erhaltenen  Formeln  können  benützt  werden  zu  Berechnungen  be- 
liebiger Stücke  aus  anderen  gegebenen  Stücken,  indem  erst  der 
Durchmesser  berechnet  wird. 

Es  ist 

a  =  d  sin  a,       b  =  dain  ß,      c  =  d  sin  y, 
A,  =  6  sin  y  =  d  sin  /J  sin  y, 

J  =  ---  =  Y  sm  a  sm  ^  sm  y. 

Die  Projektion  h^  von  h  auf  c  ist: 

65  =  6  cos  a  =  d  sin  ß  cos  «.  ^^«-  ^'c 

Nun  ist  AHCV  ein  Parallelogramm,  also  GH  =^  AV  und 
^BVA  =  y;  somit  ist  der  obere  Höhenabschnitt  h\  =  d  cos  y; 
der  untere  Höhenabschnitt 

^"s  =  i^8  tg  (90^  —  /3)  ==  d  sin  /3  cos  a  cotg  /J  =  d  cos  a  cos  ß, 

2.  Der  Radius  q  des  eingeschriebenen  Kreises  ist: 

a  sin  a  8in  ^  am  -^ 

2  2 

^= 


cos 


=  2d  sm  2  sm  y  sm  — 


Ebenso 


Ol  =  2d  sm  -    cos  -^  cos  -— 

a  t4  i 


11* 


164  §•  46-  *"■ 

3.  Die  Winkelhalbierende  zu  a  ergiebt  sich  nach  dem  Sinusaatz: 

c  sin  ß 

w,  = -. — 


und  da  c  =  d  sin  y,  femer 

/J  + |-  =  ^  +  90»-|- 1  =  900+ (^1^), 
SO  folgt; 


d  sin  ß  sin  7 


cos 


2 

4.   Für  die  Summe  zweier  Seiten  ergiebt  sich: 
P  —  y 

a  cos  ^-— - — -^  o  

i  4-  c  = =  2d  •  cos  ~  cos  ^  ^  ^  • 

Bin- 

Ebenso  ist 

.    P  -  y 

a  sin  '^  -  -  « 

h—  c= —  =  2a •  sin  --  sm  ^  _      • 

cos- 

Aus  §.  43,  3b  folgt: 

s  ==  (>i  cotg  y  =  2d  cos  Y  cos  -^-  cos  y  • 

Anmerkung.     Da  auch 

5  =  Y  (sin  a  +  sin  /J  +  sin  y), 

so  folgt  hieraus: 

j  Ä  P  y 

sin  a  +  sin  /J  +  sin  y  =  4  cos  -^  cos  y  cos  y ; 

ebenso  da 

S  =  «1  +  «2  +  «3  =  p  (cotg  y  +  COi«  1  +  cotg  f), 
cotg  J  +  cotg  I  +  cotg  I  =  y  =  cotg  y  .  cotg  |  •  COtg  |- 

Diese  Formeln  gelten  für  alle  Winkel  a,  ß,  y,  deren  Summe  180' 
beträgt;  sie  lassen  sich  auch  direkt  mit  Hilfe  der  Formeb  des 
X.  Kapitels  ableiten. 

§.  47.  Berechnung  des  Geradenzugs  und  des  Vielecks- 

1.   Wenn  in  einem  Geradenzug  die  Geraden  12  =  «,,    23 —  ö? 

34  =  ag mit  der  Axe  die  Winkel  w^y  w^,  w^ bilden  (§.  37' 

und  wenn  wir  unter  -^a^a^  den  Aufsenwinkel  verstehen,  welchen  die 
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Verlängerung  von  12  mit  23  bildet,  so  ist  (I.  Teil,  §.  17,  i  und  4): 
^«i^g  =  M?i  +  a^rtg.  Wird  der  Winkel  der  Richtungen  21  und  23 
mit  «2  bezeichnet,  so  ikt:  '^  ä^a^  =  cc^  +  180^,  da  in  letzterem  Winkel 

h. 


Tig.  177. 

statt  12  die  Gegenrichtung.  21   als  erster  Schenkel  betrachtet  wird. 
Daher  ist 

«;5j  =  M?j  +  «,  +  180^, 

w^  =  w^  +  a^  +  180^, 

2.  Für  die  Diflferenz  der  Abscissen,  bzw.  Ordinaten  zweier  auf- 
einander folgenden  Punkte  des  Geradenzugs  erhält  man  leicht  die 
Gleichungen: 


x^  —  ^1  =  öj  cos  Wi , 

X^  —  iPg  =  Og  cos  M?2, 


y2 

»3 


Vi 

y% 


a^  sin  w^y 
a^  sin  w^^ 


Xn  Xnr^i  =  a«— 1  COS  «^«-i. 

Somit  ist  auch: 


y^i  =  o^i  sin  w^i. 


^1»  =  ^1  +  «1  cos  w^  +  aj  cos  M?2  + öt«-i  cos  «;„_i 

y»  =  yi  +  «1  sin  Wj  +  «2  sin  m;^  + o^^i  sin  «;„_i. 

3.  Wird  in  einem  geschlossenen  GeradeTizug  oder  Vieleck  1,  2, 
3,  ...n  die  Richtung  In  als  positive  Absciasenaxe  und  die  Drehung 
im  Sinne  des  Innenwinkels  von  In  nach  12  als  positive  Drehung  auf- 
gefafst,  so  ist  in  diesem  Falle  m^^  =  «j,  a;»  ==  a„,  y«  =  0.  Benut.zt 
man  nun  die  aus  1  sich  ergebenden  Werte  von  w^,  w^ , , ,  .  w^-i  und 
beachtet,  dafs  bei  einer  Änderung  des  Winkels  um  180®  sin  und  cos 
bloB  ihr  Zeichen  ändern,  so  folgt  aus  2: 

ö,  =  Äj  cos  «1  —  a^  cos  («1  +  «2)  +  ^  c^s  («1  +  «2  +  ^3) 

—  . .  .  .  »n-l  cos  («1  +  «2  +  •  •  •  •  ««-O  ^^ 

0  ==  tti  sin  «1  —  «2  siii  («1  +  «2)  +  Ö3  sin  («j  +  «a  +  «3) 

—  . . . .  a^-i  sin  («1  +  «2  +  •  •  •  •  '''•-i) 


166  §.  47. 

Diese  beiden  Gleichungen  dienen  zusammen  mit  der  GleichuDg 
(I.  Teil,  §.  17,  6) 

ai  +  «2  +  ..--«»  =  (w-2)180o 

zur  Bestimmung  von  drei  fehlenden  Stücken,  Seiten  oder  Winkeln 
eines  Vielecks  aus  den  übrigen  Seiten  und  Winkeln. 

Da  jede  Seite  ar  als  Abscissenaxe  aufgefafst  werden  kann,  so 
ergeben  sich  aus  diesen  Formeln  noch  weitere  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Marken. 

4,  a)  Ein  fehlender  Winkel  ergiebt  sich  aus  der  letzteren  Glei- 
chung. Wenn  noch  aufserdem  zwei  Seiten  unbekannt  sind,  so  nimmt 
man  eine  derselben  als  Projektionsaxe  a«  an.  Die  Gleichung  für  die 
zu  dieser  Axe  normale  Projektion  enthält  dann  nur.  die  andere  un- 
bekannte Seite  «r,  woraus  zunächst  diese  berechnet  wird  und  darauf 
ihr  Wert  in  die  andere  Gleichung  substituiert. 

b)  Sind  eine  Seite  und  zwei  anliegende  Winkel  zu  berechnen,  so 
nimmt  man  eine  an  die  fragliche  Seite  anstofsende  als  Projektions- 
axe, so  dafs  a„^i,  a»— i  und  a»  die  fehlenden  Stücke  sind.  Aus  den 
Gleichungen  XV  folgt  dann: 

+  «n-i  sin  («1  +  • . .  «n-i)  =  —  a^  sin  «1  -|-  . . .  a»— 2  sin  (a^  -|-  ...  ««-•) 

+  «n— 1  cos  («1  +  . . .  «n-l)  =  «n «i  COS  «^  -|-  . . .  ««— 2  COS  («!-[-•••  '^»-«)» 

woraus  durch  Quadrieren  und  Addieren  a«_i,  durch  Division 

*g  («1  +  •  •  •  «»-i) 
und  somit  «n— i  zn  finden  ist. 

c)  Liegen  die  beiden  unbekannten  Winkel  an  einer  andern  als 
der  unbekannten  Seite,  so  nimmt  man  diese  andere  Seite  als  Ab- 
scissenaxe iw;  die  Gleichungen  XV  enthalten  dann  noch  den  un- 
bekannten Winkel  cc^  und  die  unbekannte  Seite  a„.  —  Um  einen 
Winkel  zu  eliminieren,  setzt  man  alle  Glieder  der  Gleichungen,  die 
diesen  Winkel  enthalten,  auf  eine  Seite,  quadriert  und  addiert  und 
vereinigt  die  entspreclienden  Glieder,  wobei  unter  Berücksichtigung 
von 

cos^  X  +  sin*  X  =  l  * 

und 

cos  (x  +  y)  cos  a;  +  sin  (a;  +  y)  sin  x  =  cos  y 

der    betreffende  Winkel   herausfallen   wird.     Alsdann   läfet   sich  die  . 
fragliche  Seite  aus  dieser  (quadratischen)  Gleichung  berechnen. 

Um  a,  direkt  zu  berechnen,  trennt  man  in  der  zweiten  Glei- 
chung XV  «1  und  die  übrigen  Winkel  nach  der  Formel 

sin  («1  -f"  5)  ■=  sin  «^  cos  s  +  cos  cc^  sin  s 

und  erhält  so  eine  Gleichung  von  der  Form  p  sin  «^  +  j  cos  flfj  =  0 
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Fig.  178. 


(vgl.  §.  40,  3  a).  —  Zur  Berechnung  eines  -  anderen  Winkels  «r  nimmt 
dagegen  die  Gleichung  die  Form  an 

psinar  -j-  q  cos  «r  =  s  (§.  40,  3c). 
5.  Um  den  Flächeninhalt  des 
Vielecks  zu  bestimmen,  betrachten 
wir  der  Reihe  nach  die  Seiten  a^, 
Ojj,  ....a„-.i  als  Grundseiten  von 
Dreiecken,  deren  Gegenecken  in  1 
liegen.  Die  Höhen  zu  diesen  Grund- 
seiten werden  berechnet  als  Ordi- 
naten  .des  Punktes  1  in  Bezug  auf  6^ 
die  betre£fende  Grundseite  als  Ab- 
scissenaxe;  d.  h.  es  ist  (nach  2): 

Ag  =  a^  sin  «^ 

Aj  =  a^  sinos  —  »1  sin(a3  +  a^) 

h^  =  ttg  sin «4  —  Oj  sin(a4  +  «j)  +  a^  sin(a4  +  «3  +  «2)  ^-  s.  w. 
Fallt  hierbei  die  Höhe,  wie  A4,  auf  die  äufsere  Seite  der  Seiten - 
strecke  a^^  so  wird  sie  negativ;  in  der  That  ist  dann  aber  auch  das 
Dreieck  145  negativ  zu  nehmen,  um  durch  Addition  der  genannten 
Dreiecke  den  Flächeninhalt  des  Vielecks  zu  erhalten;  daher  ist  der 
doppelte  Flächeninhalt: 

2J=^a^a^  sinag-f"  ^  \<h  süi«m  "-  «1  sin(a3  +  a^)] 

-I-  a^  [oj  sina4  —  o,  sin(a^  +  «3)  +  a,  8in(a4  +  «3  +  a^)\ 

+  •    •' 

+  a^-i  [a„-2  sma„_i  —  ««-s  8in(an-i  +  an-2) 

»1  sin  (a„_i  +  an-%  -\ a^)] 

2J=^a^  [aj  sin  a,  —  %  sin  («,  +  «3)  +  •  •  a««i  8in(«2  +  •  •  a««i )] 
+  a^[a^  sinaj— a4sin(a3-fa4)H a»_isin(«3H a„_i)] 

+ 

+  a„_iflU-j  sina«-i. 

Für  ein  Viereck  folgt  z.  B.: 

2e7'  «=  aj  [ag  sin «j  —  aj  sin  («^  +  «s)]  +  ^a^  sin  «3. 


XVI. 


Zwölftes  Kapitel. 

Aufgaben  der  praktischen  Geometrie. 

§.  48.   Bestimmnng  von  Horizontalabständen. 

1.    Wenn   der   Abstand   zweier   Punkte   AB  =^  x   bestimmt 
werden   soll,  ohne  dafs  die  direkte  Messung  desselben  zulässig  ist, 
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während   beide  Grenzpunkte    zugänglieli    sind,    so    werden  Ton 
einem  dritten  Punkt  C  die  Strecken  -4C  =  6 
und  BG  =  a,  sowie  ^  AGB  =  y  gemessen 
und  es  ergiebt  sich  AB  gemäfs  §.  43,  2, 

Wird  noch  auf  GA  die  Strecke  GB^  =  a^ 
und  auf  GB  CAy  =  6i,  sowie  A^B^  =  c^ 
gemessen,  so  ist  im  Dreieck  A^B^G: 


cos  i-  = 


wobei  s,  5i,  «2,  «8  ^^s  ^®^  Seiten  a^,  6^,  q  zu  bestimmen  sind  und  es  giebt 
die  Gleichung  (gemäfs  §.  43,  2a  Anmerkung): 


x" 


(g  —  hY88^  +  («  +  &)'ggg8 


die  gesuchte  Entfernung  ohne  Winkelmessung« 

2.  Ist  nur  ein  Grenzpunkt  A  zugänglich  und.  kann  man 
a)  von  A  nach  B  und  G  sehen  und  von  G  nach  -4  und  B,  so  wird 
J!  C  =  J)  und  <^  jB  J^O  «=  a,  ^  J  (7jB  =  y  gemessen  und  AB  bestimmt 
nach  §.  43,  i. 

b)  Der  Satz  von  Menelaos  (§.  17,  la)  bietet  ein  Mittel,  diese 
Aufgabe  ohne  Winkelmessung  zu  lösen.  Wird  nämlich  ein  Signal- 
stab in  Cj  in  Richtung  von  BA  und  A^B^  aufgestellt  und  Aü^^d 
und  GBy  =  ai,  GA  =  6,  Gy^Ay^=c  und  ^i^i  =  Cy  gemessen,  so  ist 
in  dem  Dreieck  AB^G^  mit  der  Transversalen  GA^B 

^  X      &c,         X hc^  ^ hc^d 

1,  — 


X 


«1 
h 


X 

d 


X 


Cj      b  '      d  +  x        ttyC^      d        OyC  —  hCy^      ^       a^c  —  bc^ 

c)  Kann  man  von  A  nicht  nach  B  sehen,  dagegen  von  By  und 
G  aus,  so  wird  eine  Standlinie  B^G  =  a^  gemessen,  ebenso  AC='h 
und  ^  AGB  =  y,  ^  ^JBi^B  =  /S^.     Dann  ist 


BG- 


Ol  sin^i 


und 


sin  (ßi  —  y) 


iC" 


Z^  ••\'V  —  21)8  cosy. 
3.   Sind    beide   Grenzpunkte  J^  und  jB    unzugänglich,  so 
wird  eine  Standlinie  GD  =  a  gemessen,  von 
deren  Grenzpunkten  nach  A  und  B  gesehen 
werden    kann.      In    den    Grenzpunkten    der 
Standlinie    werden    die  Winkel   der  letzteren 
mit  den  Geraden   nach   A  und  B   gemessen 
a,  ß,  a^,  ßy.     Die  Seiten  AG  und  BG  des 
Dreiecks  J.JB (7  werden  dann  bestimmt  aus  den 
Dreiecken  AGB  und  BGB  nach  §.  43,  i  und 
dann  AB  nach  §.  43,  2;  dann  ergiebt  sich: 


Fig.  180. 
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^  -  [ün  (o  +  «,);  ^  [sm (ß  +  ft)/         ^  sin  («  +  «,)  »n  (^  +  ft )  ^^^^"^       ''> 

Statt  A  ABC  kann  auch  A  ABB  in  Betracht  gezogen  werden. 

4.  Aus  der  bekannten  Entfernung  zweier  Punkte  AB=c  (Fig.  180) 
und  den  Winkeln  a,  ß,  a^,  ß^,  welche  von  zwei  weiteren  Punkten  C  und 
D  gemessen  wurden  zwischen  den  Sehlinien  nach  den  anderen  Punkten, 
soll  die  Lage  dieser  Punkte  G  und  B  gegen  AB  bestimmt  werden 
(Hansen 'sehe  Aufgabe). 

Die  in  3  aufgestellte  Gleichung  zwischen  x  und  a  giebt  nun 
auch  aus  dem  bekannten  Werte  a;  «=  c  den  fraglichen  Wert  CB  =  a 
und  sodann  kann  auch  -4C,  -42)  u.  s,  w.  berechnet  werden. 

6.   Aus  der  bekannten  Lage  dreier  Punkte  ABC^ 

BC  =  a,    AC^b,    ^ACB  =  y, 

und  aus  den  in  einem  vierten  Punkt  B  ge- 
messenen Winkeln  der  Sehlinien  nach  jenen 
drei  Punkten 

^ABC=ß,    BBG=a, 

soll  die  Entfernung  des  Punktes  B  von  A^ 
B,  C  bestimmt  werden  (Snellius  1614,  meist 
die  Po thenot'sche  Aufgabe  genannt  1692).  —  Ist 

BC=x,    ^CAB  =  ai,    ^CBB  =  ß^, 

so  ist 

«  +  ^  +  «i  +  i8,  +  y  =  360»,  ^i  =  360»-(a  +  ^  +  y)-ai  =  *-«„ 

wenn 

360«  —(a  +  ß  +  y)  =  d 

gesetzt  wird.     Ferner  folgt: 


Fig.  181. 


X  = 


b  sintti 
sin  ß 


a  sin  ß, 
sina 


a  sin  (d  —  er,) 


sin  {d  —  «,) b  sin  a  sin  d  cos  a,  —  cos  d  sin  «,  b  sin  a 


a  sin  |3  ^ 


sin  Oft 


.».  ^        b  ama  .  b  smcc        .        ,     j. 

sin  0  cotg «1  —  cos  o  =  — .—3 ,     col^ a,  =  — r—^— t— ^  +  cotg o . 
^    ^  a  sm  |3  ^  ®    ^        a  sm  p  sin  a    '  ° 

Bestimmt  man  einen  Hilfswinkel  9  so,  dafs 

&  sina 


so  ist 

oder  (§.38,  6): 


cotg  ©  =        •    z,    •    *  * 
®  ^         a  sin  ß  sm  ^ ' 

cotg  «1  =  cotg  9  +  cotg  d 

.  •  sin  (cp  +  d) 

cotg  «,  =  -^-  -T-f 

®    '  8in  <p  sm  0 
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woraus  a^  erhalten  oder  direkt  l  sin  a^  (§.  39,  6)  bestimmt  und  hierauf 
X  berechnet  wird. 


Beispiel. 

a=    41 
&=    52 
«=    43^36' 10" 
ß^    59^5r48" 

y=  139^4' 50" 

242M8'48''' 

d  =  ii7nri2" 

(62M8'48"  II) 
<p-=    4P2r39" 


ifc  11,71  600 
Z  sin«! 0,83 863  —  1 
ii,"55463 
la   1,61278 
Isinß  0,93737  —  1 
Isind  0,9^916— J. 
r,49"93l'  " 
icotg9|0,05532 


l  sin  9? 
2sin  ^ 


0,82007-1 
0,94916-1 


0,76923-1 
Z8in(y  +  <^):0>56316-1 
Zcotgai  0,79393-1 


l  sin  a^ 

Ib 

Cl  sin  ß 


Ix 


0,92894-1 
1,71600 
0,06263 
1^70757 


«p  +  Ä  =  158«32'51" 

(21«27'  9"  II)  X  =  51. 

Hieraus  dann  weiter  AD  =  53,  BD  =  58. 

Graphisch  wird  die  Aufgabe  gelöst  durch  Konstruktion  von  Kreide 
um  a  und  b  als  Sehnen  mit  a  bezw.  ß  als  zugehörigen  Peripherie- 
winkeln (I.  Teil,  Übungen  §.  14,  6).  Die  Aufgabe  wird  unbestimmt, 
wenn 

a  +  /5  +  y  =  180^ 

Es  fallen  dann  beide  Kreise  in  einen  zusammen;  dann  ist 

*=180^,     cotg*  =  +cx). 

6.  In  einem  Punkt  S  seien  die  Winkel  der  Strahlen  nach  tier 
Punkten  AB  CD  einer  Geraden  gemessen: 

^ASB  =  a,    BSC=ß,    ^CSD  =  y 

und  aufserdem  die  beiden  Strecken 

AB^a,    CD  =  b] 

man  soll  BC  berechnen. 

Da   die  Punkte  und  Strahlen  perspek-  ^ 
tivisch  sind,  so  folgt  aus  §.  21,  2: 


Fig.  182. 


a 

X 


a  -\-  X  -\-  b 


sin  a     sin  (a  4"  P  4"  y) 
Bin  ß  '  sin  y 


oder 


Bin «  •  Bin  y  \       •      /        i        ? 


woraus  x  zu  berechnen  ist. 


§.  49, 
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§.  49.  Bestimmnng  von  HShen. 

1.  Es  ist  die  Höhe  eines  Punktes  S  über  einem  Punkt  Ä 
zu  bestimmen,  von  welchem  aus  eine  Standlinie  AB  =  a  nach 
der  Lotlinie  des  Punktes  S  gerichtet  ist. 

a)  Läuft  die  Standlinie  ^f  =  a  horizontal,  so  sind  an  beiden 
Grenzpunkten  die  Höhen winkel  a  und  ß  zu  messen.   ^ 
Es  ist  dann  ^. 

SB 


und 


a  Bince 

8in((J'— ~ä) 


also 


X  =  SB  '  sin  ß, 

a  Bina  '  sin  ß 

sin  (j5  —  a) 

b)  Läuft  die  Standlinie  AB  nicht  horizontal,  so  wird  aufser 
den  Höhenwinkeln  a  und  ß  auch   der 
Neigungswinkel   y   der  Standlinie   be- 
stimmt.    Es  ist  dann 


Bin  (j5  —  a)   ' 


X  =  SA  sin  a 


a  sin  a  sin  (ß  —  y) 


Fig.  184. 


sin  (p  —  a) 

2.  Ist   die  Standlinie  AB  nicht 
nach  der  Lotlinie  des  Punktes  S 
gerichtet,  jedoch  a)  horizontal,  so  werden  in  ihren  Grenzpunkten 
die  Winkel  a   und  ß,  welche   die   Standlinie    mit    den   horizontalen 
Richtungen   nach    der    Lotlinie   bildet,    gemessen 
und  aufserdem  ein  Höhenwinkel  y. 

Es  ist 


AF^ 


a  sin^ 


^AFS-^B,     folglich       ^a. 


L 


X 


sin  (a  +  (3) ' 

^^y        Bin(a  +  ^) 
Statt  dessen  können  auch  zwei  Strecken 
AB  =  ay    BC=b 
einer  horizontalen  Standlinie  gemessen  werden 


Fig.  185. 


und    dazu    die 
Grenzpunkten. 


Höhen  winkel  a,   ß. 
Alsdann  ist 

AF  =  X  cotga, 

BF  =xcotgß, 

CF  =  X  cotgy. 


y   in   deren 


Fig.  186. 
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§.  4».  50. 


Nach  §.  26,  4  folgt: 
x^  cotg *a  •  6  +  ^*  cotg ^y  .  a  =  a;*  cotg */J(a  +  6)  +  aft(a  +  6) 


x" 


ahifl  +  6) 


a  cotg  *y  +  ^  cotg  *a  —  (a  +  6)  cotg  *p 
b)  Ist  die  Standlinie  nicht  horizontal^ 
so   ist   ihr  Neigungswinkel  y   ^^  messen  und 
aufserdem  die  Horizontalwinkel 

FAB^^a,    FB,A=ß 
und  der  Höhenwinkel 

FAS  =  d. 

Es  ist 

ABiainß 


AB^  «=  a  cos  y,    AF  = 

folglich  a?  =  ^i''  tg  (J         oder: 

a  sin  p  cos  y  tg  d 

^  8in(a  +  ft 


sin(a  +  P)' 


Pig,  187. 


§.50.  Flächenteilang. 

1.    Es  ist  ein  Dreieck  ABC  parallel  zu  einer  gegebenen  Rich- 
tung im   Verhältnis  p:  q  zu  teilen.     Diese  Rich- 
tung macht  mit  AB  den  Winkel  d.    Aus  §.  25,  4 
folgt: 


BXBY 


P  +  q' 


BX^  = 


ac 


■=n^         BXsinS 

Sin  (y  +  S) 
sin  (y  +  S) 


p  +  q^^  sin  ^ 

2.  Ein  Viereck  AB  CD  ist  parallel  zu  einer 
Richtung  im  Verhältnis  p  :  q  zu  teilen.     Diese  Richtung  macht  mit 
AD  den  Winkel  e.  Wenn  AD  und  BC  einander  in  S  schneiden,  so  ist 


— "->S^ 


Pig.  189. 


q(J  +  CDS)  +  p  •  CDS        qa^  •  sin  a  sin  ^  +  pc'  •  sin  y  sin  d 


P  +  i 


2(p  +  g)Bin(«  +  P) 
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and  da 

so  ist 

SX  =7 — ,    v^      ^--57    T" ST  (ga*  sm  asinß  4-  pr  sin  y  sin  o) 
(p  +  g)  am  e  sm  *(«  +  P)  ^^  rix'  f  j 

w^obei  noch 

ÄX=5X  +  ^'^^°?^.. 

'    8in(a  +  ^) 

snbstitaiert  werden  kann. 

3.  Es  ist  ein  Viereck  AB  CD  von  einem  in  einer  Seite  ge- 
legenen Punkt  T  aus  in  einem  gegebenen  Verhältnis  p :  g  zu  teilen. 
—  Ist  YC  =  m  und  setzt  man 

-^^r  »_      c  sin  ^  m  vm{a  -^  P)  -\-  c  nnd 

'    Bin  (a  +  P)  Bin  (a  -f-  f) 

in  die  Formel  in  2  ein,  so  folgt: 


"oY^ ?a*  Bin  a  sin  ^  +  pc"  sin  y  sin  9 

(P  +  <Z)  »in  (a  +  ^)  (m  sin  («  +  ^)  -[-  c  sin  d) ' 


wo  wieder 


'    sin  (a  +  p) 


gesetzt  werden  kann. 


Übungsaufgaben. 


Aufgaben  zum  ersten  Kapitel. 

§.1. 

1«   Zeichne  drei  Strecken  a  ^=21  mm^  &  =:  56  mni;  c  =  35  mm^  §.  i. 
gieb  ein  gemeinsames  Mafs  derselben  an  und  erprobe  es. 

2.  Auf  einer  Strecke  a  kann  eine  andere  b  xmal  abgetragen 
werden,  dann  der  Rest  c  auf  b  ymal  und  der  jetzt  bleibende  Rest  d 
auf  c  je^maly  wobei  kein  Rest  bleibt  Man  soll  das  Verhältnis  von  a 
zu  b  berechnen.  —  Beispiel:  a;  =  4,   y  =  3,   fs  =  5. 

3.  Auf  einer  Geraden  sei  eine  Strecke  AB  =  20  mm  durch  einen  §.  2. 
Punkt  Q  .geteilt.    Man  soll  fQr  verschiedene  Lagen  von  Q,  so  dafs 
AQ  =  5,  16,  25,  —  4  mm  wird,  Art  und  Grofse  des  Verhältnisses 
V=AQ:  QB  berechnen. 

4.  In  der  vorigen  Aufgabe  werde  Q  um  2  cm  in  der  Gäraden 
nach  der  einen  oder  andern  Richtung  verschoben;  man  soll  zuerst 
ohne  Rechnung  die  Art  der  Änderung  von  V  angeben  und  dann  das 
neue  Verhältnis  berechnen. 

5.  Auf  einer  Geraden  seien  von  einem  Punkt  A  aus  nach  einerlei 
Richtung  drei  weitere  Punkte  P,  Q,  R  bzw.  entfernt  um  11,  23, 
38  mm;  welches  sind  die  Werte  der  zwischen  P,  Q,  R  möglichen 
Teilverhältnisse  ? 

6.  Wo  liegt  auf  der  Strecke  AB  =  20  mm  (bzw.  auf  deren  Ver- 
längerung) der  Teilpunkt  Q,  dessen  Teil  Verhältnis  AQiQB  ^=  i,  9, 
—  3^,  —  I  sein  soll?  Die  Strecke  AB  ist  zu  zeichnen  und  die  Re- 
sultate sind  einzutragen. 

7.  Wo  liegt  der  Endpunkt  einer  Strecke  AB,  wenn 

AQ=  18  (24)  mm        und         AQ:QB  =  6  (-  7). 

8.  a)   Welche  Grofse  haben  die  drei  Mittel  zu  zwei  Strecken  a  §.  3. 
und   by  wenn  letztere  in  Millimetern  gegeben   sind:  a)   10  und  40? 

ß)  20  und  180?     y)  10  und  90? 

b)  Suche  weitere  durch  Zahlen  angebbare  Strecken,  deren  drei 
Mittel  sich  wieder  durch  ganze  Zahlen  angeben  lassen. 

c)  Berechne  das  harmonische  Mittel  zu  folgenden  Saitenlängen, 
welche  harmonische  Klänge  geben:  1,  ij;    1,  |;    J,  ^;    1,  |;    },   J. 


L«hrbach  der  Elementar-Qeometrle.   H.  12 
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Aufgaben  zum  zweiten  E^apiteL 

§.  2.  Lehrsätze. 

§•6-  1.    Zieht   man   von   beliebigen  Punkten  einer  Geraden  je  zwei 

Strahlen  nach  den  Grenzpunkten  einer  zur  ihr  parallelen  Strecke,  so 
werden  auf  einer  dritten  Parallelen  durch  jedes  Strahlenpaar  gleich 
grofse  Strecken  begrenzt. 

§.  6.  2.  Wenn  drei  Strahlen  eines  Punktes  auf  zwei  Geraden  propor- 

tionale Strecken  begrenzen^  so  sind  letztere  Gerade  parallel. 

3.  Von  drei  parallelen  Strecken  im  Zweistrahl  ist  das  Verhältnis 
der  Differenz  der  ersten  beiden  zur  Differenz  der  letzten  gleich  den 
Verhältnis  der  zugehörigen  Abschnitte  auf  einem  Strahl. 

4.  Teilt  eine  von  drei  parallelen  Strecken  c  im  Zweistrahl 
die  Abschnitte  zwischen  den  beiden  andern  a  und  b  im  Verhältnis 
p  :q,  so  ist 

5.  Für  jedes  Dreieck  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Ent- 
fernungen der  Ecken  von  irgend  einer  Geraden  gleich  der  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  dieser  Geraden. 

6.  Von  drei  Kreisen,  welche  zwei  Punkte  gemeinsam  haben,  be- 
grenzen zwei  die  durch  einen  dieser  Punkte  gezogenen  Greraden  und 
der  dritte  teilt  diese  so,  dafs  das  Teilverhältnis  fßr  alle  das  gleiche  ist. 
—  Andeutung:  Man  ziehe  auch  durch  den  andern  gemeinsamen  Punkt 
eine  Gerade  und  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Schnittpunkte. 

§.  3.  Berechnungen  nnd  Konstruktionen. 

§•  7-  7«  Der  Mefskeil,  welcher  benützt  wird  zum  Messen  des  kleinen 

Abstands  zweier  horizontal  (auf  Böcken)  liegenden  Mefsstangen^  ist 
ein  Keil,  dessen  obere  Breite  a  und  dessen  Länge  l  sei.  Wie  ist  die 
Länge  l  einzuteilen,  damit  die  Zahl  des  Teilstrichs,  bis  zu  welchem 
der  Mefskeil  zwischen  den  Stangen  einsinkt,  zugleich  den  Abstand  der 
letzteren  giebt? 

8.  a)  Trägt  man  auf  einer  Geraden  zehn  beliebige  gleiche  Teile 
ab,  am  Endpunkt  normal  zu  ihr  ein  mm  und  verbindet  man  den 
Endpunkt  des  letzteren  mit  dem  Anfangspunkt  der  Strecke,  so  lassen 
sich  auf  den  Normalen  der  übrigen  Teilpunkte  ^,  •^,  ^  mm  u.  s.  f. 
abmessen. 

b)  Man  soll  einen  Trans versalmafsstab  konstruieren  för  ^,  sV 
^7  lihf  -^  ^'  w.  G.  (=  der  wahren  Grofse). 

9.  Durch  einen  Punkt  soll  eine  Gerade  derart  gezogen  werden. 
dafs  sie  auf  den  Schenkeln  eines  Winkels  Strecken  von  gegebenem 
VerhäUnis  p  :  q  begrenzt. 
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10.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Gerade  so  zu  ziehen, 
dafs  die  zwischen  die  Schenkel  eines  gegebenen  Winkels  fallende 
Strecke  durch  den  Punkt  in  gegebenem  Verhältnis  p :  q  geteilt  wird. 

11.  Durch  einen  Punkt  soll  eine  Gerade  so  gelegt  werden,  dafs 
ihre  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punkten  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnis p  :  q  stehen. 

12.  Es  sind  zwei  Strecken  zu  konstruieren,  deren  Summe  s  (bzw. 
Differenz  d)  und  Verhältnis  p :  q  gegeben  ist. 

13.  Zwei  mit  ihren  Nullpunkten  zusammengelegte  Mafsstäbe 
(oder  solche,  die  an  diesen  Punkten  durch  ein  Charnier  verbunden 
sind,  Proportional-Zirkel)  sollen  benützt  werden,  um: 

a)  zu  einer  gegebenen  Strecke  a  die  Strecken  ff  a,  ^^a  u.  s.  f.  zu 
finden.  (Mache  den  Winkel  beider  Lineale  so  grofs,  dafs  bei  85  mm 
a  als  TransTersale  hineinpafst  und  messe  den  Abstand  bei  35  mm.) 

b)  zu  drei  Strecken  a,  5,  c  die  vierte  Proportionale  x  zu  finden: 
a:h  =  c:x.  (Trage  a  auf  beide  Mafsstäbe  ab,  öffne  den  Winkel 
derselben,  bis  b  in  den  Endpunkten  von  a  als  Transversale  in  den 
Winkel  pafst,  trage  o  auf  beide  Mafsstäbe  ab;  der  Abstand  der  End- 
punkte von  c  ist  X.) 

.  c)  das  Produkt  zweier  Zahlen  a-  b  zu  bestimmen  (1  :a  =  b  :  ab), 
d)  den  Quotienten  zweier  Zahlen  a:b  zu  bestimmen 

(i..l-a:|). 


Aufgaben  zum  dritten  KapiteL 

§.4.  Lehrsätze. 

1.  In  einem  Dreieck  ist  das  Verhältnis  zweier  Höhen  reciprok  §.  s. 
zu  dem  der  zugehörigen  Seiten. 

2.  In  einem  Dreieck  ist  die  Verbindungsgerade  der  Höhenfufs- 
punkte  auf  zwei  Seiten  antiparallel  der  dritten  Seite. 

3.  In  einem  Dreieck  teilt  der  Schnittpunkt  der  drei  Höhen 
letztere  so,  dafs  das  Produkt  der  Abschnitte  für  alle  den  gleichen 
Wert  hat. 

i.  Ist  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  eine  Kathete  die  mittlere 
Proportionale  zur  Hypotenuse  und  zur  andern  Kathete,  so  ist  letztere 
gleich  der  Projektion  der  ersteren  Kathete  auf  die  Hypotenuse. 

5.  ümkehrung  dieses  Satzes. 

6«  Im  rechtwinkeligen  Dreieck  verhalten  sich  die  Normalprojek- 
tionen der  Katheten,  wie  die  Quadrate  der  Katheten. 

7.  Zieht  man  durch  Irgend  einen  Punkt  eines  Kreisbogens  zwei 
Parallelen  zu  den  Tangenten  der  Grenzpunkte  desselben,  so  ist  die 

12* 
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von  der  zugehörigen  Sehne  begrenzte  Strecke  einer  dieser  Parallelen 
die  mittlere  Proportionale  zu  den  Abschnitten  der  Sehne^  die  nicht 
zwischen  den  Parallelen  liegen. 
9.  8.   Legt  man  durch  zwei  Punkte  A  und  B  beliebige  Kreise^  so 

sind  die  von  einem  dritten  Punkt  G  der  Geraden  AB  2iU  diese  Iireise 
gezogenen  Tangenten  alle  einander  gleich. 

9.  In  einem  Kreise  verhalten  sich  di©  Quadrate  zweier  von  einem 
Punkt  ausgehenden  Sehnen  wie  ihre  Normalprojektionen  auf  den 
Durchmesser  dieses  Punktes. 

10.  Die  Tangente ;  welche  in  einem  Eck  eines  Dreiecks  an  den 
umgeschriebenen  Kreis  gezogen  wird,  teilt  die  Gegenseite  im  Ver- 
hältnis der  Quadrate  der  anliegenden. 

111  Alle  Strecken  von  einem  Punkte  der  Peripherie  eines  Kjeises, 
welche  einerseits  von  diesem  Kreis,  andrerseits  von  einer  zum  Durch- 
messer des  ersteren  Punktes  normalen  Geraden  begrenzt  werden,  teilt 
jener  Punkt  so,  dafs  das  Produkt  der  Abschnitte  konstant  isi 

13.  Durchschneidet  in  vorangehender  Aufgabe  die  Normale  den 
Kreis,  so  ist  das  genannte  Produkt  gleich  dem  Quadrat  der  Sehne 
von  dem  erstgenannten  Punkt  nach  dem  Schnittpunkt  der  Geraden 
und  des  Kreises. 

13.  Zi^ht  man  in  einem  Sehnenviereck  ABGD  zu  der  Tangente 
des  Punktes  A  eine  Parallele,  welche  von  AB^  AG  und  AD  bzw.  in 
Bif  C^  und  D^  getroffen  werde,  so  ist  diese  Parallele  antiparallei 
zu  BG,  GB  und  BD  in  den  zugehörigen  Zweistrahlen  aus  A  —  Es 
soll  hierdurch  nachgewiesen  werden,  dafs 

AG'BD  =  AB'GD  +  AD'  BG, 

(Vgl.  §,  26,  7). 

§.  5.  Konstruktionen. 

14.  Es  soll  der  Satz  §.  9,  la  zur  Konstruktion  der  vierten  Pro- 
portionale der  Strecken  a,  fe,  c  benützt  werden. 

15.  Es  soll  die  mittlere  Proportionale  zu  a  und  b  gemäfs  §,  9,  - 
konstruiert  werden. 

16.  Es  ist  eine  Strecke  a)  innen  oder  b)  aufsen  so  zu  teilen, 
dafs  eine  zweite  gegebene  Strecke  mittlere  Proportionale  zu  beiden 
Abschnitten  ist. 

17.  Es  ist  eine  Strecke  a  innen  oder  aufsen  so  zu  teilen,  dafs  das 
Produkt  der  Abschnitte  gleich  dem  Produkte  zweier  gegebenen  Strecken 
b  und  c  ist.  (Man  nimmt,  je  nach  dem  a^b  -{-  c  bzw.  ö  ^  i  —  ^ 
ist,  a  oder  letztere  Gröfse  als  Durchmesser.) 


Übungsaufgaben  zu  Kapitel  4.  181 

Aufgaben  zum  vierten  Kapitel. 

§.  6.  Lehrsätze. 

1.  Ein  Lineal  SÄA^  ist  um  einen  Punkt  S  drehbar,  in  A  und  §•  n 
A^  sind  zwei  weitere  Lineale  AB  und  A^B^  der  Art  befestigt,  dafs 

sie  um  diese  Punkte  sich  drehen  lassen.  Die  Längen  AB  und  A^B^ 
entsprechen  der  Proportion  SA  :  S^A^^=  AB  :  A^By,  Der  Endpunkt 
B  ist  durch  ein  Lineal  mit  einem  Punkt  C  auf  A^B^  verbunden, 
welcher  so  liegt,  dafs  AyG=AB,  BC  =  AA^  ist  (Pantograph, 
Storchschnabel).  Man  beweise  die  Richtigkeit  folgender  Aussagen: 
a)  Die  Punkte  SBB^  liegen  auf  einer  Geraden;  b)  es  verhält  sich 
SBiSBi  =  SA:  SA^]  c)  beschreibt  B^  irgend  eine  Figur,  so  be- 
schreibt B  eine  solche,  welche  mit  ersterer  perspektivisch  ähnlich  ist 
in  Bezug  auf  S  als  ÄhnL'chkeitspunkt.  Die  homologen  Strecken  beider 
Figuren  verhalten  sich  wie  SA^ :  SA, 

Wenn  die  vier  Lineale  gleich  lang,  jedes  in  36  gleiche  Teile  ge- 
teilt sind  und  in  jedem  Teilpunkt  das  eine  an  dem  andern  drehbar 
befestigt  werden  kann,  wie  ist  der  Apparat  zusammenzustellen,  um 
zu  einer  Figur  eine  ähnliche  zu  zeichnen,  deren  Strecken  zu  denen 
der  ursprünglichen  sich  verhalten  wie  1:2,  1:3,  1:4,  1:6,  2:3, 
2:9,    3:4,    4:9,    4:3,    1:1? 

2.  Regelmäfsige  Vielecke  von  gleicher  Seitenzahl  sind  einander 
ähnlich.  Sie  liegen  perspektivisch,  wenn  ein  Seitenpaar  in  ihnen 
parallel  ist. 

3.  Regelmäfsige  Vielecke  von  gleicher  und  gerader  Seitenzahl, 
von  welchen  zwei  Seiten  parallel  sind,  sind  p.  ä.  in  Bezug  auf  einen 
inneren  und  einen  äufseren  Ähnlichkeitspunki 

4.  Zieht  man  in  einem  Dreieck  von  dem  Schnittpunkt  einer 
Höhe  mit  einer  Seite  Normale  zu  den  beiden  andern  Seiten,  so  ist 
die  Verbindungsgerade  der  Fufspunkte  der  letzteren  parallel  zur  Ver- 
bindungsgeraden der  Fufspunkte  der  beiden  andern  Höhen. 

5.  Fällt  man  in  einem  Dreieck  von  dem  Fufspunkt  A^  einer 
Hohe  AA^  Normale  nach  den  Seiten,  A^B^J-  AG  und  A^C^J^AB, 
sowie  auf  die  beiden  andern  Höhen,  AyC^  ±  CCi,  A^B^  1.  BB^y  so 
liegen  die  vier  Fufspunkte  dieser  Normalen  auf  einer  Geraden.  (Da 
A  A^B^C^  p.  ä.  BB^Cyj  so  fällt  nach  dem  vorhergehenden  Satze 
B^C^  auf  BgGj.) 

6.  In  einem  Viereck  gehen  die  Verbindungsgeraden  der  Mitten 
der  Gegenseiten  und  der  Mitten  der  Diagonalen  durch  einen  Punkt. 
(Je  drei  Punktpaare  bilden  p.  ä.  Dreiecke.) 

7.  Zieht  man  zu  den  Parallelen  eines  Trapezes  eine  Parallele, 
welche  von   den   beiden  Diagonalen    begrenzt   wird    und   durch   die 
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Grenzpunkte  zu  je  einer  der  andern  Seite  eine  Parallele^  die  ebenfalls 
durch  die  Diagonale  begrenzt  wird,  so  bestimmen  die  vier  Grenz- 
punkte ein  Trapez,  das  dem  ursprünglichen  p,  ä.  ist. 

8.  Ein  Dreieck,  in  welchem  zwei  Schwerlinien  einander  gleich 
sind,  ist  gleichschenkelig. 

9.  Gleichschenkelige  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  ihre  Winkel 
an  der  Spitze  übereinstimmen,  oder  die  an  der  Grundseite. 

10.  Zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  im  Ver- 
hältnis der  beiden  Katheten  oder  im  Verhältnis  einer  Kathete  zur 
Hypotenuse  übereinstimmen. 

11.  In  ähnlichen  Dreiecken  entsprechen  einander  die  Hohen  ent- 
sprechender Seiten,  die  Halbierenden  entsprechender  Winkel,  die  zu- 
gehörigen Abschnitte  u.  s.  w. 

12.  Dreiecke,  deren  Seiten  paarweise  aufeinander  normal  stehen, 
sind  ähnlich. 

13.  Zieht  man  durch  den  einen  Schnittpunkt  zweier  einander 
schneidenden  Kreise  zwei  Strahlen,  welche  jeden  dieser  Kreise  noch 
in  einem  weiteren  Punkt  schneiden,  so  werden  durch  die  beiden 
Schnittpunkte  je  eines  Strahles  und  durch  den  zweiten  Schnittpunkt 
beider  Kreise  Dreiecke  bestimmt,  welche  einander  ähnlich  sind. 

14.  Es  giebt  für  zwei  Strecken  AB  und  A^B^  (oder  irgend 
zwei  gleichwendige  ähnliche  Figuren)  stets  einenPunktS  (Situations- 
punkt) von  der  Lage,  dafs  durch  eine  Drehung  um  ihn  beide 
Strecken  p.  ä.  werden  zu  demselben  Punkt  als  Ahnlichkeitspanki 
Dieser  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  der  Kreise,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt C  der  Geraden  AB  und  A^B^  und  durch  AA^^  bzw.  j5£, 
gelegt  werden.  —  Andeutung:  Die  Winkel  ASA^  und  BSB^ 
stimmen  mit  ACA^  überein,  woraus  folgt  <^  ASB  =  AiSB^]  ebenso 
ist  ^SAC=SA,a 

§11.  16.   Es    giebt   für   zwei  Strecken  AB  und  A^Bj^   (oder  irgend 

^'  ^^'  zwei  gegenwendige  ähnliche  Figuren)  stets  zwei  zu  einander  normale 
Geraden  q  und  j^  von  der  Lage,  dafs  durch  eine  QmWendung  um  die 
eine  oder  andere  Gerade  beide  Strecken  p.  ä.  werden  zu  dem  Schnitt- 
punkt der  Geraden  als  Ähnlichkeitspunkt.  —  Andeutung:  Zieht  man 
in  der  Figur  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Winkelhalbierenden  zu 
ASAi  und  BSB^,  so  treflfen  dieselben  die  Geraden  AA^  bzw.  BB^ 
in  zwei  Punkten  X,  Y,  ebenso  die  Halbierenden  der  Nebenwinkel 
zu  den  genannten  Winkeln  in  zwei  Punkten  Xj,  Y^,  Beschreibt  man 
über  XXj  und  YY^  als  Durchmesser  Kreise,  so  gehen  beide  durch  S 
und  durch  einen  zweiten  Punkt  Äj.  Aus  der  harmonischen  Teilung 
der  Geraden  A^XAX^  bzw.  B^YBY^  folgt,  dafs 

^BS^Y=  YSB,,        ^  ASX  =  XS,A,, 
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ferner  (§.  20,  ib) 

SiB:S^Bi  =  SB:SB,  =  SÄ:SÄ,  =  AS,:S,A,     und     =ÄB:ÄiB, 

(nach  der  vorangehenden  Aufgabe) ,  woraus  sich  weiter  ergiebt 

A  ABS,  oo  A,S,B,,        ^AS,B  =  A,S,B,. 

Darnach  ist  XS^  Y  eine  Gerade;  S^  Y^  fallt  in  die  Richtung  von  S^Xi, 
da  beide  auf  XS^  Y  normal  sind  u.  s.  w. 

16.    a)  Ein  Dreieck  ist  p.  ö.  zu  dem  Dreieck  der  Mitten  seiner  §.  il. 
Seiten. 

b)  Dem  Höhenpunkt  des  ersteren  (I.  Teil,  §.  36,  3)  entspricht  in 
dem  zweiten  Dreieck  der  Mittelpunkt  des  dem  ersteren  umgeschrie- 
benen Kreises. 

c)  Die  Strecke  zwischen  beiden  Punkten  wird  durch  den  Schwer- 
punkt im  Verhältnis  2  :  1  geteilt 

d)  Zieht  man  in  ersterem  Dreieck  Ecktransversalen  durch  einen 
Punkt  und  durch  die  Mitten  der  Gegenseiten  jeweils  Parallele  zu 
diesen  Ecktransversalen,  so  gehen  diese  Parallelen  ebenfalls  durch 
einen  Punkt.  Die  Verbindungsstrecke  beider  Punkte  wird  durch  den 
Schwerpunkt  im  Verhältnis  2  :  1  geteilt. 

e)  Der   einem  Dreieck  umgeschriebene  Kreis  liegt  p.  Q.  zu  dem  §.  12. 
durch  die  Mitten  der  Seiten  gehenden  Kreis;  dabei  ist  der  Schwer- 
punkt innerer  Ahnlichkeitspunki     Ihre  Radien  stehen  im  Verhältnis 
2:1. 

f)  Der  Mittelpunkt  des  letzteren  Kreises  halbiert  den  Abstand 
des  Mittelpunkts  des  umgeschriebenen  Kreises  und  Höhenpunkts. 

g)  Der  letztere  Kreis  geht  auch  durch  die  Fufspunkte  der  Höhen 
des  Dreiecks. 

h)  Der  Höhenpunkt  ist  äufserer  Ahnlichkeitspunkt  beider  Kreise. 

i)  Der  kleinere  Kreis  geht  durch  die  Mitten  der  vom  Höhen- 
punkt nach  den  Ecken  gezogenen  Strecken. 

k)  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  halbiert  die  Verbindungs- 
streckbn  von  den  Seitenmitten  nach  den  eben  genannten  Mittelpunkten. 

1)  Der  Abstand  des  Mittelpunkts  des  umgeschriebenen  Kreises 
von  einer  Seite  ist  gleich  der  Hälfte  des  obem  Abschnitts  der  zu- 
gehörigen Höhe. 

m)  Die  Mittelpunkte  zweier  obem  Höhenabschnitte  bestimmen  mit 
den  Mittelpunkten  der  zu  den  betreffenden  Höhen  gehörigen  Seiten 
je  ein  Rechteck. 

n)  Verlängert  man  einen  untern  Höhenabschnitt  um  seine  eigene 
Lange,  so  liegt  der  Endpunkt  der  Verlängerung  auf  dem  umgeschrie- 
benen Kreis. 

0)  Verlängert  man  die  Strecke  vom  Fufspunkt  einer  Höhe  nach 
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dem  Schwerjjunkt  um  ihre  doppelte  Länge,  so  liegt  der  Endpunkt  auf 
dem  umgeschriebenen  Kreis. 

p)  Die  auf  den  Strahlen  des  Höhenpunkts  zwischen  beiden 
Kreisen  liegenden  Strecken  werden  durch  den  Hohenpunkt  aufsen  in 
gleichem  Verhältnis  1  :  2  geteilt. 

q)  Die  auf  den  Strahlen  des  Schwerpunkts  zwischen  beidcD 
Kreisen  liegenden  Strecken  werden  durch  den  Schwerpunkt  in  gleichem 
Verhältnis  geteilt. 

17.  a)  Der  Kreis  durch  zwei  Ecken  und  den  Höhenpunkt  eiues 
Dreiecks  ist  gleich  dem  umgeschriebenen  Kreis  des  Dreiecks. 

b)  Beide  Kreise  liegen  symmetrisch  zu  der  Seite  zwischen  beiden 
Ecken  als  Axe. 

c)  Die  Mittelpunkte  der  drei  so  bestimmten  Kireise  bDden  ein 
Dreieck,  welches  mit  dem  gegebenen  Dreieck  diametral  liegt  zum 
Mittelpunkt  des  Kreises  durch  die  Seitenmitten  als  Centrum. 

18.  a)  Verbindet  man  in  einem  Dreieck  ein  Eck  mit  dem  Punkt 
in  welchem  die  Gegenseite  durch  den  ihr  angeschriebenen  Kreis  be- 
rührt wird,  so  geht  diese  Gerade  durch  den  Endpunkt  des  zur  ge- 
nannten Seite  normalen  Durchmessers  des  eingeschriebenen  Kreises 
(§.  12,  ib). 

b)  Diese  Verbindungsgerade  ist  parallel  dem  Radius  des  letzteren 
Kreises  nach  der  Mitte  der  genannten  Seite  (s.  1.  Teil,  §.  37,  Zus.  2). 

c)  Die  Ecktransversalen  zu  den  Berührungspunkten  der  drei  an- 
geschriebenen Kreise  auf  den  Sieitenstrecken  gehen  durch  einen  Punkt 
(Nagel'schen),  welcher  mit  dem  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen 
Kreises  und  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  auf  einer  Geraden  liegt: 
der  Schwerpunkt  teilt  die  Strecke  der  beiden  andern  Punkte  im  Ver- 
hältnis 2  :  1  (dies  folgt  aus  b  und  Nr.  16  d.) 

§•  7.  Konstraktionen  und  Berechnungen. 

§11.  !•    Zu  einem  gegebenen  Vieleck  V  ist  ein  perspektivisch  ähn- 

liches Vi  zu  zeichnen,  wenn  der  (innere  oder  äufsere)  Ähnlichkeits- 
punkt gegeben,  dazu  noch: 

a)  das  einem  bestimmten  Eck  von   V  homologe  Eck  von  T'Vj 

b)  das  Seitenverhältnis  von  V  und   V^     1:2;    1  :  1;  jp:?; 

c)  eine  mit  einer  bestimmten  Seite  von  V  homologe  Seite  von  Yy 

2.  Über  einer  gegebenen  Strecke  ist  ein  Vieleck  zu  konstruieren, 
welches  einem  gegebenen  Vieleck  ähnlich  ist  und  in  welchem  die 
gegebene  Strecke  einer  bestimmten  Seite  des  letzteren  entspricht. 

3.  Es  sind  die  Seiten  eines  Dreiecks  zu  berechnen,  welches  einem 
Dreieck,  dessen  Seiteii  die  Längen  13,  14,  15  haben,  ähnlich  ist  und 
in  welchem  eine  Seiten  von  der  Länge  39  (bzw.  33^  oder  17)  der 
Seite  13  des  ersteren  entspricht 
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4«  Der  Schatten  eines  lotrechten  Stabes  von  a  m  Länge  ist  h  m 
auf  horizontaler  Ebene.  Wie  hoch  ist  ein  Turm,  dessen  Schattenende 
die  Entfernung  c  m  vom  Mittelpunkt  des  Grundrisses  hat? 

5.  Zu  zwei  ähnlichen  Punktreihen  auf  einem  Träger  ist  der  sich 
selbst  entsprechende  Punkt  (Ähnlichkeitspunkt)  zu  bestimmen,  mit 
Hilfe  zweier  ähnlichen  Dreiecke  über  homologen  Strecken. 

6.  Von  zwei  Kreisen  seien  die  Radien  r^  und  r^  und  die  Ent-  §.  12. 
fernung  d  ihrer  Mittelpunkte  in  mm  gegeben: 

ri  =  10,      4,     15,      6,     15 

r2=    6,       6,     10,      9,       5 

d  =  24,     10,       5,     10,      4 

Man  soll  die  Lage  ihrer  Ahnlichkeitspunkte  zeichnend  und  rechnend 
bestimmen. 

7.  Es.  ist  durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Sekante  zu  zwei 
Kreisen  zu  ziehen,  deren  Sehnen  sich  wie  die  zugehörigen  Radien  ver- 
halten. 

8.  Es  ist  ein  Dreieck  zu  konstruieren,  von  welchem  eines  der  §.  13. 
folgenden  Stücke  gegeben  ist. 

a)  eine  Seite,  b)  eine  Hohe,  c)  der  Radius  des  umgeschfiebenen 
Kreises,  d)  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises 
und  aufserdem  entweder 

a)  zwei  Winkel,  oder  ß)  das  Verhältnis  zweier  Seiten  und  ein 
Winkel,  oder  y)  die  Verhältnisse   der  drei  Seiten,  oder  d)  das 
Verhältnis   einer  Höhe  und  Seite  und  deren  Gegenwinkel,  oder 
»    b)  die  Verhältnisse  der  drei  Höhen. 

9.  Es  ist  ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  drei  Höhen  gegeben  sind. 

10.  Es  ist  ein  Trapez  zu  zeichnen,  von  welchem  eine  Grundseite, 
die  Winkel  an  ihr  und  das  Verhältnis  der  zweiten  Grundseite  zu 
einer  der  nicht  parallelen  Seiten  gegeben  ist. 

11.  Es  ist  ein  Dreieck  zu  zeichnen,  von  welchem  gegeben  ist  ein 
Eck,  die  Mitte  der  Gegenseite  und  der  Höhenpunkt.  (Man  bestimme 
den  Schwerpunkt  und  den  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises.) 

12.  Desgleichen,  wenn  gegeben  ein  Eck,  der  Höhenpunkt  und 
a)  das  Centrum  der  Ecken,  oder  b)  der  Schwerpunkt. 

13.  Desgleichen,  wenn  gegeben  ein  Eck,  der  Schwerpunkt  und 
das  Centrum  der  Ecken. 

14.  Man  soll  in  ein  Dreieck  ein  zweites  zeichnen,  das  einem 
weiteren  gegebenen  Dreieck  ähnlich  und  dessen  eine  Seite  einer  ge- 
gebenen Geraden  parallel  ist. 

15.  Es  ist  in  ein  Dreieck  ein  Viereck  zu  zeichnen,  so  dafs  zwei 
Ecken  desselben  auf  eine  Seite,   die  beiden  andern  auf  die  andere 
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Seite  fallen^  und  das  eiuem  gegebenen  Viereck  ähnlich  ist  (etwa  em 
Kechteck  mit  gegebenem  Seitenverhältnis). 

16.  Es  soll  in  einen  Sektor^  bzw.  in  ein  Segment  ein  Quadrat 
gezeichnet  werden. 

17.  Man  soll  in  einen  Kreis  oder  Halbkreis  ein  Rechteck  von 
gegebenem  Seitenverhältnis  zeichnen. 

18.  Es  soll  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  gezeichnet  werden, 
wenn  die  Höhe  zu  einem  Schenkel  und  die  Mittellinie  gegeben  ist 
(Nachdem  das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  gegebenen  Stucke  sind,  ge- 
zeichnet ist,  kennt  man  von  dem  an  die  Mittellinie  anzulegenden 
Dreieck  einen  Winkel  und  ein  Seitenverhältnis  i :  1.) 

19.  Man  soll  ein  Dreieck  zeichnen,  von  welchem  gegeben  ist  eine 
Seite  c,  deren  Gegenwinkel  y  und  das  Verhältnis  p  :  q  der  diesen 
Winkel  Halbierenden  zu  eiuem  Abschnitt,  welchen  letztere  auf  der 
Seite   c   bildet.      (Zu    dem    Eckpuukt    des    Abschnitts    als    A.- Punkt 

zeichnet  man  ein  Dreieck  aus  dem  Winkel  -|-  und  dem  Seitenverhält- 
nis p :  q,  welches  dem  fraglichen  Teildreieck  perspektivisch  ähnlich  ist.) 


Aufgaben  zum  flnften  Kapitel. 
§.  8.  Konstruktionen  and  Berechnungen. 

§.  16.  1.  Es  ist  ein  rechter  Winkel  durch  einen  Teilstrahl  so  zu  teilen, 

dafs  das  Teilverhältnis  1 :  2  (oder  1  :  3),  ferner  auch  so,  dafs  der 
eine  Teilwinkel  sich  zum  andern  wie  1  :  2  (oder  1  :  3)  verhält 

2,  In  den  so  geteilten  rechten  Winkel  ist  eine  Strecke  von  20  mm 
Länge  unter  einem  Winkel  von  45^  gegen  die  Schenkel  einzutragen; 
die  durch  den  Teilstrahl  bestimmten  Abschnitte  sind  zu  berechnen. 

3,  In  einem  gleichschenkeligen  Dreieck  ist  der  Winkel  an  der 
Spitze  zu  teilen  nach  dem  Teilverhältnis  t;  =  f ,  —  f.  Wie  wird  die 
Basis  geteilt? 

4,  Es  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  bestimmt  werden, 
dessen  Entfernungen  von  den  Schenkeln  eines  Winkels  ab  das  Ver- 
hältnis haben  t;  =  |,  |,  f ,  -  |,  -  f 

5,  Es  ist  ein  Punkt  zu  bestimmen,  dessen  Entfernungen  von  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  in  gegebenen  Verhältnissen  stehen. 

§.  16.  6.  In  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  a,  &,  c  sind,  soll  c  durch  einen 

Teilstrahl  des  Gegenwinkels  im  Verhältnis  p :  q  geteilt  werden;  femer 
soll  das  Teil  Verhältnis  des  Winkels  berechnet  werden.  Beispiel:  a»  13, 
&  =  15,    c  =  14,   |?:g  =  3:4. 

?•  Auf  den  Schenkeln  eines  Winkels  bilden  zwei  Transversaleu 
die  aneinander  angrenzenden  Abschnitte  a,  b  bzw.  a^,  6j.    Die  Ver- 
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bindungsstrecke   der  Endpunkte  von  b  und  b^  ist  c.     Wie  weit  ist 
der  Schnittpunkt  der   beiden  Transversalen  von  diesen  Endpunkten 

entfernt? 

§.  9.  Lehrsätze. 

1.  In  einem  Dreieck  mit  einer  Winkelteilenden  ist  das  Teilver-  §.  16. 
hältnis  des  Winkels  gleich  dem  Doppelverhältnis  aus  den  Abschnitten 
der  Gegenseite  und  aus  den  anliegenden  Seiten. 


2.     Das    Doppelverhältnis    der 


Strecken  von  je  einem  zweier  ent*  Winkel   von  je  einem  zweier  ent 


sprechenden  Punkte  perspektivi- 
scher Reihen  bis  zum  Schnittpunkt 
derselben  ist  für  irgend  ein  Paar 
perspektivischer  Teil  punkte  kon- 
stant; es  ist  entgegengesetzt  dem 
Teilverhältnis  der  durch  den  Schei- 
tel geteilten  Strecke  der  beiden 
erstgenannten  Punkte. 

3.  Werden  durch  drei  Strahlen 
eines  Büschels  irgend  welche  Trans- 
versalen begrenzt  und  geteilt,  so 
ist  das  Doppelverhältnis  einer  so 
geteilten  Strecke  und  der  Strahlen 
nach  den  Orenzpunkten  konstant 
für  alle  Transversalen. 


2\    Das    Doppelverhältnis    der 


sprechenden  Strahlen  perspektivi- 
scher Büschel  bis  zum  Scheitelstrahl 
derselben  ist  für  irgend  ein  Paar 
perspektivischer  Teilstrahlen  kon- 
stant; es  ist  gleich  dem  Teil  Ver- 
hältnis des  durch  die  Axe  geteilten 
Winkels  der  beiden  erstgenannten 
Strahlen. 

3'.  Werden  nach  drei  Punkten 
einer  Reihe  von  irgend  welchen 
Scheiteln  Geraden  gezogen,  so  ist 
das  Doppelverhältnis  eines  so  er- 
haltenen geteilten  Winkels  und  des 
Sinusverhältnisses  der  Winkel  seiner 
Schenkel  mit  dem  Träger  der  Reihe 


für  alle  Scheitel  konstant. 

4.  Zieht   man   durch    einen   Punkt  Ecktransversalen   zu    einem  §.  17. 
Dreieck  und  verwechselt  die  durch  sie  gebildeten  Abschnitte  je  eines 
Winkels  oder  je  einer  Seite,  so  gehen  die  diesen  Abschnitten  ent- 
sprechenden Ecktransversalen  ebenfalls  durch  einen  Punkt. 

5.  Errichtet  man  auf  den  Katheten  eines  rechtwinkeligen  Drei- 
ecks Quadrate  und  verbindet  je  ein  Eck  des  Dreiecks  mit  dem  Gegen- 
eck des  Quadrats,  so  schneiden  einander  beide  Verbindungsgeraden 
auf  der  Hypotenusenhöhe.    (Man  benütze  §.  5, 3,  §.  8, 3  a  und  §.  17, 2  b'.) 

6.  Wenn  von  dreien  durch  einen  Punkt  gehenden  Ecktransver- 
salen eines  Dreiecks  zwei  je  ^  der  Seite  von  einem  Eck  aus  ab- 
schneiden, so  wird  die  dritte  Ecktransversale  durch  den  gemeinsamen 
Schnittpunkt  halbiert.  * 

7.  Zieht  man  von  einem  Punkt  der  Peripherie  des  einem  Dreieck 
umgeschriebenen  Kreises  Normalen  zu  den  Seiten,  so  liegen  deren  Fufs- 
punkte  in  einer  Geraden  (Simson'sche  Gerade).  —  And.:  Man  ziehe  die 
Ecktransversalen  des  Punktes  und  benütze  die  entsprechenden  ähn- 
lichen Dreiecke,  um  die  Seitenabschnitte  in  diesen  Ecktransversalen  und 
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Normalen  auszudrücken.  —  Ein  anderer  Beweis  ergiebt  sich  aus  den 
Winkeln  der  Sehnenvierecke^  welche  der  Punkt  mit  je  einem  Eck  und 
den^Fufspunkten  auf  den  dieses  Eck  bildenden  Seiten  bestimmt 

8,  Fällt  man  vom  Fufspunkt  der  Hohe  auf  der  Seite  eines  Drei- 
ecks Normale  auf  die  beiden  andern  Seiten  und  Hohen,  so  liegen  die  rier« 
Punkte  auf  einer  Geraden.  (Spezieller  Fall  der  vorhergehenden  Aufgabe.) 

9«  Zieht  man  im  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  eines  Drei- 
ecks Normale  zu  diesen,  so  liegen  deren  Schnittpunkte  mit  den  Gegen- 
seiten in  einer  Geraden.  —  Andeutung.  Man  benütze  §.16,  la  mit  dem 
Schnittpunkt  als  Projektionscentrifti  für  jede  Seite  und  ihren  Teil- 
punkt und  beachte,  dafs  nach  I.  Teil  §.  18,  4b  die  Sinusverhaltnisee 
neben  dem  Tripelverhältnis  wegfallen. 

10.  Die  durch  einen  Punkt  gehenden  Ecktransversalen  eines 
Dreiecks  teilen  dessen  Seiten  so,  dafs  die  Summe  der  Teilverhältnisse 
zweier  von  einem  Eck  ausgehenden  Seitenstrecken  gleich  dem  Teil- 
verhältnis der  Transversalen  von  demselben  Eck.  — Andeutung.  Wende 
den  Satz  des  Menelaus  auf  die  beiden  durch  diese  Transversale  ge- 
bildeten Teildreiecke  an,  bestimme  daraus  die  Verhältnisse  der  andein 
Seiten  und  addiere. 

11  •  Von  zwei  Strahlen  eines  Punktes  auf  einer  Diagonale  eines 
Vierecks  schneidet  jeder  ein  Seitenpaar,  welches  nicht  einen  Grenz- 
punkt der  Diagonale  bildet,  in  zwei  Punkten  so,  dafs  das  in  fort- 
laufender Reihe  der  Teile  geordnete  Produkt  der  Teilverhältnisse 
=  +  1  istv  und  umgekehrt:  wenn  letztere»  der  Fall  ist,  s«  sclineiileB 
einander  die  beiden  Transversalen  in  einem  Punkt  der  Diagonale. 

12.  Hierbei  schneiden  einander  die  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
punkte je  eines  Seitenpaares,  welches  ein  Eck  der  Diagonale  bildet 
auf  der  zweiten  Diagonale  des  Vierecks  (vgl.  §.  22,  2). 

13«  Zieht  man  von  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eines  Dreiech 
Tangenten  an  den  eingeschriebenen  Kreis,  so  schneiden  diese  Tangenten 
die  Seiten  des  durch  die  Mittelpunkte  bestimmten  Dreiecks  in  drei  Punkten 
einer  Geraden.  —  Andeutung.  Man  wende  flir  jede  Seite  des  letzteren  Drei- 
ecks und  ihren  Teilpunkt  §.  16,  la  an,  indem  man  das  gegenüberliegende 
Eck  als  Scheitel  der  projizierenden  Strahlen  betrachtet,  femer  §.  17,  4  a 
und  berücksichtige,  dafs  die  Seiten  beider  Dreiecke  paarweise  parallel  sind. 

14.  Aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon  sollen  folgende  ab- 
geleitet werden: 


a)  Die  Seiten  eines  Sehnendreiecks 
geben  mit  den  jeweils  gegenüber- 
liegenden Seiten  des  zugehörigen  Tan- 
gentendreiseits  drei  Schnittpunkte  auf 
einer  Geraden. 

b)  Verbindet  man  die  Berührungs- 


a')  Die  Ecken  eines  Tangenten- 
dreiseits  geben  mit  den  jeweils  gegen- 
überliegenden Ecken  des  zugehöriges 
Sehnendreiecks  drei  Verbindungsge- 
rade  durch  einen  Punkt. 

b')  Schneidet  man  zwei  Tangenten 
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punkte  zweier  Tangenten  je  mit  zwei 
Punkten  der  Peripherie,  so  schneiden 
einander  diese  Verbindungsgeraden  in 
zwei  weiteren  Punkten  eines  Strahles 
des  Schnittpunktes  der  Tangenten. 

c)  Je  zwei  Nfebenecken  eines  Sehnen- 
vierecks liegen  auf  einer  Nebenseite 
des  zugehörigen  Tangentenvierseits 
(vier  Punkte  auf  einer  Geraden). 

d)  Verbindet  man  die  Berührungs- 
punkte eines  Tangentenpaares  je  mit 
«inem  weiteren  Punkt  der  Peripherie, 
so  schneiden  diese  Verbindnngsge- 
raden  die  Tangenten  in  zwei  Punkten 
einer  Geraden,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  Berührungssehne 
und  der  Verbindungsgeraden  beider 
Punkte  geht  (sechs  Gerade  durch 
diesen  Schnittpunkt). 


durch  irgend  zwei  weitere  Tangenten, 
so  gehen  die  beiden  Verbindungs- 
geraden dieser  Schnittpunkte  durch 
einen  Punkt  der  Berührungssehne 
der  beiden  ersteren  Tangenten. 

c')  Je  zwei  Nebenseiten  eines  Tan- 
gentenvierseits schneiden  einander  in 
einem  Nebeneck  des  zugehörigen 
Sehnenvierecks  (vier  Gerade  durch 
einen  Punkt). 

d')  Schneidet  man  ein  Tangenten- 
paar je  mit  einer  weiteren  Tangente, 
so  gehen  die  Geraden,  welche  die 
Berühnmgspunkte  des  ersteren  Tan- 
gentenpaares mit  diesen  Schnitt- 
punkten verbinden,  durch  einen  Punkt 
der  Geraden,  welche  die  Scheitel  bei- 
der Tangentenpaare  verbindet  (sechs 
Punkte  auf  dieser  Geraden). 


1- 

so  ist: 


Aufgaben  zum  sechsten  Kapitel. 

§.  10.  Lehrsätze. 

Wird  eine  Strecke  AB  durch  P  und  Q  harmonisch  geteilt,  §. 


1 
AB 


[B^^  \FB~Bq)' 


2.  Werden  gleiche  Strecken  einer  Geraden  A^B^  =  ^iC^  =  C^Di 
=  D^E^ auf  eine  zweite  Gerade  nach  A,  JB,  C,  D  projiziert  (Per- 
spektive* einer  Säulenhalle)  und  trifift  der  zu  ersterer  Geraden  pa- 
rallele Strahl  die  zweite  Gerade  im  Punkte  F  (Fluchtpunkt),  so  ist: 

,  V  111111 

b) 


PB 


PA        PC 


PB 


PD        PC 


Z.  Jeder  Winkel  des  Dreiecks  der  Seitenmitten  eines  gegebenen 
Dreiecks  wird  durch  die  zugehörige  Seite  und  Schwerlinie  des  letzteren 
harmonisch  geteilt.  Auf  den  beiden  anderen  Schwerlinien  entstehen 
vier  harmonische  Punkte. 


18. 
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•  4.   Bestimmt  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC^e 

den  Schnittpunkten  A^B^C^  einer  Transversale  harmoniscli  zugeord- 
neten Punkte -42-^2  ^2>  ^^  ^)  Jiögen  auch  die  Punkte  A^B^C^^  A^B^C. 
A^B^C^  je  auf  einer  Geraden;  b)  gehen  die  Ecktransversalen  durch 
A^B^C^,  A^B^C^y  A^B^C^y  A^B^C^  je  durch  einen  Punkt;  c)  liegen 
die  Mittelpunkte  der  Strecken  zwischen  je  zwei  Teilpunkten  einer 
Seite  auf  einer  Geraden.  (Benütze  §.  18^  8  b  und  die  Umkehrnng  des 
Satzes  von  Menelaus.) 

6.  Wie  lautet  der  dem  Satze  4  dual  entsprechende? 

§•  19.  6.  In  einem  Trapez  bilden  die  beiden  Mittelpunkte  der  parallelen 

Seiten  mit  dem  Schnittpunkt  der  Diagonalen  und  dem  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  vier  harmonische  Punkte. 

7.  Zieht  man  in  einem  Dreieck  drei  Ecktransversalen  durch  einen 
Punkt,  so  wird  jede  Seite  von  einer  solchen  und  der  Verbindunp 
geraden  der  Punkte,  in  welchen  die  beiden  andern  Seiten  geschnitten 
werden,  harmonisch  geteilt. 

8.  Verbindet  man  in  einem  Dreieck  die  Schnittpunkte  einer 
Transversalen  mit  den  Ecken,  so  erhält  man  auf  jeder  dieser  Ver- 
bindungsgeraden vier  harmonischen  Punkte. 

9.  Verbindet  man  in  einem  Dreieck  die  Punkte,  in  welchen  die 
Ecktransversalen  eines  Punktes  die  Seiten  schneiden,  so  erhält  man 
in  jedem  dieser  Punkte  vier  harmonische  Strahlen. 

10«  Zieht  man  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  einen  Pa- 
rallelstrahlenbüschel  und  verbindet  die  Schnittpunkte  der  Schenkel 
und  je  zweier  der  Parallelen  untereinander,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  dieser  Verbindungsgeraden  auf  einer  Geraden,  welche 
die  Parallelstrecken  halbiert. 

11.  In  einem  vollständigen  Vierseit  liegen  die  Mittelpunkt«  der 
Nebenseiten  auf  einer  Geraden.  (Wende  den  Satz  der  Aufgabe  4  c  auf 
das  Dreiseit  der  drei  Nebenseiten  an.  Oder:  In  dem  Dreiseit  dreier 
Seiten  des  Vierseits  gehen  die  Verbindungsgeraden  der  Seitenmitten 
durch  die  Mittelpunkte  der  Nebenseiten.  Wendet  man  auf  ersteres 
Dreieck  mit  der  vierten  Seite  des  Vierseits  als  Transversalen  den 
Satz  von  Menelaus  an,  so  e{itsp rieht  die  Halbierung  aller  Strecken 
den  Abschnitten,  welche  die  fraglichen  Mittelpunkte  in  dem  Dreieck 
der  Seitenmitten  bilden). 
§.  20.  12.   Jede   auf  einem  Durchmesser  eines  Kreises  normale  Sehne 

wird  von  zwei  Geraden,  welche  einen  beliebigen  Punkt  der  Peri- 
pherie mit  den  Grenzpunkten  des  Durchmessers  verbinden,  harmonisch 
geteilt. 

13.  Jeder   Kreis    durch    zwei   zugeordnete   Pole    eines  Kreises 
schneidet  letzteren  rechtwinkelig. 

14.  Schneidet   ein  Kreis  einen  zweiten  rechtwinkelig,  so  wird 
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jeder  Durchmesser  des  einen  durch  die  Peripherie  des  andern  har- 
monisch geteilt. 

15*  Durch  zwei  Paare  zugeordneter  Pole  eines  Kreises  läfst  sich 
ein  Kreis  legen. 

16«  Die  Centrale  zweier  einander  ausschliefsenden  Kreise  wird  durch 
die  äufseren  und  inneren  gemeinsamen  Tangenten  harmonisch  geteilt. 

17.  Von  einem  Kreis  ^  dessen  Mittelpunkt  auf  einem  zweiten 
Kreis  liegt,  wird  jeder  Durchmesser  durch  die  gemeinsame  Sehne  und 
die  Peripherie  des  zweiten  Kreises  harmonisch  geteilt.  (Durch  die 
Verbindungsgerade  eines  Schnittpunkts  beider  Kreise  mit  dem  Mittel- 
punkt des  ersteren  und  dem  äuJGseren  Teilpunkt  des  Durchmessers 
entsteht  ein  Zweistrabi  mit  Antiparallelen.) 

18.  Es  seien  durch  einen  Punkt  der  Geraden,  welche  die  Be- 
rührungspunkte zweier  Tangenten  verbindet,  eine  zweite  Gerade  gezogen, 
welche  di^  Tangenten  in  zwei  Punkten  schneidet. 

a)  Verbindet  man  diese  Punkte  mit  den  Berührungspunkten,  so 
schneiden  diese  Yerbindungsgeraden  einander  auf  der  Polare  des  erst- 
genannten Punktes  und  den  Kreis  in  zwei  Punkten  eines  Strahles 
durch  jenen  Punkt.  —  Andeutung:  Die  Schnittpunkte  dieser  Ver- 
bindungsgeraden mit  dem  Kreis  bestimmen  ein  Sehnenviereck,  von 
welchem  der  letztgenannte  Schnittpunkt  ein  Nebeneck;  die  Verbin- 
dungsgerade desselben  mit  einem  zweiten  Nebeneck  mufs  durch  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  gehen  und  die  Berührungssehne  mit  dem 
andern  Nebeneck  harmonisch  teilen,  woraus  folgt,  dafs  dieses  mit  dem 
erstgenannten  Punkt  zusammenfällt. 

b)  Zieht  man  von  beiden  Punkten  ebenfalls  Tangenten  an  den 
Kreis,  so  liegt  deren  Schnittpunkt  auf  der  Polare  des  erstgenannten 
Punktes  und  ihre  Berührungssehne  geht  durch  diesen  Punkt.  —  An- 
deutung: Die  vier  Tangenten  bestimmen  ein  Tangentenvierseit,  von 
welchem  die  zweite  Gerade  eine  Nebenseite;  durch  ihren  Schnitt- 
punkt mit  einer  zweiten  Nebenseite  müssen  auch  die  BerühruJfes- 
sehnen  gehen. 

19.  Wenn  zwei  projektivische  Punktreihen  nicht  perspektivisch  §.  21. 
sind,   so  giebt  es  durch  irgend  einen  Punkt  höchstens  zwei  Verbin- 
dungsgeraden entsprechender  Punkte.    Es  können  nur  je  zwei  solcher 
Verbindungsgeraden  parallel  sein. 

20.  Wenn  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  nicht  perspekti- 
visch sind,  so  giebt  es  auf  einer  Geraden  höchstens  zwei  ISchnitt- 
punkte  entsprechender  Strah^n.  Es  können  nur  in  zwei  Paaren  ent- 
sprechender Strahlen  letztere  parallel  sein. 

21.  In  zwei  konjektivischen  Gebilden  mit  zwei  Doppelelementen 
wird  deren  Abstand  (Winkel)  durch  irgend  zwei  Paare  entsprechen- 
der Elemente  stets  in  demselben  Doppelverhältnis  geteilt. 
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22.  Punkte  einer  Geraden  bilden  eine  involutorische  Beihe,  wenn 
für  je  zwei  entsprechende  Punkte  das  Produkt  der  Abstände  von 
einem  bestimmten  Punkt  konstant  ist. 

23.  Alle  Punktpaare,  welche  eine  Strecke  (Winkel)  harmonisch 
teilen,  bilden  eine  involutorische  Reihe  (Büschel),  in  welcher  die 
Grenzpunkte  der  Strecke  (Schenkel  des  Winkels)  Doppelelemente  sind 

24.  Alle  Kreise, '  welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  be- 
stimmen auf  einer  Sekante  eine  involutorische  Reihe,  für  welche  der 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgerade  beider  Punkte  mit  der  Sekante 
Mittelpunkt  ist. 

26.  Wenn  zwei  projektivische  Reihen  einer  Geraden  eine  in- 
volutorische Reihe  bilden,  so  ist  das  Verhältnis  der  Abstände  zweier 
Punkte  AB  der  einen  Reihe  vom  Mittelpunkt  M  der  Involution  gleich 
dem  Verhältnis  der  Abstände  jedes  dieser  Punkte  von  dem  Punkte, 
der  dem  andern  zugeordnet  ist: 

MA  :  MB  =  AB^ :  BA,. 

26.  Für  drei  Punktpaare  AA^,  ^^i>  C'Ci  einer  involutorischen 
Reihe  ist; 

ö"  •  1^  •  S  —  ^     '^''  (^^^  ^>^^^^>  —  '• 

27«  a)  Die  drei  Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecb 
schneiden  eine  Gerade  in  drei  Punktpaaren  einer  involutorischen 
Reihe.  -—  Andeutung:  Sind  -4-4^,  BB^,  CC^  die  Schnittpunkte,  so 
ergeben  die  vier  auf  der  Seite  a  liegenden  Punkte,  daCs  AÄ^BC 
A  AAiC^Bi  A  A^AB^C^  (§.  21,  3  Zus.),  woraus  folgt,  dafe  AÄ, 
einander  in  doppelter  Zuordnung  entsprechen. 

b)  Wie  heifst  der  entsprechende  Satz  vom  vollständigen  VierseitV 

28,  Die  Punkte  einer  Geraden  und  deren  Schnittpunkte  nfit  den 
Poferen  der  Punkte  in  Bezug  auf  einen  (von  der  Geraden  nicht  be- 
rührten) Kreis  bilden  eine  involutorische  Reihe.  Schneidet  die  Ge- 
rade den  Kreis,  so  sind  die  Schnittpunkte  Doppelpunkte^  schneidet 
sie  ihn  nicht,  so  hat  die  Reihe  keinen  Doppelpunkt.  —  Andeutung: 
Man  vergleiche  die  zu  beiden  Reihen  perspektivischen  Büschel,  deren 
Scheitel  im  Mittelpunkt  des  Kreises,  bzw.  im  Pol  der  Geraden  liegt- 

29,  Die  Strahlen  eines  Punktes  und  die  Verbindungsgeraden  des 
Punktes  mit  den  Polen  dieser  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  (nicht 
durch  den  Punkt  gehenden)  Kreis  bilden  ginen  involutorischen  Büschel, 
Liegt  der  Punkt  aufserhalb  des  Kreises,  so  sind  seine  Tangenten 
Doppelstrahlen,  liegt  er  innerhalb,  so  hat  der  Büschel  keine  Doppel" 
strahlen.  —  Andeutung:  Mit  Hilfe  der  Polare  des  Punktes  ist  die 
Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zurückzuführen. 
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§.  11.  EonstruktioneB  nnd  Berechnnngen. 

1.  Auf  einer  Strecke  AB  =  20mm  liegt  ein  Punkt  Q  so^  dafs  §.  18. 
AQ  =  5,  10,  18mm;   man   soll  die  Lage  des  zu  Q  harmonisch  zu- 
geordneten Punktes  R  durch  Rechnung  und  Konstruktion  bestimmen; 
ebenso  wenn  -4^  =  —  15..  oder  wenn  BQ  =  4  ist. 

2.  Eine  Strecke  AB  ^^  30mm  soll  harmonisch  geteilt  werden 
im  Verhältnis  2:1,  (oder  3  :  2,  |} :  g).  In  welchem  Verhältnis  wird 
dann  die  Strecke  der  Teilpunkte  durch  die  Grenzpunkte  der  ursprüng- 
lichen Strecke  geteilt? 

3.  Eine  Strecke  AB  ^=  a  (60mm)  soll  durch  zwei  Punkte  har- 
monisch geteilt  werden,  so  dafs  die  Strecke  dieser  Punkte  durch  die 
Grenzpunkte  der  ersteren  Strecke  im  Verhältnis  5:4,  (10:3,  piq) 
geteilt  wird. 

4.  Eine  Strecke  AB  ist  durch  Qy  R  harmonisch  geteilt  im  Ver- 
hältnis t?  =  f  (0,25,  — ■  2);  es  ist  AQ  ^=  15mm;   wie  grofs  ist  QR'i 

6.  Wenn  auf  einer  Geraden  von  einem  Punkt  aus  nach  der- 
selben Richtung  hin  zwei  Punkte  um  21,  bezw.  28  mm  entfernt  sind, 
in  wie  vielfacher  Weise  läfst  sich  zu  den  drei  Punkten  der  vierte 
harmonische  Punkt  finden  und  wo  liegt  derselbe  jeweils? 

6.  Wenn  zu  jeder  möglichen  Zusammenstellung  der  in  der-  vor- 
hergehenden Aufgabe  resultierenden  Punkte  selbst  wieder  jedesmal 
der  vierte  harmonische  Punkt  gesucht  wird,  wo  liegen  diese  Punkte? 
—  Verallgemeinerung  des  Resultates! 

?•  In  welchem  Verhältnis  ist  AB  durch  Q  und  R  harmonisch 
zu  teilen,  damit  Q  in  die  Mitte  von  AR  fallt? 

8.  Es  giebt  zwischen  zwei  Lichtquellenr  einen  Punkt,  welcher 
von  beiden  gleich  stark  beleuchtet  ist  und  ebenso  einen  Punkt  in 
der  Verlängerung  der  Verbindungsgeraden  der  Lichtquellen.  Es  soll 
aus  dem  Gesetz,  daüs  die  Stärke  des  Lichtes  proportional  mit  dem 
Quadrat  der  Entfernung  abnimmt,  bewiesen  werden,  dafs  beide  Punkte 
die  Strecke  zwischen  den  Lichtquellen  harmonisch  teilen. 

9.  Zu  zwei  Strecken  a  und  i  soll  das  harmonische  Mittel 
konstruiert  werden. 

10.  Es  sind  vier   harmonische  Punkte   zu   konstruieren,   wenn  §.*  19. 
einer  derselben  ^  gegeben  ist  und  drei  Gerade  6,  g,  r,  auf  welchen 

die  drei  anderen  Punkte  liegen  sollen.  —  Andeutung:  Die  Verbin- 
dungsgerade  von  hr  mit  A  sei  a;  konstruiere  zu  den  Strahlen  ahr 
den  zu  r  harmonisch  zugeordneten  Strahl  g^;  sein  Schnittpunkt  mit 
q  ergiebt  Q. 

11.  Man  soll  vier  harmonische  Strahlen  konstruieren,  wenn 
einer  derselben  a  gegeben  ist  und  drei  Punkte  J5,  Q^  2J,  durch  welche 

I<«hrbach  der  ElemenUr-Oeometrie.   II.  13 
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die  drei  anderen  Strahlen  gehen  sollen.  —  Andentnng:  Verfahre  ana- 
log der  vorhergehenden  Lösung. 

12,  Es  ist  auf  einer  Geraden  AM  '^  MC  gegeben.  Durch 
einen  Punkt  P  soll  die  Parallele  zu  AC  konstruiert  werden  mit  An- 
wendung des  Lineals  allein. 

13«  Es  sind  zwei  parallele  Gerade  gegeben.  Es  soll  mit  An- 
wendung des  Lineals  allein  eine  Strecke  auf  einer  dieser  Geraden 
a)  halbiert  werden-,  b)  wiederholt  angetragen  werden;  c)  in  n  Teile 
geteilt  werden. 

14.  Es  ist  mit  dem  Lineal  allein  ein  Winkel  zu  verdoppeln, 
auf  dessen  einem  Sehenkel   ein  normaler  Scheitelstrahl   gegeben  ist, 

16.  Es  soll  mit  dem  Lineal  allein  zu  einem  halbierten  Winkel 
die  Halbierende  des  Nebenwinkels  konstruiert  werden. 

16.  Eine  Strecke  AB  wird  yon  einem  Scheitel  S  aus  auf  eine 
parallele  Gerade  nach  A^B^  projiciert.  Der  Schnittpunkt  von  Ä^B 
mit  AB^  sei  auf  AB  nach  C  projiciert,  der  Schnittpunkt  von  A^B 
mit  CBi  nach  D,  der  von  A^^B  mit  DB^  nach  E  u.  s.  f..  Der  wie- 
vielte Teil  von  AB  ist  dann  die  Strecke  von  B  nach  C,  D,  E  u.  s.  f.? 
§.  20.  17.   Es  ist  ein  Punkt  zu  bestimmen,  dessen  Abstände  von  zwei 

gegebenen  Geraden  sowohl,  als  von  zwei  gegebenen  Punkten  in  ge- 
gebenem Verhältnis  p:q,  bezw.  r :  s  stehen. 

18.  Ein  Dreieck  ist  zu  konstruieren,  von  welchem  die  durch 
eine  Winkelhalbierende  auf  der  Gegenseite  gebildeten  Abschnitte  ge- 
geben sind  und  dazu  noch: 

a)  ein  an  dieser  Seite  anliegender  Winkel; 

b)  die  Winkelhalbierende  selbst; 

c)  die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten; 

d)  ihre  Differenz.  ' 

Andeutung:  Man  konstruiere  über  dem  Abstand  des  Teilpunktes 
und  des  ihm  harmonisch  zugeordneten  Punktes  ein  eil  Halbkreis. 
Denkt  man  sich  c  und  d  gelöst  und  die  gegebene  Strecke  einge- 
tragen, so  zeigt  sich,  dafs  von  dem  Bestimmungsdreieck  die  drei-Seiten 
gegeben  sind,  da  das  fragliche  Eck  desselben  symmetrisch  ist  mit  einem 
gegebenen  Eck  in  Bezug  auf  eine  der  Winkelhalbierenden  als  Axe. 

19.  Mit  einem  Kreis  sei  eine  der  folgenden  Figuren  gegeben;  mäo 
soll  die  zugehörige  Polarfigur  zeichnen. 

a)  Das  eingeschriebene  regelmäfsige  Dreieck,  Viereck  u.  s.  w.; 

b)  ein  gleichseitiges  Dreieck  über  einem  Durchmesser; 

c)  ein  gleichseitiges  Dreieck  über  einem  Radius; 

d)  ein  Dreieck,  dessen  eine  Seite  Sehne,  während  die  anderen  Seiten 
Tangenten  sind. 

e)  ein  Parallelogramm; 

f)  ein  vollständiges  Viereck. 
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20.  Es  sei  AB  eine  Strecke  und  Q,  R  seien  zwei  Teilpunkte  .§.  21. 
auf  derselben.     Man   soll    in    mm    aufzeichnen    und   das    Doppelver- 
hältnis  (ABQR)  berechnen^  wenn  in  einerlei  Richtung  gemessen: 

a)^JB  =  20mm,  AQ  =    6,  AR  =16] 

b)^e=12,  QB^    8,  BR=    4; 

c)  RA  =6,  AQ=    7,  AB  =  20; 

d)  QA  =6,  QB  =  24,  AR  =  21. 

21.  Auf  einer  Geraden  seien  vier  Punkte  AB  CD  gegeben,  so 
dafs 

a)AB=         6,     BC=    4,     CD  =         5mm, 

ß)  AB  =  —  12,     BC  =  30,     CD lOmiii. 

Es  sollen  die  Doppelverbältnisse  berechnet  werden,  nach  welchen 
die  Strecken  zwischen  irgend  zweier  dieser  Punkte  durch  die  beiden 
anderen  geteilt  werden. 

22.  Wenn  das  Doppelverhältnis  einer  durch  zwei  Punkte  ge- 
teilten Strecke  A  ist,  so  ergiebt  sich  für  je  drei  weitere  Strecken 
dieser  Punkte  das  gleiche  Verhältnis;  für  je  vier  andere  soll  nach- 
gewiesen werden,  dafs  das  Doppelverhältnis 

A'      ^        ^'     1  —  A'      -A      '      A— 1 

23.  Es  sei  die  Lage  von  drei  Punkten  ABC  gegeben  und  der 
Wert  des  Doppelverhältnisses  A,  welches  durch  C  und  einen  weiteren 
Punkt  D  auf  der  Strecke  AB  hervorgebracht  wird,  und  zwar  sei: 

«)  AC=       6,    AB  =  24mm  und  A  =       i; 

ß)AC=       6,    AB^lb,  A  =  — i; 

y)  AC=-3,    AB=    6,  A=       A; 

d)AC=-S,    ^£=15,  a  =  -tV; 

man  soll  jedesmal  die  Lage  der  gegebenen  Punkte  in  mm  aufzeichnen; 
dann  soll  die  Lage  des  Punktes  D  abgeschätzt,  konstruiert,  be- 
reclinet  werden. 

24.  Die  Strecke  AB  =  30mm  sei  durch  zwei  Punkte  Q  und  R 
geteilt    Man  soll  die  Lage  dieser  Teilpunkte  finden,  wenn  bekannt  ist: 

a)  QR  =  14mm,     A  =  {ABQR)  =  8; 
ß)  QR  =  46mm,    A  =       ^; 
y)  QR  =  24mm,    A  =  —  i; 
d)  ^JB  =  34mm,     A  =  —  16; 
s)  AB  =  a,     QR^h,    (ABQR)  =  A, 
Welche   Beziehung   mufs    im   Falle  «)  zwischen   a,  6,  A    statt- 
finden^ damit  überhaupt  reelle  Punkte  Q  und  R  sich  finden  lassen? 
*  13* 
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25.  Man  soll  projektivische  Punkte  zweier  Reihen  konsioruieren, 
wenn  zwei  Punktpaare  AA^  und  BB^  und  zu  dem  Schnittpunkt  C^ 
beider  Punktreihen  der  projektivische  Punkt  C  gegeben  ist.  —  An- 
deutung:  Von  den  fünf  gegebenen  Seiten  des  Brianchon'schen  Sechs- 
seits  fallen  zwei  in  eine  Gerade  {AB  und  GG^.  Nimmt  man  A  ak 
Scheitel  des  Büschels  aj)^c^,  und  den  Schnitt  von  AA^  und  BB^ 
als  Scheitel  des  Büschels  ahCj  so  ist  B^C  Axe  derselben. 

26.  Wie  heifst  die  der  Aufgabe  25  entsprechende  Aufgabe  und 
deren  Lösung  für  Strahlenbüschel? 

27.  Man  soll  zu  zwei  projektivischen  Punktreihen  oder  Strah- 
lenbüscheln,  von  welchen  drei  Elementenpaare  gegeben  sind,  die 
Elemente  finden^  welche  in  beiden  Reihen  bezw.  Büscheln  dem  ge- 
meinsamen Element  (Schnittpunkt,  Scheitelstrahl)  beider  Träger  ent- 
sprechen. —  Andeutung:  Nach  §.  21,  6  oder  durch  die  Umkehrung  der 
in  vorhergehender  Aufgabe  gegebenen  Folge  der  Konstruktionen. 

28.  Es  sollen  projektivische  Punktreihen  konstruiert  werden, 
wenn  ein  Elementenpaar  AA^  und  die  Elemente  B  und  C^  gegeben 
sind,  welche  dem  gemeinsamen  Element  (B^C)  beider  Trager  pro- 
jektivisch  sind.  —  Andeutung:  BC^^  ist  Axe  zweier  perspektivischen 
Büschel  von  A  und  A^. 

29.  Von  zwei  projektivischen  Reihen  auf  einer  Geraden  sei  die 
eine  Reihe  von  einem  beliebigen  Punkt  S  durch  ein  Strahlenbfischel 
projiziert 

a)  Es  soll  der  Scheitel  Si  eines  zweiten  Büschels  gefunden 
werden,  von  welchem  die  zweite  Punktreihe  durch  einen  dem  ersten 
gleichwendigen,  kongruenten  Büschel  projiziert  wird  (§.  14,  4). 

b)  Liegen  die  Scheitel  beider  Büschel  auf  einerlei  Seite  oder 
auf  den  Gegenseiten  des  Trägers,  wenn  die  Punktreihen  gleichge- 
richtet sind?  Wie  liegen  die  Scheitel,  wenn  die  Punktreihen  gegen- 
gerichtet? 

c)  Was  für  eine  Linie  bildet  der  geometrische  Ort  des  Schnitt- 
punktes entsprechender  Strahlen  in  beiden  so  konstruierten  Büscheln? 

d)  Wie  erhält  man  mit  Hilfe  dieser  Linie  weitere  entsprechende 
Punktpaare? 

e)  Wie  erhält  man  möglicher  Weise  die  Doppelpunkte  beider 
Reihen? 

f)  Wie  ergiebt  sich  aus  dieser  Konstruktion,  dafs  bei  gegen- 
gerichteten Punktreihen  stets  zwei  Doppelpunkte,  bei  gleichgerichteten 
deren  2,  1  oder  0  vorhanden?    (Vgl.  b.  und  c.) 

80.  Man  bestimme  in  zwei  projektivischen  Strahlenbüscheln 
eines  einzigen  Punktes  die  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen.  —  An- 
deutung: Mittels  einer  Geraden  führe  man  die  Aufgabe  auf  die  vor- 
hergehende zurück. 
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31.  Es  sind  von  einer  involutorischen  Reihe  zwei  Eiementenpaare 
ÄA^  und  BB^  gegeben.  Es  soll  a)  der  Mittelpunkt  der  Involution, 
b)  beliebige  andere  entsprechende  Punkte  konstruiert  werden  (mittels 
Kreise  durch  einen  Punkt  aufser  der  Geraden  und  je  zwei  entsprechende 
Punkte). 

32.  Es  ist  von  einer  involutorischen  Reibe  der  Mittelpunkt  M  und 
ein  Elementenpaar  AÄ^  gegeben.  Es  sollen  weitere  Punkte  (auch  Doppel- 
punkte) konstruiert  werden. 

33.  Es  sind  in  einer  involutorischen  Reihe  zwei  Punktpaare  AA^^ 
und  BB^  gegeben.  Es  soll  zu  einem  Punkt  C  der  entsprechende  C^ 
durch  das  Lineal  allein  gefunden  werden  (mittels  eines  vollständigen  Vier- 
ecks, siehe  Aufgabe  §.  10,  27  a). 


Aufgaben  zum  siebenten  Kapitel. 

§.12.  Lehrsätze. 

1«    Liegen  zwei  Parallelogramme   zwischen  zwei  Parallelen  ^    so  §.  22. 
schneiden  ihre  Diagonalen  einander   paarweise  auf  der  Verbindunga- 
geraden  der  Schnittpunkte  der  Seiten ^  welche  nicht  auf  beiden  Pa- 
rallelen liegen  (zweideutig). 

2.  Beweise  den  Satz  der  Übungen  §.  9^  12  mittels  perspek- 
tivischer Beziehung. 

3.  In  einem  vollständigen  Viereck  ist  das  Dreieck  der  drei 
Nebenecken  perspektivisch  zu  dem  Dreieck  dreier  Ecken  des  Vierecks 
mit  dem  vierten  Eck  als  Centrum. 

4.  In  einem  vollständigen  Vierseit  ist  das  Dreiseit  der  drei 
Nebenseiten  perspektivisch  zu  dem  Dreiseit  dreier  Seiten  des  Vier- 
seits  mit  der  vierten  Seite  als  Axe. 

5«   In  jedem  von  zwei  Kreisen  haben  die  Polaren  des  inneren  §.  23. 
und  äufseren  Ahnlichkeitspunktes  den  gleichen  Abstand. 

6,  Der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  zwei  Kreise  recht- 
winkelig schneidet,  liegt  auf  der  Potenzgeraden  der  letzteren. 

?•  Werden  zwei  Kreise  von  zwei  anderen  rechtwinkelig  ge- 
schnitten, so  ist  die  Centrale  des  einen  Paares  Potenzgerade  des 
anderen. 

8,  Werden  zwei  Kreise  von  zwei  anderen  berührt,  so  liegt  der 
Ahnlichkeitspunkt  des  einen  Paares  auf  der  Potenzgeraden  des  an- 
deren Paares  und  zwar  der  äufsere  bei  gleichartiger,  der  innere  bei 
ungleichartiger  Berührung. 

9,  Werden  drei  Kreise  von  zwei  anderen  gleichartig  berührt, 
so  ist  ,die  Potenzgerade  der  letzteren  äufsere  Ahnlichkeitsaxe  der 
ersteren. 
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10.  WeuQ  zwei  Kreise  einen  dritten  rechtwinkelig  schneiden,  so  be- 
stimmen die  vier  Schnittpmakte  ein  vollständiges  Viereck,  von  welchem  die 
nicht  durch  die  gemeinsamen  Sekanten  gebildeten  Nebenecken  die  Ahn- 
lichkeitspunkte  der  beiden  ersteren  Kreise  sind.  —  Andeutung:  Beschreibt 
man  zwei  Kreise  durch  je  zwei  der  vier  Schnittpunkte  von  den  Schnitt- 
punkten der  zugehörigen  Tangenten  des  dritten  Kreises  als  Mittel- 
punkten, so  werden  diese  von  den  ersten  beiden  Kreisen  berührt. 

II«  Man  nennt  eine  Linie  invers  zu  einer  anderen  Linie  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  als  Inversionscentrum,  wenn  die  Strahlen 
dieses  Punktes  von  beiden  Linien  so  begrenzt  werden,  dafs  das  Pro- 
dukt der  von  dem  Punkt  gebildeten  Abschnitte,  die  Inversions- 
potenz, konstant  ist. 

a)  Die  inverse  Linie  zu  einer  Geraden  ist  ein  Kreis  durch  das 
Inversionscentrum. 

b)  Die  inverse  Linie  zu  einem  Kreis,  welcher  durch  das  Inver- 
sionscentrum  geht,  ist  ein  Kreis. 

c)  Die  inverse  Linie  eines  Kreises,  welcher  nicht  durch  das  In- 
versionscentrum geht,  ist  ein  Kreis;  für  beide  Kreise  ist  das  In?er- 
sionscentrum  Ähnlichkeitspunkt. 

12.  a)  Von  einer  Raute  ABCD,  deren  Seiten  a  durch  Gelenk- 
verbindung gegen  einander  beweglich  sind,  werden  zwei  einander 
gegenüberliegende  Ecken  BD  so  bewegt,  dafs  ihre  Entfernungen 
von  einem  Punkt  P  unverändert  =  b  bleiben.  Es  ist  nachzuweisen, 
dafs  die  drei  Punkte  PÄC  stets  auf  einer  Geraden  (der  Mittelnormale 
zu  BD)  liegen,  und  dafs  bei  der  Drehung  von  PB  und  PD  um  P 
die  Punkte  A  und  E  inverse  Linien  beschreiben,  zu  welchen  P  In- 
versionscentrum und  (&*  —  a^)  Inversionspotenz  ist, 

b)  Beschreibt  hierbei  A  einen  Kreisbogen  um  einen  Punkt  K^ 
so  beschreibt  C  einen  Kreis  um  einen  Punkt  auf  PK. 

c)  Wird  der  Radius  des  ersteren  Kreises  AK  '^  PK  genommen, 
so  beschreibt  C  eine  zu  PK  normale  Gerade  (Geradführung). 

§.  13.  Konstrnktionen. 

§,  22.  1-    Es   ist   ein   Parallelogramm   alb^c^d^    in  Fig.  108   gegeben; 

femer  eine  Gerade  (s),  welche  die  Seiten  des  Parallelogramms 
schneidet.  Es  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  {A')  eine  Parallele  xur 
letzteren  Geraden  gezogen  werden  mit  Hilfe  eines  Lineals  allein. 
Andeutung:  Betrachte  die  Gerade  als  Projektionsaxe,  den  Punkt  als 
Fluchtpunkt  zweier  Parallelen;  projiziere  die  Diagonale  beliebig  u.  s.  w. 
2.  Es  sollen  drei  Strahlenbüschel,  deren  Scheitel  auf  einer  Ge- 
raden liegen  als  Parallelstrahlenbüschel  projiziert  werden. 

§.  23.  3«   Es  ist  zu  einem  gegebenen  Punkt  bei  gegebener  Potenz]'' 

die  inverse  Linie  zu  konstruieren: 
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a)  zu  einer  gegebenen  Geraden; 

b)  zu  einem  Kreis  durch  jenen  Punkt; 

c)  zu  einem  Kreis^  welcher  nicht  durch  jenen  Punkt  geht. 

4.  Es  ist  durch  einen  Punkt  P  ein  Strahl  zu  ziehen,  welcher 
von  den  Schenkeln  eines  Winkels  so  begrenzt  wird^  dafs  das  Pro- 
dukt der  durch  den  Punkt  bestimmten  Abschnitte  |?*  ist.  (Vgl.  §.  13,  3.) 

o.  Es  ist  durch  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreise  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  von  den  Kreisen  begrenzt  und  in  dem  Punkt  ge- 
teilt wird,  so  dafs  das  Produkt  der  Abschnitte  p^  ist. 

6.  Auf  einem  quadratischen  Blatt  von  150  mm  Seite  sind  die  Mittel-  §.  24. 
punkte  Äi,  E^,  K^  dreier  Kreise  von  der  einen  Seite  um  31,  50,  98  mm, 
von  der  anstofsenden  um  47,  79,  62mm  entfernt  anzunehmen,  ihre 
Radien  bezw.  zu  18,5,  10,6,  29  mm.    Es   sollen  die  acht  berührenden 
Kreise  gezeichnet  werden. 

7.  Es  ist  ein  berührender  Kreis  in  eine  Fläche  zu  zeichnen, 
welche  begrenzt  ist 

a)  von  drei  Kreisbögen; 

b)  von  zwei  Kreisbögen  und  einer  Geraden  (Spitzbogen); 

c)  von  einem  Kreisbogen  uud  zwei  Geraden. 


Aufgaben  zum  achten  Kapitel. 

§.  14.  Lehrsätze. 

1«    Dreiecke  mit  gemeinsamer  Grundseite  verhalten  sich  wie  die  §.  2ft. 
Strecken,  welche  auf  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Spitzen  durch  die 
Grundseite  gebildet  werden. 

2«  Der  eine  der  Sätze  in  §.  25,  Sa  sei  bewiesen;  man  soll  daraus 
den  anderen  folgern.  -—  Andeutung:  Verwandle  beide  Dreiecke  mit 
derselben  Grundseite  in  rechtwinkelige  und  lege  sie  mit  der  Grund- 
seite aufeinander. 

3.  Beweise  den  Satz  von  Ceva  (§.  17,  ib')  durch  Vergleichung  von 
Dreiecksinhalten.  —  Andeutung:  Wende  Übungssatz  1  auf  je  zwei 
Dreiecke  an,  welche  durch  je  zwei  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Schnittpunkt  der  Transversalen  bestimmt  sind. 

4,  Wenn  die  durch  den  Schwerpunkt  S  eines  Dreiecks  gehenden 
Transversalen  a,  j8,  y,  ihre  unteren  Abschnitte  bezw.  «',  ^,  /  und  ihre 
oberen  Abschnitte  a",  /J",  y"  sind,  welchen  Wert  haben  die  Summen: 

und 
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Andeutung:  Man  vergleiche  Teile  des  Dreiecks  je  mit  dem 
ganzen  Dreieck. 

Es  soll  bewiesen  werden,  dafs  dieselben  Summen  erhalten  werden, 
wenn  S  ein  beliebiger  Punkt  ist. 

6,  In  einem  l\ABC  seien  die  Transversalen  AA^^..  so  ge- 
zogen, dafs  jede,  stets  im  selben  Sinne  gerechnet,  von  der  Gegenseite 

—  abschneidet.    Die  Schnittpunkte  je  zweier  auf  einander  folgenden 

Transversalen  seien  Q,  B,  S.  Man  beweise,  dafs  die  Dreiecke  AB^Q, 
BCj^Ry  CA^S  einander  gleich  sind  (berechne  AQ :  AA^  mittels  der 
durch  eine  Parallele  von  JB^  zu  5(7  erhaltenen  Abschnitte)  und  be- 
rechne das  Verhältnis  der  Dreiecke  QBS  und  ABC. 

6.  Was  folgt  (aus  §.  25,  4)  für  die  Lage  der  Gegenseiten  des 
gemeinsamen  Winkels  zweier^Dreiecke,  welche  gleichen  Inhalt  haben? 

7.  Beweise,  dafs  der  Satz  in  §.  25,  4  auch  für  Dreiecke  gilt^ 
in  welchen  zwei  Winkel  einander  zu  2i2  ergänzen. 

8.  Wählt  man  auf  den  Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  Punkte, 
welche  dieselben  (im  selben  Sinne  geordnet)  in  Abschnitte a'  und  a] 
b'  und  6",  c  und  c"  teilen  und  verbindet  man  die  Teilpunkte,  so 
verhält  sich  der  Inhalt  des  entstehenden  Dreiecks  zu  dem  des  ur- 
sprünglichen wie 

(a'.6'.c'+a".6".0:(a-6c). 

Andeutung:  Vergleiche  die  abgeschnittenen  Dreiecke  einzeln  mit 
dem  ursprünglichen  Dreieck  und  ersetze  die  Seiten  des  letzteren  durch 
die  Summe  ihrer  Abschnitte. 

Zusatz.    Was  wird  aus  dem  Satze,  a)  wenn 


p       f  q       '  r 


ist?     (Beispiel:  jj  =  2,   2  =  3,   c  =  4.) 

ß)  wenn  j?  ==  g  =  r  ist? 

y)  wenn  die  nach  den  gewählten  Punkten  gehenden  Ecktrans- 
versalen durch  einen  Punkt  gehen? 

d)  wenn  einzelne  der  gewählten  Punkte  auf  den  Verlänge- 
rungen der  Dreiecksseiten  liegen?     (Benütze  Nr.  7.) 

9.  Der  pythagoreische  Satz  soll  mit  Benutzung  von  §.  25,  5 
bewiesen  werden. 

§.  26.  10.   Von  den  beiden  in  ein  gleichschenkeliges  rechtwinkeliges 

Dreieck    beschriebenen    Quadraten    ist    das    über    der    Hypotenuse 
stehende  ^  und  das  andere  |  des  Quadrates  der  Hypotenuse. 
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11.  Die  Seite  des  in  ein  gleichseitiges  Dreieck  beschriebenen 
Quadrates  ist  gleich  dem  Überschufs  der  vierfachen  Höhe  des  Drei- 
ecks über  den  Umfang. 

12.  a)  Die  Pufspunkte  der  Normalen  von  einem  Punkt  auf  die 
Seiten  eines  Dreiecks  teilen  diese  so^  dafs  die  Summe  der  Quadrate 
von  drei  nicht  aneinander  angrenzenden  Abschnitten  gleich  ist  der 
Summe  der  Quadrate  der  übrigen,  b)  Umgekehrt:  Die  Normalen^ 
welche  die  Seiten  in  solche  Abschnitte  teilen,  gehen  durch  einen 
Punkt 

13.  Die  Formel  für  den  Inhalt  eines  Trapezes  (§.  26,  le),  soll 
gefunden  werden  unter  Benützung  a)  der  Mittellinie,  b)  einer  Diago- 
nale, c)  einer  Hilfslinie,  welche  von  einem  Eck  aus  parallel  zu  einer 
der  nicht  parallelen  Seiten  gezogen  wird. 

14.  Der  Inhalt  eines  Vierecks,  dessen  Diagonalen  zu  einander 
normal  sind,  ist  gleich  dem  halben  Produkte  der  Diagonalen.  — 
Andeutung:  Berechne  die  Teildreiecke  oder  benütze  das  umge- 
schriebene Parallelogramm,  dessen  Seiten  den  Diagonalen  parallel  sind. 

Zusatz.  Wie  ändert  sich  der  Satz,  wenn  die  Diagonalen  einen 
Winkel  =i-B  oder  ^R  oder  ^R  bilden? 

15.  Welchen  Wert  nimmt  a'  im  allgemeinen  pythagoreischen 
Satze  an,  wenn  a)  ^6c  =  |E?    /5)  <^&c=  f  B?     y)  wenn  a=^c  ist? 

16.  In  einem  Dreieck  sei  -«^  a&  =  2  •  <^  ac\  dann  ist:  c*  —  b^  =  ab, 
Andeutung:  Setze  in  §.  26,  4b  j)  =  w^.  —  Rein  geometrischer  Beweis 
durch  Verlängern  von  a  um  6  und  Anwendung  von  §.  8,  2. 

17.  a)  Die  zur  Dreiecksseite  c  gehörige  Schwerlinie  sei  =  m 
und  die  Entfernung  ihres  Fufspunktes  von  dem  zugehörigen  Höhen- 
fufspunkt  sei  =  d.     Dann  ist  zu  beweisen,  dafs: 

a«  +  &«  =  2. [(!)*+«.«] 

und 

a«  -  6«  «=  2  .  c  .  d. 

Andeutung:  Bestimme  a  und  b  nach  dem  allgemeinen  pytha- 
goreischen Satze  aus  den  durch  m  gebildeten  Teildreiecken. 

b)  Wie  läfst  sich  m  durch  a,  b,  c  ausdrücken?  oder  c  durch 
a,  6,  m? 

c)  Welcher  Satz  folgt  bei  Anwendung  der  ersten  Formel  in  a) 
auf  das  Parallelogramm ,  wenn  dabei  m  die  halbe  Diagonale  be- 
deutet? 

d)  Wende  den  ersten  Satz  in  a)  an  auf  zweimal  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Seiten  eines  beliebigen  Vierecks  und  benütze  dabei 
die  Verbindungsstrecken,  welche  von  der  Mitte  einer  Diagonale  zu 
den    beiden   gegenüberliegenden  Ecken   und   zur  Mitte   der   anderen 
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Diagonale    gehen    (Satz    von    Euler).    —    Spezialisierung    für  das 
Parallelogram  m  ? 

18.  Sehneiden  einander  zwei  Sehnen  rechtwinkelig,  so  ist  die 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Abschnitte  gleich  dem  Quadrat  des 
Durchmessers. 

19.  Der  Flächeninhalt  eines  Kreisvierecks  ist  gleich  dem  Pro- 
dukt einer  Diagonale  mit  der  Summe  der  Produkte  je  zweier  einer- 
seits der*  Diagonale  liegenden  Seiten ,  dividiert  durch  den  doppelten 
Ereisdurchmesser. 

20.  Der  Flächeninhalt  eines  Vierecks,  in  und  um  welches  ein 
Kreis  beschrieben  werden  kann,  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Produkt  seiner  Seiten. 

21.  Es  soll  bewiesen  werden,  dafs  in  jedem  Dreieck: 

und  entsprechendes  für  p^,  Q2)  9$] 

b)  1=1+J.  +  J; 

"^  9  ^1  9a  ^3     ' 

2  2 

und  entsprechend  für  t-  und  r-; 

d)  91+92+95  —  9  =  4r. 

e)  J  =  V9'9x' 92-93- 

§.  15.   Eonstrnktionen  und  Berechnungen. 

§.  25.  1.   Ein  Dreieck  soll  durch  Gerade,   welche  von  einem  Eck  aus- 

gehen, in  drei  Teile  geteilt  werden,   welche  sich   wie  2:3:4  ver- 
halten. 

2.  Es  soll  ein  Dreieck  konstruiert  werden,  so  dafs  es  einem 
gegebenen  ähnlich  und  nmal  (zwei,  dreimal)  so  grofs  ist  als  dieses. 

3.  Ein  Dreieck  ABC  soll  in  ein  inhaltsgleiches  verwandelt 
werden,  welches  einem  gegebenen  d  ähnlich  isi  —  Andeutung:  Ziehe 
über  AB  ein  A  aoo  S  und  verwandle  ABC  so,  dafs  es  mit  e  die 
Winkel  bh  AB  gemeinsam  hat. 

4.  Man  soll  ein  Dreieck  unter  Beibehaltung  eines  Winkels  so 
verwandeln,  dafs  a)  die  denselben  einschliefsenden  Seiten  nun  gleich 
werden;  b)  die  Gegenseite  des  Winkels  einer  gegebenen  Geraden  I 
parallel  wird.  —  Andeutung  zu  b):  Ziehe  durch  ein  Eck  die  Paral- 
lele zu  {. 

6.  Ein  Dreieck  habe  die  Seiten  a  =  25,  6  =  29,  c  =  36  und 
parallel  zu  c  sei  im  Dreieck  eine  Strecke  c'=  12  (oder  8  oder  2t>! 
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gezogen.      Der    wievielte    Teil    des    Dreiecks    wird    durch    o    abge- 
schnitten? 

6.  Ein  dem  Dreieck  ahc  in  voriger  Nummer  ähnliches  Dreieck 
habe  den  Inhalt  ==  90  (oder  160  oder  705,6).  Wie  grofs  sind  dessen 
Seiten,  wenn  der  Inhalt  von  atc  =  360  ist? 

7.  Zwei  Dreiecke  d  und  8  haben  einen  Winkel  gleich  und  die 
zwei  denselhen  einschliefsenden  Seiten  seien  bei  ä  gleich  21  und  20,  bei 
*  aber  in  Summe  =  71  (Differenz  =  31);  der  Inhalt  von  ä  sei 
=  126,  der  von  d  =  306.  Wie  grofs  sind  in  8  die  den  betreffenden 
Winkel  einschliefsenden  Seiten?     (Quadratische  Gleichung.) 

8.  Das  Dreieck  d  in  voriger  Nummer  soll  durch  eine  Parallele 
zur  dritten«  nicht  angegebenen  Seite  in  zwei  (oder  drei)  gleiche  Teile 
geteilt  werden;  wie  grofs  werden  die  Seitenabschnitte? 


9.  Welchen  Inhalt  hat  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  bezw.  sind  §.  26. 
a)  19  und  21?     b)  8|  und  6|?     c)  17,2  und  9,6? 

10.  Seite  und  Diagonale  eines  Rechteckes  seien  bezw.  a)  9  und 
41;     b)  6,6  und  13;     c)  2^  und  3|.     Wie  grofs  ist  sein  Inhalt? 

11.  Der  Umfang  eines  Rechteckes  sei  =»52,  seine  Grundseite 
sei  dreimal  so  grofs  als  seine  Hohe.     Welchen  Inhalt  hat  es? 

12.  Wie  grofs  ist  der  Inhalt  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks, 
dessen  a)  Katheten  sind  =  34,5  und  8,2;  b)  Hypotenuse  und  Kathete 
bezw.  sind  =  8,9  und  8? 

13.  Von  zwei  inhaltsgleichen  Rechtecken  ist  das  eine  117  m 
lang  und  35m  breit,  das  andere  65m  lang;  wie  breit  ist  dieses? 

14.  Welchen  Inhalt  hat  ein  Rhombus,  dessen  Diagonalen  =  90 
und  56  sind? 

15.  Die  Parallelseiten  eines  Trapezes  seien  «=24  und  11,  ihr 
Abstand  «  8,8  (bezw.  39|,  16,45  und  32|);  welchen  Inhalt  hat  es? 

16.  Wie  grofs  ist  die  eine  Parallelseite  eines  Trapezes,  wenn 
die  andere  =  17cm,  wenn  der  Abstand  beider  =  15  cm  und  wenn 
der  Inhalt  =  210 qcm  ist? 

17.  Höhe  und  Parallelseiten  eines  Trapezes  verhalten  sich  wie 
2:3:5,  der  Inhalt  ist  =  512;  wie  grofs  sind  die  Parallelseiten  selbst? 

18.  Man  soll  den  Inhalt  eines  Dreiecks  finden,  dessen  Seiten  sind: 

«)   10,  17,  21;      /5)  25,  29,  36;       y)  56,  25,  39;       *)  33,  25,  52. 

19.  Von  einem  viereckigen  Feld  AB  CD  ist  die  Seite  AB  =f=  13  m, 
BC  =  40m,  CD  =  15m,  Z)^  =  44m  und  die  Diagonale  J.C=37m. 
Wie  viel  Ar  umfafst  das  Feld? 

20.  Der  Inhalt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  sei  •=  lOOqm;  wie 
grofis  ist  dessen  Seite? 
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21.  Weuu  die  alten  Römer  den  Inhalt  des  gleichseitigen  Drei- 
ecks =  ^a'  rechneten  (wobei  a  die  Seite),  welchen  Fehler  macht€ii 
sie  hierbei?  oder  welchen  Fehler  begeht  man,  wenn  man  (nach  Heronl 
jenen  Inhalt^  «=  ^  a*  -f-  ^  «»  setzt? 

22.  Der  Inhalt  eines  Dreiecks   soll  durch  die  drei  Höhen  aas- 

gedrückt  werden.  —  Andeutung:  Setze  in  die  heronische  Formel  ö  =  i 

u.  s.  w. 

.  23.  Man  soU  den  Inhalt  eines  Trapezes  durch  seine  vier  Seiten 
ausdrücken.  —  Andeutung:  Ziehe  durch  ein  Eck  die  Parallele  zu 
einer  der  nicht  parallelen  Seiten  und  berechne  die  Höhe  des  hier- 
durch abgeschnittenen  Dreieckes. 

24.  Von  einem  Ereisvierecke  sei  aus  den  vier  Seiten  a^  bj  Cfd 
(z.  B.  a  =  104,  6  =  56,  c  =  49,  d  =  39) 

a)  eine  Diagonale  zu  berechnen, 

b)  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises  zu  berechnen« 

25.  Beweise  die  in  §.  26,  7  Zusatz  über  das  Verhältnis  der  Dia- 
gonalen eines  Sehnenvierecks  abgeleitete  Formel  auf  folgende  Art: 

a)  Berechne  den  Inhalt  des  Vierecks  als  Summe  zweier  durch 
die  Diagonalen  gebildeten  Dreiecke  zweimal  (nach  §.  26,  5)  und  setie 
die  beiden  Ausdrücke  für  das  Viereck  gleich;  oder:  Verlängere  zwei 
Gegenseiten  und  berechne  aus  den  entstehenden  ähnlichen  Dreiecken 
die  äuüseren  Abschnitte  der  Sekanten  und  deren  Verhältnis. 

26.  Der  Inhalt  eines  Sehnenvierecks  soll  gefunden  werden: 

a)  indem  man  aus  dem  bekannten  Produkt  und  Verhältnis  der 
Diagonalen  zuvor  diese  selbst  berechnet; 

b)  indem  man  zwei  Gegenseiten  verlängert  bis  zum  Schnitt,  dea 
Inhalt  des  grofsen  und  des  kleinen  Dreiecks  durch  die  ganzen  Se- 
kanten und  deren  äufsere  Abschnitte  sowie  die  Sehnen  ausdrückt  u.8.  v- 

27.  Welchen  Inhalt  hat  ein  Sehnenviereck,  dessen  Seiten  sind: 
a)  3,  7,  9,  11;      ß)  68,  55,  43,  14;      y)  80,  91,  195,  300. 


27.  28.   Es  sollen  die  Werte  der  folgenden  Ausdrücke  konstruiert 

werden,  wenn  darin  a,  6,  c,  . . .  beliebige  Strecken,  p  und  q  aber  be- 
liebige Zahlen  bedeuten: 

^)a-b'        ^)-^a  +  b  +  c'       ^^  f  '        ^>  f        ' 

29.  Ebenso: 

^j  "i-TT —  I  z.B.als  =  -, oder  «=» t —  oder^ 

I  yh  a  H 

\  c    '  •      a 
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b)  -i-F  um '  c     (z.  B.  als  =  -,  •  c  == 


m 


7)-> 


*^^  o«  +  6« 


Z.B. 


9      I      *^ 


oder 


d) 


ä»  +  6» 


z.  B.  = 


(o  +_b)  (g'  —  ab  +  b*) 

a*  +  b*  " 

a*-b'  + 


a  + 


e)  «'.+_^^J^  (Vgl.  §.  26,  3).     0  V^"  +  an*  (z-  B.  =  y^.l/o«>  **). 

30.   Ebenso: 
*)  r  ~8 — '  b)  T/^  •  o*    (insbesondere  für  ^  =  5  und  J  =  4); . 

c)  j/ J- a*  —  b*;      d)  Väb±cd  =  j/a  (&  +  ^)  e)  Yi^~+bc . 

(Warum  ist  der  letzte  Ausdruck  die  Diagonale  eines  gleichschenke- 
ligen  Trapezes,  dessen  Schenkel  a  und  dessen  Parallelseiten  b  und  c  sind?); 


f)  V«»  +  V  +  ab  (Tgl.  Aufg.  §.  14, 16^); 

g)Vo*+6*  — a6  (vgLAufg. §.14, lö«);     h)  >^ö>+&«+2äc  (vgl. §.26, 2) 

i)  o  •  Vö  (Beachte,  dafs  5  =  5  •  1  =  2*  +  1  =  3*  -  2*  u.  s.  w.) 

k)  Va«  +  ^)/f ;       1)  oVi  +  V'2  +  1/3;       ra)  o  •  l/T+yF+Vl ; 

..)  f  /3  -  |;         o)  I  (/5  -  1);  p)  J  +yt  +  '^  5 


y  «•  ±  V 


«)|/a6  +  ^_2/«. 


31.  Ebenso,  wenn  x,  y,  z  in  den  folgenden  Gleichungssystemen 
die  Unbekannten  bedeuten: 


[^  +  y 


X  —  v  =  — 


^} 


X  ' 


a) 

2y 


a 

6-c  ; 


b) 


hc 
2 


d)  I  1  /Ax 


e) 


y  .  fS    =b  '  X 

y^  +  Z^=^X^ 
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Mit  einer  Unbekannten. 

32.  Man  soll  parallel  mit  den  Seiten  eines  Rechteckes  und  in 
gleichen  Abständen  von  ihnen  Gerade  ziehen^  so  dafs  das  entstehende 
Rechteck  einen  gegebenen  Umfang  hat. 

33.  Wie  mufs  eine  Gerade  parallel  zu  einer  Rechteckseite  ge- 
zogen werden,  a)  damit  der  Umfang  des  abgeschnittenen  R^chteds 
halb  so  grofs  als  der  des  gegebenen  wird?  b)  damit  das  abge- 
schnittene Rechteck  dem  gegebenen  ähnlich  wird?  c)  damit  die  Dia- 
gonale des  Rechtecks  im  Verhältnis  seiner  Seiten  geteilt  wird? 

34.  Ein  Rechteck  soll  in  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  ge- 
gebener Hypotenuse  verwandelt  werden. 

35.  Man  soll  eine  Strecke  a  so  um  x  yerlängem,  dafs  das 
Rechteck  aus  a  und  (a  +  x)  gleich  einem  gegebenen  Quadrat  wird. 

36.  Auf  einer  Strecke  liegt  eine  zweite.  Wo  mufs  der  Punkt 
liegen,  welcher  beide  Strecken  in  demselben  Verhältnis  teilt? 


Mit  zwei  Unbekannten. 

37.  In  einem  Dreieck  soll  eine  Ecktransversale  so  gezogen 
werden,  dafs  beide  Teildreiecke  denselben  Umfang  haben. 

38.  In  einem  stumpfwinkeligen  gleichschenkeligen  Dreieck  soll 
eine  Parallele  zur  Grundseite  so  gezogen  werden,  dafs  sie  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Schenkel  und  seinem  oberen  Ab- 
schnitte wird. 

39.  In  einem  gleichseitigen  Dreieck  soll  zur  einen  Seite  eine 
Normale  so  gezogen  werden,  dafs  ihr  Quadrat  gleich  dem  Rechteck 
der  Abschnitte  ist,  in  welche  a)  die  zweite  Seite,  b)  die  verlängerte 
dritte  Seite  durch  die  Normale  geteilt  wird. 

40.  In  einem  Dreieck  ABC  soll  parallel  zu  BC  =  a  eine  Ge 
rade  QR  so  gezogen  werden,  dafs: 

a)  AQ  =  ÜC;         b)  QR  =  RC]        c)  QR^  =  AQ  •  AB] 

d)  QB  +  RC  =  p',      e)  AQ  +  AR^^iAB-j-BC+CAY, 

t)QB±RC  =  p  (insbesondere  auch  =  QR)]    g)AQ±RC^  QR' 

h)RC-AQ=QR]    i)AQ-QB  =  +  QR]    k)AQ±BC^r^ 

1)  QR  +  BC=AQ  +  AR]        m)  der  Umfang  des  abgeschnittenen 

Trapezes  eine  gegebene  Gröfse  2p  habe. 

41.  Man  soll  ein  gleichschenkeliges  Trapez  konstruieren  ans 
den  beiden  Parallelseiten  und  aus  der  Summe  von  Diagonale  lUiJ 
Schenkel.  —  Andeutung:  Benütze  den  ptolemäischen  Satz. 
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Rein  quadratische  Gleichungen. 

42,  Es  soll  ein  Dreieck  in  ein  gleichschenkeliges  rechtwinkeliges 
Dreieck  verwandelt  werden. 

43«  Welche  Beziehung  muTs  zwischen  den  Seiten  eines  recht- 
eckigen Stückes  Papier  stattfinden,  damit  dasselbe  beim  Halbieren 
stets  ein  dem  ganzen  ähnliches  Rechteck  giebt?    Konstruktion! 

44.  In  einem  Trapez  soll  zu  den  Parallelseiten  eine  Parallele 
so  gezogen  werden,  dafs  sie  die  mittlere  Proportionale  zwischen  jenen 
»Seiten  ist. 

45.  Durch  einen  Punkt  im  Inneren  eines  Kreises  soll  eine  Sehne 
so  gezogen  werden ,  dafs  sie  durch  jenen  Punkt  im  Verhältnis  1  :  2 
geteilt  wird.    (Vgl.  §.  13,  8b.) 

46.  Es  ist  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Inhalt 
=  p  gegeben  ist. 

47.  Man  soll  in  einen  Halbkreis  ein  Quadrat  so  einschreiben, 
dafs  zwei  Ecken  auf  dessen  Durchmesser,  zwei  auf  dem  Bogen  liegen. 
(Vgl.  Aufgabe  §.  7,  16.) 

48.  Von  einem  aufserhalb  eines  Kreises  gegebenen  Punkte  aus 
soll  eine  Sekante  so  gezogen  werden,  dafs  deren  äufserer  Abschnitt 
zum  inneren  sich  verhalte  a)  wie  1:1;  b)  wie  zwei  gegebene  Strecken 
a  und  6.    (Vgl.  §.  13,  3  b.) 

49.  Man  soll  die  Fläche  eines  Trapezes  durch  eine  Parallele  zu 
den  Parallelseiten  (a  und  6)  halbieren.  —  Andeutung:  Die  Höha  des 
Trapezes  sef  =»  Ä,  die  des  einen  Teiltrapezes  setze  =  x  und  die 
Parallele  =  y, 

50.  Es  soll  a)  ein  gleichseitiges  Dreieck  oder  b)  ein  regel- 
mäfsiges  Sechseck  als  geometrisches  Mittel  zwischen  zwei  gegebenen 
Quadraten  konstruiert  werden. 


Gemischt  quadratische  Gleichungen. 

51.  Man  soll  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  konstruieren,  dessen 
Seiten  eine  arithmetische  Reihe  bilden,  wenn  die  eine  Kathete  =  a 
gegeben  ist. 

52.  Man  soll  ein  Antiparallelogramm  konstruieren,  in  welchem 
die  Diagonalen  zu  den  nicht  parallelen  Seiten  normal  sind,  wenn 
letztere  «=  a  und  noch  die  kleinere  der  Parallelseiten  =  6  ge- 
geben sind, 

53.  In  ein  Quadrat  soll  ein  gleichseitiges  Dreieck  so  einge- 
schrieben werden,  dafs  beide  Figuren  ein  Eck  gemeinsam  haben,  — 
Andeutung:    Beachte,    dafs    die   Gegenseite    des    gemeinsamen  Eckes 
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parallel  der  Diagonale  ist,  (und  setze  den  durch  sie  auf  der  Quadrat- 
Seite  gebildeten  Abschnitt  =  x,) 

54*  Eine  Strecke  a  soll  in  einem  Punkte  so  geteilt  werden, 
dafs  das  Quadrat  des  einen  Abschnittes  das  Dreifache  des  Quadrates 
des  anderen  Abschnittes  ist. 

55*  Zwei  Strecken  a  und  h  sind  so  zu  legen,  daCs  die  Grenz- 
punkte  der  einen  die  andere  Strecke  harmonisch  teilen.  —  Andeukmg: 
Man  betrachte  den  Abstand  des  einen  Grenzpunktes  von  der  Mitte  der 
anderen  Strecke  als  Unbekannte. 

56.  Von  vier  harmonischen  Punkten  sind  die  beiden  äufseren 
gegeben.  Die  inneren  sind  so  zu  bestimmen,  daCs  sie  gleiche  Ab- 
stände von  den  äufseren  haben. 

57.  Die  Abstände  zweier  harmonisch  zugeordneten  Punktpaare 
a  und  b  sind  gegeben.  Es  ist  die  gegenseitige  Lage  dieser  Paukte 
zu  bestimmen. 

68.  Es  sind  zwei  Strecken  AB  und  A^B^  einer  Geraden  durch 
ein  Panktpaar  XY  harmonisch  zu  teilen.  —  Andeutung:  Lege  um  AB 
und  A^B^  Kreise,  die  einander  schneiden;  die  gemeinsame  Sekante 
derselben  giebt  die  Mitte  von  XY. 


Aufgaben  zum  neunten  Kapitel. 

§.  16. 

29.  1.  Ein  Zweistrahl  S{ah)  werde  von  Parallelen  AB,  ÄiB^.. 

durchschnitten,  welche  normal  zum  einen*  Strahle  a  sind.    Wenn  non 

AB  =  24,      A,  B,  =  6,      A^B^  =  15 

und  wenn  die  Hypotenuse  SB  =  40  ist,  wie  grofs  sind  SB^  und  5ÄV 
Wie  grofs  ist  sinaft? 

2.  Wie  grofs  ist  sin«  und  sinjS,  wenn  in  einem  rechtwinkeligen 
Dreieck  a,  6,  c,  gegeben  sind,  nämlich  bezw.: 

a)  3,  4,  5;    b)  5,  12,  13;     c)  4,8,  5,6,  7,3;     d)  2mv,  m*— t?*  w*  +  r. 

3.  Wie  grofs  sind  cos,  tga,  cotga  bei  denselben  Werten  von 
a,  6,  c  wie  in  Nr.  2. 

4.  Zeichne  mit  Winkelmesser  Halbstrahlen,  von  welchen  jeder 
mit  dem  folgenden  10^  bildet. 

a)  Zu  den  entstehenden  Winkeln  von  10^,  20<*,  . .  80^  «eichne 
beliebige  Gegenkatheten,  mifs  deren  Länge  und  die  der  zugehörigen 
Hypotenuse  ab  und  bestimme  so  sin  10®,  sin  20®,  ...  —  Entsprechend 
die  übrigen  Funktionen.  —  Vergleiche  die  gefundenen  Werte  mit  den 
folgenden  genaueren  Werten: 
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10« 

20« 

30» 

40» 

50» 

60» 

70»    1 

sin 

0,174 

0,342 

0,500 

0,643 

0,766 

0,866 

0,940 

cos 

0,985 

0,940 

0,866 

0,766 

0,643    0,500 

0,342 

tg 

0,176 

0,364 

0,577 

0,839 

1,192  1  1,732 

2,748 

cotg 

5,671 

2,748 

1,732 

1,192 

0,839 

0,577 

0,364 

80<> 
0,985 
0,174 
5,671 
0,176 

b)  Durchschneide  die  Halbstrahlen  vom  Scheitel  aus  mit  einem 
Kreisbogen,  dessen  Kadius  1  dm;  wähle  diese  Strecke  je  als  Hypo- 
tenuse, gieb  die  Katheten  in  Decimetermafs  an  und  berechne  sin  und 
cos.  —  Wie  gelangt  man  entsprechend  zu  tg  a  und  cotg  a? 

5*  Zu  einer  gewissen  Zeit  wirft  ein  vertikaler  Stab  einen  hori- 
zontalen Schatten  so  lang,  dafs  Tangens  des  Hohenwinkels  der  Sonne 
=  2,82  ist.  Wie  hoch  ist  nun  ein  Turm,  der  zu  gleicher  Zeit  einen 
horizontalen  Schatten  «=  174,3  m  wirft?  (Höhe  des  Strafsburger 
Münsters.) 

6.  Stelle  die  Werte  der  Funktionen  für  Winkel  =0,  -^,     |, 

R        2  72 

— ,    — ,  U  in  einer  Tabelle  zusammen. 

7.  Man  soll  die  übrigen  Funktionen  berechnen,  wenn  gegeben  ist: 
a)  sin  a  =  f ;  b)  cos  a  =  0,8;  c)  tg  a  =  4; 

d)  cotg  a  =  H8;  e)  sin  ^  =  5  :  >^1  +  s^;     f)  cos  ß  =  Vi] 

g)tg^  =  2:[|~A].     h)cotg^  =  ^-;-;,?". 

8.  Stelle  die  Werte  der  Funktionen,  jede  durch  jede  andere  aus- 
gedrückt, in  einer  Tabelle  zusammen. 

9.  Wenn  50  .  sin'^  a  +  75  .  sin  a  =  63,  wie  grofs  ist  sin  «? 
wie  grofs  sind  die  drei  anderen  Funktionen? 

10.  Wie  grofs  sind  sin  und  cos  eines  Winkels,  wenn  sich: 

a)  der  erstere  zum  letzteren  wie  1  :  YS  verhält?  (Wie  grofs 
ist  der  Winkel  selbst?) 

b)  das  Quadrat  des  ersteren  zu  dem  des  letzteren  wie  1600 :  81 
verhält? 

11.  Man  soll  die  folgenden  Ausdrücke  so  umformen,  dafs  sie  nur 
noch  eine  Funktion  enthalten,  nämlich 

a)  nur  sin«: 


smcf 


tg  a  sin  a 

sin  cc '  cos  a  •  tg  a  ' 


cotg  tt  —  tg  a  —  _1 


cos*  a  —  1 


b)  nur  cos  «: 


cos  a 


sin  a 
tgV 


cotg  a 


sm*  a ' 

Ldhrbnoh  der  ElementAr-Oeometrie.    n. 


+ 


tg« 


sin  a  •  (1 


cos  a)  ' 
14 
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c)   nur  tg  a: 
tg  a  cos*  a  +  tg  a  +  sin'  a  ,  i    1  —  sin*  a    ,  ein*  a  —  i 


cotg  a '  1  +  cotg  a  '  °       "^      sin*  a        "^  tg «  •  (1  —  cos* «) 

12.  In  einem  Halbkreis^  dessen  Durchmesser  1  ist,  bilde  eine 
Sehne  mit  dem  Durchmesser  den  Winkel  a.  Man  ziehe  die  zii 
diesem  Peripheriewinkel  gehörige  Sehne,  sowie  die  Tangenten  in  .den 
Grenzpunkten  des  Durchmessers  und  verlängere  die  Sehnen  bis  zu 
ihren  Schnittpunkten  mit  den  Tangenten,  a)  Man  drücke  alle  Strecken 
der  Figur  in  Punktionen  von  a  aus.  b)  Man  leite  die  Zusammen- 
hangs-Gleichungen der  Funktionen  von  a  aus  dieser  Figur  ab. 

13.  In  einem  Ereis,  dessen  Radius  1  ist,  möge  der  Winkel 
zweier  gegengerichteten  Radien  MA  und  MC  in  drei  beliebige 
Teile  a,  ß,  y  geteilt  sein.  Man  ziehe  die  Tangente  in  Ä^  verlängere 
die  Schenkel  von  ß  bis  zu  dieser  Tangente,  errichte  im  Schnittpunkt 
des  ersten  dieser  Schenkel  die  Normale  zu  diesem  bis  zum  zweiten 
Schenkel  und  von  hier  die  Normale  zur  Tangente,  a)  Man  drücke 
aUe  Strecken  dieser  Figur  in  Funktionen  der  drei  Winkel  aus. 
b)   Man  zeige,  dafs     tga  +  tg/3  +  tgy  =  tgatg/5tgy. 

14.  Die  Richtigkeit  der  folgenden -identischen  Gleichheiten  ist 
zu  erweisen: 

a)    t2a  +  cotffa  =  -: ^ — :     b)  tflC«  — cotira«»— ^ : 

^      o        *  o  am  a  cos  a '        ^    ^  °  am  a  ■  cos « 

c)  i^S^  «  +  cotg^  «  +  2)  •  sin^  a  •  cos^  a  =  1; 

d)  sin^  a  •  tg  a  +  cos^  a  •  cotg  «  -f  2  •  sin  a  •  cos  a  =  tg  a  4"  ^otgai 

e)  2  .  (sin«  ß  +  cos«  /3)  —  3  •  (sin*  ß  -f  cos*  /3)  +  1  =  0. 

0    sin  y  .  (1  +  tg  y)  +  cos  y  .  (1  +  cotg  y)  =  g^  +  ^• 

15.  Man  soll  folgende  Bestimmungsgleichungen  lösen: 
a)  cotg  n?  =  2  •  cos  icj  b)  tg  a;  +  cotg  x  =  2; 

c)  sin  a;  +  cos  n?  =  1 ;         d)  2  •  sin^  x  —  3  •  cos  a:  =  0; 

e)  sin^a:-f-i  =  2-cosa:;      f)  sina;  =  a-siny   und   igx  =  h'i%f 

16.  Man  soll  die  drei  anderen  Funktionen  des  Winkels  -  finden, 
wenn  gegeben  ist: 

a)   tgf  =  2;         b)tg-J==l;         c)t«|  =  2-V^. 

1 7.  Durch  den   gegebenen  Wert   tg  -—  =  ^   soll    man  die  vier 

Funktionen  des  <^  a  ausdrücken.  —  Werden  die  Ausdrücke  rational 
oder  nicht? 
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18.   Es  ist  zu  beweisen,  dafs: 

a)  (cos  Y  +  sin  yj   =  1  +  sin  «.  —  Hieraus: 

b)  2  •  sin  Y  =  yi  +  sin  a  —  )/l  —  sin  a; 

2  •  cos  1^  =  ]/l  +  sin  a  +  }/l  —  sin  a. 

Zusatz.     Berechne  hiermit  sin  15*^  und  cos  15^,  sowie  sin  9^  und 
cos  9^. 

c)  (sin  a  +  cos  a  +  1)  (sin  a  —  1  +  cos  a)  =  sin  2a. 

d)  (sin  a  +  ^os  «)  (cos  a  —  sin  a)  =  cos  2a; 

e)  cotg  a  —  tg  «  =  2  •  cotg  2a. 

e\    \     0}       \_        1       <50s  a  +  sin  a  ^  s    j.   2  **  2  •  sin a  —  sin 2 a  ^ 

'      ®  '    cos  2«        cos  a  —  sin  «  '        ^^      ^    2         2  •  8ina  +  8in2cif ' 


,  V     2  •  cotg  2a  .  /i     I    X       \ 

^)     i^"^"^  =  ^"^^8  a  .  (1  +  tg  a). 


19.  Der  Radius  eines  Kreises  sei  =  10-,  wie  grofs  ist  a)  Sg?  b)  s^?  §.  30. 
c)  53?    d)  s,,?    e)  «5? 

20«  Die  Seite  eines  eingeschriebenen  regelmäfsigen  Vieleckes  sei 
=  8;  wie  grofs  ist  der  Radius  des  betreffenden  Kreises,  wenn  jene 
Seite  angehört  einem  a)  Sechseck?  b)  Viereck?  c)  Dreieck?  d)  Zehn- 
eck?  e)  Fünfeck?  f)  Achteck? 

21.  Der  Umfang  eines  eingeschriebenen  Quadrates  sei  =  40; 
wie  grofs  ist  der  des  zugehörigen  Achtecks^? 

22.  Der  Umfang  eines  regelmäfsigen  Secksecks  sei  =48;  wie 
grofs  ist  der  zugehörige  grofse  und  kleine  Radius?  Und  wie  grofs 
sind  die  Radien  für  ein  Zwölfeck  von  gleichem  Umfang? 

23.  a)  Wie  grofs  ist  jede  Diagonale  eines  regelmäfsigen  Fünf- 
ecks ^  im  Radius  r  des  Umkreises  ausgedrückt? 

b)  Beweise,  dafs  je  zwei  nicht  vom  selben  Eck  ausgehende 
Diagonalen  einander  in  stetiger  Proportion  so  schneiden,  dafs  der 
gröfsere  Abschnitt  gleich  der  Fünfeckseite  ist. 

c)  Beweise  wie  in  §.  1,  5,  dafs  Seite  und  Diagonale  eines  regel- 
mäfsigen Fünfecks  inkommensurabel  sind. 

Andeutung:  Nach  b  erhält  man  eine  unbeschränkte  Anzahl  ein- 
ander ähnlicher  gleichschenkeliger  Dreiecke,  indem  man  vom  Schnitt 
beider  Diagonalen  eine  Parallele  zu  einer  Seite  bis  zur  andern  Seite 
zieht,  von  da  eine  Parallele  zur  Diagonale  bis  zur  andern  Diagonale 
u.  8.  w. 

24.  Wie  grofs  ist,  im  Radius  r  des  Umkreises  ausgedrückt,  die 
Seite  des  regelmäfsigen  Sternfünfeckes? 

14* 
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26.  Welchen  Wert  hat  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Ton 
einem  Eck   ausgehenden  Diagonalen  eines  regelmäfsigen  Sechsecks? 

26.  Lose  die  Aufgaben  19  und  20  auch  für  umgeschriebene 
Vielecke. 

27.  Welches  Verhältnis  haben  die  drei  Diagonalen  eines  regel- 
mäfsigen Achteckes? 

28.  a)  Wird  in  Figur  141  (S.  112)  von  C  aus  mit  CA  der 
Kreis  beschrieben  und  ÄF  bis  zum  Kreise  verlängert^  bis  D,  so  ist 
BD  die  regelmäfsige  Fünfecksseite  und  DF  ist  gleich  dem  Radius 

b)  Aus  a)  folgere  den* Beweis  des  Satzes:  Wird  in  einen  Kreis 
ein  Trapez  gezeichnet,  dessen  Parallelseiten  der  Durchmesser  und  Sj, 
sind,  so  sind  die  nicht  parallelen  Seiten  =»  s^  und  die  Dii^onale  ist 

=  ^10  +  ^• 

c)  Wende  auf  das  Trapez  in  b)  den  ptolemäischen  Satz  an;  zn 
welcher  Folgerung  führt  derselbe? 

d)  Beweise  das  Ergebnis  von  §.  30,  l  Zus.  a  durch  Anwendung 
von  Aufg.  §.  14  Nr.  16  auf  das  A  ÄBD  in  a). 

29.  Welche  Beziehung  findet  statt  zwischen  den  Flächen  eine» 
regelmäfsigen  a)  ein-  und  umgeschriebenen  Vierecks?  b)  Dreiecks? 
c)  eingeschriebenen  Drei-  und  Sechsecks?  d)  eingeschriebenen  Sechs- 
und  umgeschriebenen  Dreiecks?  [Folgerung  aus  c)  und  d)?] 

31.  30.  a)  Welche  Fläche  hat  §m  regelmäfsiges  Fünfeck,  welches 
einem  Kreise  vom  Radius  8  eingeschrieben  ist?  —  b)  In  welche 
Teile  teilt  eine  Diagonale  das  Fünfeck? 

31.  a)  Wie»  grofs  ist  der  Erdradius,  wenn  der  Umfang  w 
40000  Kilometern  angenommen  wird?  b)  Wenn  man  wie  üblich  den 
Radius  des  Erdäquators  zu  860  und  seinen  Umfang  zu  5400  geogr. 
Meilen  annimmt,  stimmen  diese  Zahlen  zusammen? 

32.  82.  Welche  Aufgaben  lassen  sich  mittels  der  Hauptformeln  in 
§.  32,  1  lösen?  —  Beispiel:  r  =  4,2;  u  =  26,3894;  i  «=  55,41TT 
(bzw.  40,5;  254,469). 

33.  Von  einem  Kreise  sei  der  Radius  =r  (oder  Umfang  =««' 
gegeben;  wie  grofs  ist  die  Seite  a)  eines  Quadrates,  b)  eines  regel- 
mäfsigen Dreiecks,  welches  mit  dem  Kreise  gleichen  Inhalt  hat?  - 
Beispiel:  r  =  7  (oder  u  =  100). 

34.  a)  Der  Durchmesser  eines  Halbkreises  sei  in  zwei  beliebige 
Teile  geteilt  und  über  diesen  als  Durchmessern  seien  wieder  Halb- 
kreise beschrieben.     Wie  grofs  ist  deren  gesamte  Bogenlänge? 

b)  Wenn  aber  der  Durchmesser  in  beliebig  viele  gleiche  Teile 
geteilt  und  wie  in  a)  verfahren  wird,  wie  grofs  ist  die  Summe  der 
Halbkreislängen  ? 

35.  a)  Es  werde  auf  dem  Durchmesser  eines  Kreises  ein  ?w^ 
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P  so  gewählt,  dafs  der  eine  Teil  =  y  (oder   =  r    oder    «=  ^j  sei 

und  in  P  werde  die  normale  Sehne  gezogen.  Wenn  nun  um  jeden 
der  entstehenden  vier  Sehnenabschnitte  alg  Durehmesser  ein  Kreis 
beschrieben  wird,  welche  Summe  geben  deren  Umfange? 

b)  Welche  Summe  geben  die  Inhalte  der  in  a)  entstandenen  yier 
Kreise?  Auch  für  den  Fall  zu  lösen,  dafs  der  Teilpunkt  P  den 
Durchmesser  im  Verhältnis  q :  s  teilt. 

36.  Eine  Kreisfläche  soll  durch  eine  konzentrische  Kreislinie 
a)  halbiert,  b)  in  stetiger  Proportion  so  geteilt  werden,  dafs  der 
Kreisring  (oder  der  innere  Kreis)  die  mittlere  Proportionale  wird. 
Man  soll  den  Radius  des  teilenden  Kreises  berechnen  und  konstruieren. 

37.  Wie  konstruiert  man  einen  Kreis,  dessen  a)  Umfang,  b)  In- 
halt gleich  der  Summe  (Differenz)  zweier  anderen  Kreise  ist? 

38.  Die  annähernde  Rektifikation  einer  Kreislinie  läfst  sich  so 
durchführen,  dafs  man  den  Durchmesser  AB  in  fünf  gleiche  Teile 
teilt,  als  Verlängerung  in  B  einen  solchen  Teil  anfügt  =  BC,  dann 
auf  der  von  Ä  ausgehenden  Tangente  drei  solche  Teile  abträgt 
=  AD]  dann  hat  das  Dreieck  ACD  nahezu  gleiche  Länge  wie  die 
Kreislinie.  —  Ist  diese  Annäherung  genauer  als  die  von  Kochansky 
(§.  32,  2)? 

39.  a)  Um  ein  Quadrat  in  einen  inhaltsgleichen  Kreis  zu  ver- 
wandeln, trugen  indische  Mathematiker  vom  Mittelpunkt  des  Quadrats 
die  halbe  Diagonale  auf  die  Parallele  zur  Seite  auf,  teilten  den  Uber- 
schufs  der  halben  Diagonale  Über  die  halbe  Seite  in  drei  gleiche 
Teile  und  beschrieben  vom  Mittelpunkt  den  Kreis  durch  den  nächsten 
Teilpunkt.     Welchen  Wert  hätte  hiemach  ä? 

b)  Albrecht  Dürer  (1525)  sagt,  diese  Aufgabe  a)  sei  annähernd 
dadurch  zu  losen,  dafs  man  die  Diagonale  in  zehn  gleiche  Teile  zerlege 
und  8  als  Durchmesser  nehme.  Es  ist  nachzuweisen,  dafs  diese  Kon- 
struktion auf  den  Wert  jr  =  3|  führt  (der  bei  Vitruvius  vorkommt). 

40.  Nicolaus  von  Cusa  (1464)  löst  die  Aufgabe,  zu  einem  Kreis 
ein  gleichseitiges  Dreieck  von  gleichem  Umfang  zu  konstruieren,  in- 
dem er  ein  Quadrat  in  den  Kreis  beschreibt,  um  die  Summe  des 
Radius  und  der  Quadratseite  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  in 
diesen  das  gleichseitige  Dreieck  zeichnet.  Welchen  Wert  würde  sr 
hiernach  haben? 


41.  Welche  Geschwindigkeit  hat,  d.  h.  welchen  Weg  durchläuft  §.  33. 
in  einer  Sekunde  (Stemzeit)  ein  Punkt  des  Erdäquators?  (vgl.  Nr.  31). 

42.  Welche  Zeit   vergeht,   bis   das  Ende  eines  Minutenzeigers 
einen  Weg  beschreibt,  der  gleich  seiner  Länge  ist? 

43.  Eine  Bahnrichtung  bilde  mit  einer  anderen  einen  Winkel 
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von  45^  und  beide  sollen  durch  einen  Kreisbogen  von  865  m  Radius 
in  einander  übergeführt  werden.     Wie  lang  wird  der  Bogen? 

44.  Welche  Aufgaben  lassen  sich  mit  der  Formel  in  §.  33,  ib 
lösen,  wenn  man  je  eine  der  vorkommenden  Gröfsen  als  unbekannt, 
alle  übrigen  als  bekannt  ansieht?  —  Bilde  entsprechende  Au^aben 
aus  den  folgenden  zusammengehörigen  Werten  von  r,  <^  /5,  h,  näm- 
lich: 6;  29^22';  3,18  oder  150,  25n2'37";  66. 

46.  Welchen  Inhalt  hat  ein  Kreissegment,  dessen  Berührungs- 
winkel 36«  (45«,  60^)  und  dessen  Sehne  s  ist? 

46.  a)  Es  soll  der  Inhalt  des  im  L  Teil,  Aufgabe,  §.  11,  Nr.  124 
beschriebenen  Ovals  bestimmt  werden  für  den  Fall,  dafs  das  Dreieck 
gleichseitig,  der  grofse  Radius  JB,  der  kleine  r  ist. 

b)  Durch  die  Ecke  eines  aus  zwei  Quadraten  zusammengesetzten 
Rechtecks,  dessen  Seiten  a  und  2  a  sind,  werden  Kreisbögen  gezeichnet, 
sodafs  ein  Oval  entsteht.  Die  Mittelpunkte  der  Bögen  liegen  in  den 
Mitten  der  längeren  Seiten  und  in  den  Mittelpunkten  der  Quadrate. 
Es  soll  der  Flächeninhalt  des  Ovals  berechnet  werden. 

47.  Drei  gleiche  Kreise  berühren  einander  paarweise.  Wie  grofs 
ist  die  zwischen  den  Kreisen  liegende  Fläche? 

48.  Wie  grofs  ist  der  Centriwinkel  desjenigen  Sektors,  a)  dessen 
Umfang  gleich  der  Kreislänge  ist?  b)  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Quadrate  des  Radius  ist? 

49.  Drei  Kreise  schneiden  einander  so,  dafs  jeder  durch  die  Mitte 
der  beiden  anderen  gehi-  Wie  grofs  sind  die  einzelnen  hierbei  ent- 
stehenden Flächenteile? 

60.  Wenn  in  der  Formel  §.  33,  2  a  je  zwei  Gröfsen  gegeben 
sind,  wie  wird  die  dritte  berechnet? 

61.  Wie  grofs  ist  die  Summe  der  Kreisabschnitte,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  um  das  Dreieck,  dessen  Seiten  13,  14,  15  sind, 
einen  Kreis  beschreibt? 

62.  Eine  Kreisfläche  soll  durch  konzentrische  Kreise  a)  in  « 
gleiche  Teile  geteilt,  b)  in  n  solche  Teile  geteilt  werden,  dafe  die- 
selben, von  innen  aus  gerechnet,  das  Verhältnis  a:ß:y:d  zu  ein- 
einander  haben. 

63.  Wenn  man  bei  einem  eingeschriebenen  regelmälsigen  a)  Drei- 
eck, b)  Viereck,  c)  Sechseck  je  über  einer  Seite  als  Durchmesser  nach 
aufsen  einen  Halbkreis  beschreibt,  wie  grofs  ist  die  entstehende  mond- 
förmige  Figur? 

64.  a)  Durch  die  Grenzpunkte  einer  Strecke  seien  zwei  Kreis- 
bögen mit  den  Radien  r  und  r^  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  be- 
schrieben; die  zu  der  Sehne  gehörigen  Centriwinkel  seien  a  und  Cy 
Welche  Fläche  hat  das  entstandene  Möndchen? 
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b)  Man  weise  nach^  dafs  diese  Fläche  gleich  der  des  Vierecks 
der  vier  Radien  nach  den  Grenzpunkten  der  Sehne  ist,  wenn 

T^ir^  ^^  ai  «j. 

c)  Man  berechne  diese  Fläche  für  den  Fall,  dafs  dieses  Verhältnis 
==1:2  und  aufserdem  r^  gegeben  ist 

55.  Berechne  die  Fläche  (Arbelos  =  Schusterkneif),  welche  in 
Nr.  34  zwischen  den  Halbkreisen  liegt.  —  Wann  ist  im  Falle  zweier 
eingezeichneten  Halbkreise  die  Arbelosfläcl^e  ein  Maximum? 

66.  Auf  einer  Strecke  AD  =^  s  liege  eine  Strecke  BC  =^  t  Be- 
schreibe über  AB  und  AC  Halbkreise  nach  der  einen,  über  BD  und 
CD  Halbkreise  nach  der  anderen  Seite.  Wie  grofs  ist  die  Fläche 
der  entstehenden  Figur  (Pelekoid  =  beilformige  Fläche)?  —  Ist  die 
Fläche  abhängig  von  der  Lage  von  t?  von  der  Gröfse  von  t?  —  Wie 
verhält  sich  die  Pelekoidfläche  zur  Fläche  des  Kreises  über  AD  als 
Durchmesser?  —  Wie  läfst  sich  hiernach  die  Fläche  durch  ent- 
sprechend liegende  Halbkreise  in  2,  3,  n  Teile  zcfrlegen? 


Aufgaben  zum  zehnten  Kapitel. 

§.17. 

1.    a)  Konstruiere  Punkte,  deren  Koordinaten  in  mm  gegeben  §.  34. 
sind,  nämlich: 


Punkt 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Abscisse 

+    9 

-.9 

-   9 

+   9 

—  12 

Ordinate 

+  15 

+  15 

-15 

—  15 

+   6 

6. 

7. 

—   6 

—  15 

+  18 

-12 

2.  Man  bestimme  mittels  des  Winkelmessers  die  Winkel,  welche 
die  nach  den  vorstehend  bestimmten  Punkten  gehenden  Strahlen  mit 
der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  bilden. 

3.  In  welchem  Quadranten  sind  die  Abscissen  und  Ordinaten 
bezw.  a)  positiv  und  negativ?  b)  negativ  und  positiv?  c)  negativ 
und  negativ? 

4.  Welche  Gröfse  haben  die  Funktionen  derjenigen  Winkel, 
welche  die  nach  den  Punkten  in  Nr.  1  gehenden  Fahrstrahlen  mit 
der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  bilden? 

o.    Welches  Vorzeichen  hat  jede  der  folgenden  Funktionen:  §.  36. 

a)  sin  150«        b)  cos  105«  c)  sin  252«        d)  tg     120« 

cos  240«  cos  300«  cos  144«  cotg  252« 

sin  198«  sin337i«  cos  352«  tg     330« 
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e)  cotg  205<>        f)  tg     315«        g)  cos  199^24' 

'    cotgl65<^  cotgl57i«  tg  333«  19' 

tg     234<>  tg      135«  sin  283«50". 

6.   Es  ist  z.  B.     sin  250«  =  —  sin  70«  =  —  cos  20«. 
Drücke    ebenso    in   zweifacher  Weise  die  folgenden   Funktionen 
durch  solche  von  Winkeln  des  ersten  Quadranten  aus: 

a)  sin  138«;  b)  cos  257«;  c)  tg  301«;  d)  cotg  146^ 

e)  sin  256«28';       f)  cos  277«42';       g)  tg  123^45';       h)  cotg  341^58'. 
7«   Es  ist  auch  z.  B. 

sin  250«  =  —  sin  70«  = sin  110^  =  +  sin  290«  = 

=  -  cos  20«  =  +  cos  160«  =  +  cos  200«  =  -  cos  340^. 
Drücke   ebenso   in   achtfacher   Weise   die   in   Nr.   6   gegebenen 
Funktionen  aus. 

8.  a)  In  welchen  Quadranten  ist  sin  a  positiv?  Ebenso  cosa, 
tg  a,  coig  a? 

b)  In  wie  vielen  Quadranten  hat  also  eine  Punktion  überein- 
stimmende Vorzeichen? 

9.  Für  welchen  Winkel  eines  anderen  Quadranten  hat  jede  der 
folgenden  Funktionen  denselben  Wert: 

a)  sin  28«;       b)  cos  76«;       c)  tg  82«;       d)  cotg  12«;       e)  sin  238^; 

f)  cotg  170«;       g)  sin  «. 

10.  Welchem  Quadranten  gehört  ein  Winkel  an,  dessen  a)  sin 
und  cos  negativ?  b)  cotg  und  sin  negativ?  c)  cos  und  tg  negativ? 
d)  sin  positiv  und  tg  negativ? 

11.  Wie  lassen  sich  die  Funktionen  der  folgenden  Winkel  als 
Funktionen  kleinerer  Winkel  ausdrücken? 

a)395«;  b)  449«;  c)  487«;  d)567«18';  e)700^  f)618«23'57";  g)1000^. 

12.  Bestimme  mit  Hilfe  der  in  §.  29  und  30  gegebenen  Werte 
die  Funktionen  von 

a)  120«,  210«,  300«;  b)  150«,    240«,    330«;  c)  135«     225«,    315^ 

d)  108«,  198«,  288«;  e)  165«,    255«,    345«;  f)  126«,    216«,   306*; 

g)  144«,  234«,  324«;  h)  112^«,  202^«,  292^«;  i)  157^«,  247^«,  337^; 

k)  105^  195«,  285«;  1)  165«,    255«,    345«. 


§.  38.  13.  Zeichne  den  Kreis  über  dem  Durchmesser  AB  =  1  und  trage 

zwei  Winkel  a  und  ß  {a>  ß)  an,  so  dafs  a)  beide  in  Ä  beiderseits 
von  AB,  b)  beide  in  A  einerseits  von  AB,  c)  -^  a  in  J.  und  ^/J 
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in  jB,  beide  einerseits  AB,  d)  ^  a  in  J.  und  <^ /J  in  B,  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  AS  liegen..  Vervollständige  je  das  entstehende 
Viereck  und  leite  mittels  des  ptolemäischen  Satzes  die  Formeln  lY 
und  V  ab.     (Vgl.  §.  29,  7,  Anm.) 

14.  Berechne  sin  (a  +  ß)  und  cos  («  +  ß)  für  a)  ^  a  =  60^, 
ß  =  30®;  b)  a  =  45®,  ß  =  30®.  —  c)  Entsprechend  berechne  die  Funk- 
tionen von  105®,  120®,  150®. 

15.  Es  soll  die  Formel  für  cos  (a  +  ß)  aus  dem  Werte  von 
sin  (a  +  ß)  allein  durch  Rechnung  gefunden  veerden. 

16.  Mittels  der  Formeb  IV  und  V  (S.  141)soU  man  die  Ergeb- 
nisse in  §.  36,  1  erproben. 

17.  Man  soll  die  folgenden  Werte  durch  Funktionen  der  ein- 
fachen Winkel  ausdrücken: 

.    sin  (g  -f  h)  ^       ,  x    sin  (o  --  b)  ^  .  cos  (a  +  ^)  .        j\  coa  (a  — •  b)  ^ 

^  C08  a  •  cos  b '         ^  cos  a  •  cos  b '         '^  cos  a  •  cos  h '         -^  cos  a  •  cos  6 ' 

V   sin  (a  -f  &)  -f  cos  (a  —  &)  «v      .  *  ,      ,    ,  >,       .     /  ,  n 

e)    .    )    ^  , ,  — ) — r-^, :         f)  sm  (a  +  6)  •  sm  (a  —  6): 

'^  sin  (a  —  6)  ±  cos  (a  -f  6) '  ^  vi/  \  /? 

g)  cos  (a  +  6)  •  cos  (a  —  &); 

h)  Dividiere  noch  die  Werte  von  f)  und  g)  durch  cos*  a  •  cos*  6 
und  vereinfache  sie  möglichst; 

-x  sin  (o  +  &)  ,  s  sin  (a  —  b)  i\     •    «  /      i    i.\    i  s  /  r\ 

i)    — ; — —Ai      k)  — 7-    ,-,x ;       1)  sm*  (a  4-o)  +  cos*(a  —  6). 
-^  cos  (a  —  6) '  ^  cos  (a  +  ^) 

18.  Zu  welchem  Ergebnis  führt  die  Formel  für  cos  (a  —  /3),  wenn 

a)  sin  a  =  sin  ß     und     cos  a  «=  cos  ß     ist? 

Zu  welchem  Ergebnis  führt  die  Formel  für  cos  (a  —  /J),  wenn 

b)  sin  a  =  —  sin  ß     und     cos  a  =  cos  /J     ist? 

19.  Beweise  die  Richtigkeit  der  folgenden  Formeln: 

a)  sin  (x  —  A)  •  cos  k  +  cos  (x  —  A)  •  sin  A  =  sin  x; 

b)  cos  (x  —  A)  •  cos  A  —  sin  (x  —  A)  •  sin  A  =  cos  x; 

c)  sin  (x  +  ^)  •  cos  X  —  cos  (x  -j-  A)  •  sin  x  =  sin  A; 

d)  cos  (x  -f-  A)  •  cos  X  +  sin  (x  +  ^)  •  sin  x  =  cos  A; 

e)  cos  (x  +  A)  •  sin  A  —  cos  (x  +  ft)  •  sin  ft  =  sin  (x  +  A)  •  cos  A 

-—  sin  (x  +  fi)  •  cos  fi. 

20.  Berechne  die  Sinus-  und  Gosinuswerte  der  Winkel 

(x  +  l  +  (i),       (x  +  X-ii),       (x-X-  (>) 
in  Funktionen  der  Winkel  x,  A,  ft. 
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21.  Berechne   tg  (a  +  ß)    und    cotg  (a  +  ß)  für  a)  tg  a  =|. 
^Sß  =  h    b)  tga  =  0,2,  tg/J=-10;    c)  tg«  =  i,  tg/J  =  i. 

22.  Aus  den  Formeln  in  §.  38,  4  sollen  die  in  §.  38,  2  abgeleitet 
werden. 

23.  Für  den  Fall,  dafs  ^{a  +  ß  +  y)  =  2R,  gelten  die  folgen- 
den Gleichheiten: 

a)  tg  a  +  tg  /S  +  tg  y  =  tg  «  .  tg  /3  .  tg  y. 

b)  cotg  y  +  cotg  J  +  cotg  I  =  cotg  y  •  Cotg  |-  •  COtg  |  • 

c)  1  —  2  .  cos  a  .  cos  /J  .  cos  y  =  cos^  a  +  cos*  ß  +  cos*  y. 

d)  cotg  a  +  -7— i,  -. —  =  cotg  ö  +  -. -.  —  =  cotgy  +  ■— ^  V- 

^         ®        '    sm  /3  •  sin  y  o  r-    i    gj„  a  •  sin  y  ^  '     •    gm  fi- sinn 

24.  Man   soll   die  folgenden   Funktionen  durch  Funktionen  der 
einfachen  Winkel  ausdrücken: 

V  2  ,x  8in2a^  v  cos  2a         ^         ,>.       ein  2« 

'^  sin  2« '  ^  cos*  a '  ^  sin^  a  —  cos* a '  ^  i  +  cos 2a ^ 

V  008  2«  -vl+8in2a  ^^      xc»  i_\j.rt      i       ^    . 
c)  ,   .    .    o    ;       f)  .—^  .   „    ;      g)  2cotg2«:  h)  tg2a+  -  ,  : 

'^   li:sin2a'  -^  1 — 8in2cv'       ^^  °        '  /     »         '  cos 2b 

.V    4  .  cotg  2a  ,  N   sin  (2a  +  ö)         ^  /       i    /i\ 

i)   — 7-— — ;       k)  ^. — ^— ^  —  2  •  COS  (a  +  p). 

^       Bin2a     '  '^  Bin  a  \       i    ry 

25.  Beweise,  dafs: 

a)  1  +  sin  a  =  2  cos«  (45«  -  y);       b)  1  -  sina  =  2sin«(45- y); 

26.  Beweise  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichheiten: 

a)  2  •  sin*  a  •  sin^  ß  +  2  -  cos*  a  •  cos*  /J  =  1  +  cos  2«  •  cos  2)5. 

b)  tg(45«  +  y)-tg(45«-y)  =  2.tg2y. 

V    1  —  tg»(460-y)  .     ^ 

^)  r+tgW+T)  =" ^"^ 2^- 

27.  Wie  grofs  ist:     a)  sin  a;,     wenn    tg  y  =  Y^  —  2? 

b)  cos  lOö'^,    wenn   sin  210^  =  —  ^?     c)    sin  x   und   cos  x^  wenn 
ig2x  =  —  V? 

28.  Berechne  die  Funktionen  von  3f(7  und  4«?,  ausgedrückt  durch 
Funktionen  des  einfachen  Winkels  w. 

29.  Beweise,  dafs: 

a)    sin^  a  =  f  sin  a  —  \  sin  3a;  b)    cos^  a  =  |^  cos  «  +  i  ^^^  ^^' 

30.  Für  ^  t^  =  18«    ist    sin  2w  =  cos  Sw.     Entwickle  die^ 
Gleichheit  in  Funktionen  des  einfachen  Winkels  w. 
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31.   Verwandle  in  Produkte  von  Funktionen: 
a)  sin    90«  +  sin  30«;     b)  sin    60"  —  sin  30»;     c)  cos   75»  +  cos  45«; 
d)  cos   42«  —  cos  78«;     e)  sin  120«  -  sin  60»;     f)  cos  105«  —  cos  15«; 

g)  sin  135«  +  sin  45«;     h)  cos  240«  —  cos  120«.     i)  -!°  t!l  "*"  '^ 

,  V  sin  90<>  +  bin  34°^  ,v        sin  ÖO'^  —  sin  40^ 


sin  U^  —  sin  10^ ' 


COB  69*^  +  cos    3^'  ^  cos  50*^30'  —  cos  10^30' 

32.  Beweise,  dafs  für  irgend  zwei  Winkel  (a  +  &)  und  (a  —  b) 
der  Quotient  aus  a)  der  Summe  und  der  Differenz  der  Sinus,  b)  der 
Summe  und  der  Differenz  der  Cosinus,  c)  der  Summe  der  Sinus  und 
der  Summe  der  Cosinus,  d)  der  Summe  der  Sinus  und  der  Differenz 
der  Cosinus  jener  Winkel  bzw.  den  Wert:  tga>igh,  cotg  a  •  cotg  Z», 
tga,  cötg  2»  hat.  —  Beweise  ferner,  dafs: 

V   sin  a  —  sin  6        cos  b  —  cos  a  j*\  ±     /      t    t\        cos  25  —  cos  2a 

e) i r  =  -.-^-  , — -. — ;  f)  tir  (a  +  &)  =  -r-- . — 5^«- 

^  cosa  +  coso        sin  6  +  sin  a'  /     o  \      1      /        sin  2  a  —  sm  2o 

33.  Für  die  Winkel  a,  ß,  y  eines  Dreiecks  ist  (vgl.  Nr.  23): 

a)  sin  2a  +  sin  2/3  +  sin  2y  «=  4  •  sin  «  •  sin  ^  •  sin  y; 

b)  cos  a  +  cos  /J  +  cos  y  =  1  +  4  •  sin  —  •  sin  ^  •  sin  -^  • 

Andeutung  zu  a).  Wende  auf  sin2a  +  8Üi2/J  Formel  VIII 
(S.  143)  an  und  setze  sin  2y  =  —  2  •  sin  y  •  cos  (a  +  /3). 

Andeutung  zu  b).     Wende  auf  cos  a  +  cos  /J  Formel  VIII  an 

und  setze  cos  y  =  1  —  2  •  sin*  ~  • 

34.  Die  Formel:  2sin  a  cos  /S  —  sin  (a  —  /*)  =  sin  (a  +  ß)  soll  §.  39. 
abgeleitet  und  benützt  werden,  wenn 

cos  S«»  =  0,99863,      sin  4*^  =  0,069756,       sin  1^  =  0,017452 

gegeben,  um  von  4^  an  die  sin  der  Winkel  von  3®  zu  3**  zu  berechnen. 

35.  Es  seien  cos  V  =  0,99985,  sin  30^  =  0,5,  sin  29^  =  0,48481 
gegeben;  es  sollen  die  sin  von  28^,  27®,  26®  der  Reihe  nach  berechnet 
werden  mittels  der  Formel:  2 sin  acos  ß  —  sin  (a  +  /J)  =  sin  (a  —  ß), 

36.  Es  seien  die  sin  und  cos  der  Winkel  bis  30®  gegeben.  Es 
sollen  die  Formeln: 

sin  (30®  +  a)  =  cos  «  —  a^n  (30®  —  a), 

cos  (30®  +  a)  =  cos  (30®  —  a)  —  sin  a 

abgeleitet  und  benützt  werden,  um  sin  und  cos  gröf serer  Winkel  zu 
berechnen. 
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§.  18.  Übungen  im  Gebrauche  der  Tafeln. 

I.   AufBuohen  der  Funktionen  (und  ilirer  Logarithmen)  sn 
gegebenen  Winkeln. 

a)   Ohne  Interpolation. 

39-  1.  sin    30»  7.  l  cos    43»26'  =  0,86  104  -  1 

2.  cos   63»40'  8.  l  cotg  300  4'  =  0,23739 

3.  tg     46«20'  9.  •  Z  cos   67'»24'=  0,58467-1 

4.  cotg  88n0'  10.  Z  tg     87'»43'  =  1,39932 

5.  l  sin    5«41'  =  0,99  577  -  2         11.  i  sin    öS'Sl'  =  0,90527  - 1 

6.  Itg  32»57' =  0,81 169  -  1  12.  ?cotg   0<»3'    =3,059f5. 

b)   Mit  Interpolation. 

13.  sin   21''43'       =0,37002  19.  Ug    44nr25" =0,98  924-1 

14.  tg     62«54'       =1,9542      •       20.  Z  cotg  4»  i'45"  =  1,15  219 

15.  cos    7407'         =0,27  368  21.  Ug    57«25'32"=0,19457 

16.  cotg 43*52'       =1,0404  '22.  Zcos  78''42'34"=0,29 178-1 

17.  ?sin28«ll'20"  =  0,67  429-l   23.  ?cotg45'»  0'3r =0,99984-1 

1 8.  l  cos  26»52'37"  =  0,95  035  —  1  U,l  sin   87»59'20" = 0,99  973-1. 
25.  l  sin  77<'16'43"        26.  l  tg         2''38'47"  27.  l  cotg    4''5'  6" 
28.  l  cos  57«58'20"       29.  isin    100»                    30.  l  cos   139» 
31.  l  tg   162»37'          32.  l  coi«    93»  8'                33.  l  sin   157»9'36', 

34.  l  cos    101»  2'  3". 

n.   Anfsuolien  der  Winkel  bu  gegebenen  Funktionen  (xud 
deren  Logarithmen). 

a)   Ohne  Interpolation. 

35.  sin    «=       0,64279  (-^a:  =  40»     oder     140») 

36.  cos    «=       0,99  324    (6»40'     oder    353»20') 

37.  tg     a;=       0,98  270  (44»30'     oder    224''30') 

38.  cotga;=       8,7769      (6»30'     oder     186»30') 

39.  sin    a;  =  —  0,19  366  («^  a;  =  191»10'     oder    348''50') 

40.  tg     «  =  — 0,78  598  (^x  =  141»50'     oder    321»5O0 

41.  cos   a;  =  —  0,97  692 

42.  cotg  a;  =  — 3,2041 
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43.  sin      y=       0,72937  46.   tg     y=  — 15,605 

44.  cotg    y=       0,17  333  47.   coigy  =  —    1,4019 

45.  cos      y=  — 0,58307  48.   sin   y=         0,15069. 

49.  i  sin    a;  =  0,45  674  -  1  (^  a;  =  16»38'     oder     163«22') 

50.  i  cos   a;  ==  0,74  887  -  1  (-^  a;  =  55»53'    oder    304»7') 

51.  Z  cotg  a;  =  0,56  492  (-^a;=.15»14'       oder    —  195<'14') 

52.  Ztg     a;  =  1,53 183  (^  a;  =  88n9'       oder    =  268<'19') 

b)   Mit  Interpolation. 
5$.   ?8ina;  =  0,22005— l(^a;=    9»33'14"    oder?) 

54.  itg     a;  =  0,29  994  (^ «  =  63"22'38"    oder?) 

55.  l  cotg  X  =  0,55  401  —  1  56.   i  cos  x  =  0,83  737  —  1. 

57.  sina;=|;   68.  co8a:  =  ^;   59.  cotga;=  — -jVj;  60.  tga;  =  ^|J. 

m.  Bestimnmng  von  Winkeln  ans  Oleiehnngen. 
61.    sin  a -sin  72"  =  i  1/5.  62.    sin  54' •  sin  a  =  i.  §•  40. 

63.    co8  54''-cosa  =  il^5.  64.    %  18» •  tg a  = /|. 

65.    tg  a  —  tg  60»  ==  2.  66.    tga  +  *g60»  =  2. 

67.    8inl8»  +  sina  =  i}/5.  68.    tga  +  coi«a  — 4. 

69.    tga  +  -^-  =  tg54».  70.    tg -J -=  1  -  cos  «. 

71.    28in  a  =  ^6  (1  +  cos  «).        72.    sin  «  +  tg  a  =  1  -)-  cos  a. 

73.  sin  a  +  tg  a  =  1  +  cos  a. 

74.  Bestimme  in  den  Au%aben  §.  16,  16  (S.  210)  anch  die  Winkel 
höherer  Quadranten,  welche  den  Gleichungen  genügen. 

75.  sin  (a;  +  y)  —  cos  a;  •  sin  y  ==■  cos  y, 

76.  sin  (a;  +  y)  +  cos  (x  —  y)  ■=  cos  (x  +  y). 

77.  sin  a;  •  sin  (y  —  a;)  =  a.  78.  sin  (x  —  y)  =  cos  (x  •}-  y)  =  ^. 
79.  tg  (x  +  y)  =  j>,  tg  (a;  —  y)  =  ?•  80.  sin  2a;  =  2sin  x. 
81.  8in2a:  =  2cosa;.         82.  rtcotg2a;  =  6(l +  tga;),    (a  =  b    oder 

a=Yn-i,  6=1).        83.  a(cotga;-tga;)  =  6^j|^(a  =  6). 

S4.  Man  soll  die  Teile  eines  Winkels  w  bestimmen^  wenn  a)  ihre 
Sinus,  b)  ihre  Cosinus,  e)  ihre  Tangenten  ein  gegebenes  Verhältnis 
haben. 

85.  sin  x+lOys  cos  x  =  5,5  YS. 

86.  12,54  sin  «  -  1,32 1/3  cos  «  =  4,29. 

87.  135  sin  «  +  125  cos  a  =  7,07  105. 


222 


Übungsaufgaben  zu  Eapitel  11. 


88.  sin  a  +  cos  a  =  —  ^  )/2. 

89.  sin  a  —  cos  a  ==       \  |/2. 

90.  cos  «  —  sin  «  =       \  }/6. 


Aufgaben   zum   elften   Kapitel. 

§.  19.  Das  rechtwinkelige  Dreieck. 

§.  41.  1.   a)  Wenn  von  den  Stücken  a,  fe,  c,  a,  /}  eines  rechtwinkeligen 

Dreiecks    irgend   zwei    gegeben   sind,    welche  und   wie  viele  Einzel- 
aufgaben  kann  es  hiernach  geben? 

b)  Welche  dieser  Aufgaben  ist  unbestimmt?  Auf  wie  viele  ver- 
schiedene Aufgaben  lassen  sich  die  übrigen  zurückführen? 

2.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  je  drei  zusammengehörige 
Stücke  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  angegeben.  Wähle  beliebige 
zwei  aus  und  berechne  das  dritte  ohne  Benützung  von  Loga- 
rithmen*). 


Nr. 

a 

l 

c 

ce 

P 

1. 

5 

10 

30" 

60« 

2. 

44 

55 

5340' 

36050' 

3. 

2,4 

8 

62030' 

17030' 

4. 

81,7 

95 

30»40' 

5902O' 

5. 

36 

40 

•  25'>50' 

64010' 

6. 

8,37 

31 

74«20' 

15*40' 

7. 

116 

145 

53<»10' 

36050' 

8. 

70,2 

135 

31»20' 

58040' 

9. 

1 

5 

11«20' 

78040' 

10. 

37 

18,5 

63»30' 

26030' 

11. 

235 

94 

68010' 

2I05O' 

12. 

23,4 

210,6 

6'*20' 

8304O' 

13. 

45 

5 

83«40' 

6020' 

14. 

15 

3,6 

76«30' 

I303O' 

15. 

136 

86 

580 

320 

IG. 

36,8 

46 

38«40' 

51020' 

3,  Wähle  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  pythagorei- 
scher Dreiecke  je  zwei  das  Dreieck  bestimmende  Stücke  aus^  b^ 

*)  Die  Werte  der  Winkelfunktionen  sind  dabei,  auf  zwei  Stellen  nach  dem 
Komma  genau,  aus  der  Tafel  der  Funktionen  selbst  zu  eniaiehmen. 
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rechne  die  fehlenden  und  vergleiche  die  gefundenen  Werte  mit  den 
in  der  Tafel  enthaltenen. 


Nr. 

a 

b 

c 

a 

ß 

J 

1. 

~'   3~ 

'   4 

~'5 

36«  52' 11" 

53»"7'49"~ 

6 

2. 

12 

5 

13 

67  22  50 

22  37  10 

30 

3. 

7 

24 

25 

16  15  37 

73  44  23 

84 

4. 

12 

35 

37 

18  55  29 

71  4  31 

210 

5. 

140 

51 

149 

69  59  — 

20  1  — 

3570 

6. 

115 

252 

277 

24  31  47 

65  28  13 

14490 

7. 

325 

228 

397 

54  56  53 

35  3  7 

37  050 

4.  Wie  grofs  ist  die  Hypotenuse,  wenn  die  Halbierende  des 
einen  Winkels  von  50^  gleich  12  ist? 

5.  Eine  272  km  lange  Strafse  führt  in  gleicher  Steigung  auf 
^'inen  100  m  hohen  Hügel;  welche  Gröfse  hat  ihr  (Erheiungs-  oder) 
Höhenwinkel? 

6.  Wie  viel  Prozent  Steigung  hat  ein  Weg,  welcher  unter  einem 
Steigungswinkel  von  4^30'  angelegt  ist? 

7.  Wenn  die  Katheten  a  =  16  und  6  =  63  sind,  wie  grofs  sind 
a)  die  Halbierenden  ihrer  Gegenwinkel?  b)  die  Teile  von  a,  welche 
die  Ecktransversale  nach  der  Mitte  von  a  bildet? 

8.  Wie  hoch  ist  ein  auf  einer  Ebene  stehender  Turm,  wenn  er 
in  einer  Entfernung  von  215  m  unter  einem  Winkel  =  12^23'  er- 
scheint?    (Von  der  Höhe  des  Beobachters  ist  abzusehen!) 

9.  Ein  Ort  habe  a®  geographische  Breite.  Wie  grofs  ist  a)  der 
Radius  seines  Parallelkreises?  b)  ein  Längengrad  desselben?  —  Bei- 
spiel: Berlin  a  =  52<^30'16". 

10.  Wie  vielmal  so  grofs  als  die  Bäume  sind  „der  Bäume  gigan- 
tische Schatten",  wenn  die  Sonne  noch  4®  hoch  steht? 

11.  Der  Gipfel  des  Pik  von  TeneriflFa  erscheint  am  Horizont, 
wenn  man  sich  24}  km  entfernt  und  10  m  über  der  Meeresfläche 
befindet  Welches  ist  die  ungefähre  Höhe  des  Berges?  (Umfang  der 
Erde  =*  40000  km.)  —  Andeutung:  Berechne  nicht  cos  des  ganzen, 
sondern  sin  des  halben  ^, 

12.  Auf  einem  Abhang  konstanter  Neigung  steht  ein  Beobachter 
in  u4,  weiter  unten  ein  hoher  Gegenstand  BC^  dessen  Spitze  C  die 
horizontale  Sehlinie  ÄL  überragt.  Wenn  nun  -^  CAL  ==  y  und 
-^  LAB ««  /J,  sowie  AB  «=  l  gemessen  ist,  wie  hoch  ist  BCf  — 
Beispiele:    -^  y  =  11^    ^^3  =  26^    1  =  41  m. 

13.  Die  Spitze  des  Strafsburger  Münsterturmes  erscheint  in  einer 
horizontalen  Entfernung   von   a  Metern   unter   einem    gewissen  Er- 
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hebungs Winkel^  iind  dieser  verdoppelt  (verdreifacht)  sich,  wenn  man 
um  b  Meter  näher  herankommt.  Wie  grofs  ist  der  Winkel?  und  wie 
hoch  der  Turm?     a  =  1  km;  b  =  510^3  m  (bzw.  684,96  m). 

14.   Man  soll  von  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  die  fehlenden 
Stücke  berechnen,  wenn  von  demselben  bekannt  ist,  dafs: 

^  «  =  uns-/ 

^a  =  46^3'50"; 
^  a  =    8^  0'36" 
132,        ^  a  =  79^36'40" 
^  a  =  19<>52'; 

f)  a  :  &  =  &  :  c;   (es  sind  nur  die  Winkel  zu  berechnen.) 

g)  (>  =  2,  ^a-63^r8"; 

h)  (>  =  15,  a  +  b  +  c=  176. 

15«   Man  soll  beweisen,  dafs  in  jedem  rechtwinkeligen  Dreieck 
die  folgenden  Gleichheiten  gelten: 

a)  cotgy ^; 

b)  a  .  cos  «  =  fc  .  cos  /3  =  c  .  cos  cc .  cos  /3; 

c)  (6  +  c) .  cos  a  +  (c  +  a)  .  cos  /3  =  a  +  6  +  c; 


a) 

0  +  6«. 

79, 

b) 

a-6  = 

1, 

c) 

c  —  «-=■ 

7, 

d) 

0+&  + 

c  = 

e) 

Äo=8, 

d)   a  —  b  =  (c  —  b)  .  cotg  Y  — 

(c-o).  cotg  4; 

e)   2  .  c  .  cos*  ^  =  c  +  a; 

f)   2  .  c .  sin*  ^  =  c  —  a; 

g)    1       tg2--tg-2=„  +  ft  +  e5 

h)  2.coig/3:8m2a  =  c*:6*; 

i)    o  +  6  =  cV^C08"^-^; 

k)  o      6  =  c  /2  sin  "  7  ^- 

16.  Sind  a,b,c  und  «i,  ftj,  c^  die  Seiten  zweier  pythagoreischen  Drei- 
ecke, so  erhält  man  ein  neues  aus  (ab^  +  6ai),  {bb^  —  aai),  cfi,  in 
welchem  ein  Winkel  gleich  der  Summe  der  betrefiFenden  Winkel  in 
jenen  Dreiecken  ist  (Vieta).^  Dies  ist  zu  beweisen.  —  Es  ergeben 
sich  ferner  solche  Dreiecke  aus  dem  ersteren  mit  dem  verdoppelten 
Winkel  aus  den  Seiten  2afe,  (6*  —  a*),  c*,  mit  dem  dreifachen  Winkel 
(3a6«  —  a^),  (3a^b  -  6»),  c»,  dem  vierfachen  Winkel  (4ai«  -  Aa'b\ 
(6*  -  6a^b^  +  a*),   c*    u.  s.  w. 

§.  20.  Das  gleichschenkelige  Dreieck  und  regelmäfsige  Vieleck. 

1.  Es  möge  a  den  Schenkel,  b  die  Grundseite  und  a  den  Basis- 
winkel bedeuten.    Man  soll  nun  aus  der  folgenden  Tabelle  zusammen- 
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gehöriger  Werte  einzelne  Aufgaben  bilden  und  zwar  je  nachdem 
a)  a  und  i,  b)  a  und  /J,  c)  b  und  a,  d)  b  und  Ä,  e)  a  und  Ä, 
f)  h  und  /3  gegeben  sind. 


Nr. 

a 

b 

a 

ß 

h 

J 

~ir 

14,3 

11 

'67«22^49" 

45n4'22" 

~r3,2' 

72,6 

2. 

53 

56 

58»  6  33 

63  4654 

45 

1260 

3. 

1,7 

1,6 

615540 

56  8;40 

1,5 

1,2 

4. 

1,13 

0,3 

82  22 19 

15  1522 

1,12 

.0,168 

5. 

96,5 

168 

29  29 18 

121«  124 

47,5 

3990 

6. 

233 

210 

63  1255 

53  34 10 

208 

21840 

7. 

425 

832 

1149- 

156  22 — 

87 

36192 

2.  Der  Winkel  an  der  Spitze  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks 
sei  in  drei  gleiche  Teile  geteilt;  in  welchem  Verhältnis  stehen  die 
Abschnitte  der  Grundseite? 

3.  a)  Eine  Strecke  erscheint,  von  einem  Punkte  ihrer  Mittel- 
normalen aus  betrachtet,  unter  einem  Sehwinkel  et,  von  einem  um  a 
näheren  Punkte  unter  dem  Sehwinkel  ß.  Wie  lang  ist  die  Strecke? 
—  Beispiel:  a=17,3;   ^«  =  13^;   ^/3  =  27^35'. 

b)  Auf  eine  Strecke  =  2a  sei  in  ihrer  Mitte  und  in  einem 
Grenzpunkte  je  die  Normalstrecke  =  b  errichtet  und  von  den  End- 
punkten dei(  letzteren  aus  werde  2  a  betrachtet.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  Gesichtswinkel  zu  einander,  unter  welchen  die  Strecke  er- 
scheint? 

4.  Wie  weit  muTs  man  den  2  cm  breiten  Pinger  vom  Auge  ent- 
fernt halten,  um  damit  den  Vollmond  zu  bedecken,  der  eine  schein- 
bare Breite  von  31'?"  hat? 

5.  An  einen  Kreis  vom  Radius  r  gehen  zwei  Tangenten  =  t, 
welche  einen  Tangenten winkel  =«  t  bilden;  der  zugehörige  Centri- 
winkel  sei  y,  sein  Bogen  «=  b,  die  Berührungssehne  =  s.  Welche 
dieser  Stücke  müssen  bekannt  sein,  damit  man  die  übrigen  zu  be- 
rechnen vermag?  —  Man  lose  solche  Aufgaben  für  die  folgende 
Gruppe  zusammengehöriger  Werte:  r  =  20,  <  =  2,237;  r  =  82<^35'50", 
y  =  97^2410%  6  =  34,  s  =  2,982. 

6.  Eine  Sehne  und  die  mit  ihr  parallele  Tangente,  welche  durch 
die  Schenkel  des  zugehörigen  Cehtriwinkels  begrenzt  wird,  verhalten 
sich  wie  3  : 5.     Wie  grofs  ist  der  Centri winkel? 

7.  Der  Umfang  eines  regelmäfsigen  a)  Fünfecks,  b)  Neunecks, 
c)  Fünfzehnecks  betrage  u  (=  100);  wie  grofs  sind  die  Diagonalen 
des  bezüglichen  Vielecks? 

8.  Albrecht  Dürer   giebt   an,   die  Seite   des   einem  Kreis   ein- 

Ijfilubach  der  Elementar-Geometrie. '  II.  15 
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geschriebenen  Siebenecks  sei  annähernd  gleich  der  halben  Seite  des 
eingeschriebenen  regelmäfsigen  Dreiecks.     Wie  weit  ist  dies  genau? 

9,  Der  Umfang  eines  Kreises  sei  u  (=  60);  wie  grofs  ist  der 
Umfang  des  demselben  umgeschriebenen  regelmäfsigen  Hnndertseits? 

10,  Wie  grofs  ist  der  Inhalt  eines  regelmäfsigen  Fünfecks,  wenn 
dessen  Diagonale  =  6,8  ist? 

!!•  Welchen  Inhalt  hat  ein  Kreissegment,  wenn  dessen  Bogen 
==  7  und  Höhe  =  2  ist? 

12.  Eine  Kreissehne  von  der  Länge  2  s  teile  den  dazu  normalen 
Durchmesser  im  Verhältnisse  von  p :  q.  Wenn  nun  jeder  Grenzpunlt 
des  Durchmessers  mit  den  Grenzpunkten  der  Sehne  verbunden  winL 
welche  Winkel  bilden  die  beiden  Geradenpaare?  und  in  welchem  Ver- 
hältnis wird  die  Kreisfläche  geteilt,  wenn  25  =  16  undp  :  g  =  3 :5  ist? 

13.  Wenn  ein  Kreissektor  durch  seine  Sehne  halbiert  wird. 
welche  Gleichung  bestimmt  den  Centriwinkel? 

14.  Beweise  für  das  gleichschenkelige  Dreieck  die  folgenden 
Gleichheiten  (vgl.  Aufg.  §.  19,  Nr.  15): 

a)  a  +  &  —  6  cos  a  —  a  .  cos  ^  —  2a  .  cos  a  =  0; 

b)  (2a-.6).tg|=6.tgf  =  2p. 

15.  Wenn  in  einem  Dreieck   cos  ^  =  ^^ — = — ,   so  ist  dasselbe 

^         2  •  am  y ' 

gleichschenkelig.  —  Andeutung:  Benütze  den  Nebenwinkel  von  c 

16.  Wenn  in  einem  Dreieck  a .  tg  a  +  6 .  tg  /3  =  (a  +  ^)  •  tg  "V"  ^ 
so  ist  <^  a  =  ß. 


§.  21.  Übungen  über  die  Hauptsätze  des  schiefwinkeligen  Dreiecks. 

§.  42.  1.  Beweise  den  Sinussatz  mit  Benützung  des  Satzes  in  §.  17, 3  a. 

2.  Wenn  die  Winkel  eines  Dreiecks  a)  45^,  60%  16%  b)  15*  45^ 
120^,  c)  30^,  60**,  90^  messen,  welches  Verhältnis  haben  diese  Winkel? 
und  die  bezüglichen  Gegenseiten?     (Prob weise  Messung.) 

3.  Wenn  sich  die  Winkel  eines  Dreiecks  verhalten  wie  a)  1:2:3, 
b)  2  :  3  :  4,  c)  4  :  5  :  6,  welche  Grofse  haben  die  Winkel?  und  wie 
verhalten  sich  die  Seiten? 

4.  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  das  Verhältnis  a)  2:3:4, 
b)  4  :  5  :  6,  c)  3  :  4  :  6,  d)  4  :  9  :  12  besitzen,  wie  grofs  sind  dessen 
Winkel?  Wie  grofs  aber,  wenn  das  Seitenverhältnis  e)  1 : 2 : 3  an- 
genommen  würde? 

5.  Welchen  Wert  liefert  der  Cosinussatz  für  c*,  wenn  a)  y  =  f^» 
b)  <^  y  =  -J  J?,  c)  a  =  c  ist?    (Vgl.  Aufgaben  §.  14,  Nr.  15.) 
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0.  Was  gilt  für  den  Winkel,  wenn  der  Cosinussatz  für  cos  a 
einen  negativen  Wert  liefert?  (z.  B.  für  a  =  9,  6  =  5,  c  «=  6). 

7.  Der  Sinussatz  erscheint  in  drei  Formen.  Wie  läfst  sich,  wenn 
zwei  derselben  angenommen  werden,  die  dritte  aus  ihnen  allein  durch 
Rechnung  ableiten?  —  Ebenso  für  den  Projektions-  und  für  den 
Tangenssatz. 

8.  a).  Wie  läfst  sich  unter  Annahme  des  Sinussatzes  und  des 
Satzes  Yon  der  Winkelsumme  «=  2R  der  Projektions-  und  der  Co- 
sinussatz allein  durch  Rechnung  ableiten? 

Ebenso  sollen  je  die  beiden  anderen  Sätze  b)  aus  dem  Projek- 
tionssatz, c)  aus  dem  Cosinussatze  abgeleitet  werden. 

Andeutung  zu  a):  sin  a  =  sin  (/J  +  y)  entwickle  und  dividiere 
die  Gleichung  durch  sin  a. 

Zu  b):  Berechne  aus  zwei  Formeln  dieselbe  Seite  und  setze  die 
Werte  gleich;  —  femer  multipliziere  die  Werte  für  a,  b>  c  bzw.  mit 
a,  b,  c  und  bilde  die  passende  Summe. 

Zu  c):  Aus  cos  a  berechne  sin  y  und  cos  y  und  benütze  §.  38,  5; 

—  femer  berechne  6  .  cos  y  imd  c  .  cos  ß. 

9.  Wie  lassen  sich  aus  der  einzigen  Annahme  der  drei  Glei- 
chungen: 

^  +  /J  +  y  =  212^      a  :  6  =  sin  a  :  sin  /},      c  =  a  .  cos  ß  -\-  b  .cos  a 
alle  übrigen  Formeln  in  §.  42  ableiten? 

10«  Löse  die  sogenannten  Cagnoli'schen  Gleichungen  in  §.  42,  4 
nach   a  und  b  als  Unbekannten  auf  und  vereinfache  möglichst.  — 

Andeutung:  Beachte,  dafs  sin  |^  =  cos  ^T     und  cos  -^  =  sin  "T"^» 

!!•  Quadriere  und  addiere  die  Cagnoli^schen  Gleichungen  in 
§.  42,  4. 

12.  Aus  den  Formeln  für  sin  -^   und    cos  --  in  §.  43,  3,  Anm.  §.  43. 

soll  man  a)  den  Satz  sin*  a  -\-  cos*  a  =  1  bestätigen,  b)  die  Werte 
für  sin  a,  cos  «,  tg  a  berechnen. 

13.  Die  Dreiecksseite  a  sei  durch  die  Ecktransversale  m  halbiert. 
Berechne  nun  1)  tg  jedes  der  Teilwinkel  (vgl.  §.  17,  3  a), 

2)  tgJ='fe^l7/,        wo      ^d^(ma). 

Andeutung  zu  2):  Beachte,  dafs  d  Aufsenwinkel  ist. 

14.  Beweise:  Für  alle  Dreiecke,  welche  über  einer  gegebenen 
Gnmdseite  mit  bestimmtem  Umfang  gezeichnet  werden  (Fahrstrahlen 
der  Ellipse),  ist  die  Normalprojektion  der  Halbierenden  des  Gegen- 
T^inkels  zu  ersterer  Seite  auf  eine  der  beiden  anderen  konstant 

16.  In  Nr.  13  ist:  colg  (cm)  —  cotg  /5  =  2  .  cotg  «.  —  Der  Be- 

15* 
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weis  ist  durch  Rechnung  oder  geometrisch  zu  fuhren;  im  letzteren 
Falle  sdehe  die  Hohe  zu  c  und  die  Parallele  dazu  durch  die  Mitte 
von  a, 

16.  In  jedem  Dreiecke  gelten  die  Gleichungen: 

a)  6  cos  /J  +  c  cos  y  =  a  .  cos  (ß  —  y). 

b)  a  (6  cos  y  —  c .  cos  ß)  =  b^  —  c*. 

(Geometrischer  Beweis  oder  durch  Rechnung.) 

c)  (a  +  6)  .  cos  y  +  (6  +  c)  .  cos  a  -{-  (c  +  ^)  •  cos  ß  =  a  +  b  '\-c. 

(Zuerst  geometrischer  Beweis.) 

e)   tg  a  +  tg  /3  +  tg  y  =  tg  a  .  tg  /J  .  tg  y. 
(Geometrischer  Beweis:  Aufg.  §.  16,  13 b.) 

§•  22.  Auflösung  des  schiefwinkeligen  Dreiecks. 
L  Fall. 

§.  43.  Es  sollen  die  fehlenden  Stücke  eines  Dreiecks  berechnet  werden, 

wenn  gegeben  ist: 

1.  a  =  56,    <^ /J  =  49<>57',    <^y  =  68^20', 
Res.:  b  =  48,679;     c  =  59,1. 

2.  6  =  342,07,    ^  a  =  18ö32'40",    ^y  =  5P20'. 
Res.:  ß  =  110°7'20";     a  =  115,862;     c  =  284,447. 

3.  c  =  0,99,    ^ß=  100«,    ^ y  =  32^50'. 

4.  6  =  1,    <^  a  =  29"0'50",    <^y  =  54^ 

5.  Bei  der  Vermessung  des  Grofsherzogtums  Baden  (vgl.  da» 
Kärtchen)  wurde  im  Nordwesten  des  Landes  die  Strecke  Speyer-O^ers- 
heim  =  19795  m  gemessen.  Wenn  nun  auch  die  in  der  Nähe  liegenden 
Punkte  Calmit,  Königstuhl  (bei  Heidelberg),  Melibokus  mit  ihren  An- 
fangsbuchstaben bezeichnet  werden  und  wenn  gemessen  wurde: 

^SOC  ^G2'3r20'\    <^  CSO  =  75«24'10",    ^  SüTO  =  45^47" 

<^  KOS  =  55^21'10",     ^  KMO  =  46ö24'51",    ^  MOE  =  74^59'2T", 

welche  Entfernung  haben  irgend  zwei  dieser  Punkte  von  einander? 

6.  Ein  Winkel  ÄSB  sei  =  70^20'  und  S^  =  41  m  gemessen. 
Nun  soll  in  -4  zu  il/S  die  Normale  AN  errichtet  werden,  es  geschieht 
dies  mit  einer  ungenauen  Kreuzscheibe,  welche  Winkel  von  89*  «nd 
91®  giebt  (statt  90®).  Wenn  nun  die  mit  Benützung  des  ersten 
Winkels  erhaltene  Sehlinie  auf  SJB  in  Q,  die  zweite  Sehlinie  in  U 
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einschneidet,  wie  grofs  sind  die  Fehler  NQ  und  NR?  —  Antwort: 
NK  =  6,256  m. 

7.  In  einem  gleichseitigen  Dreieck,  dessen  Seite  «»  a,  werde  ein 
Winkel  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  In  welche  Teile  wird  hierdurch 
die  Gegenseite  jenes  Winkels  geteilt? 

IL  Fall. 

Es  sollen  die  fehlenden  Stücke  eines  Dreiecks  gefunden  wer- 
den aus: 


8. 

o=ll,      6  =  9; 

^  y  =-  47«30'. 

Res.:  c  =  8,2604; 

^  a  =  79«3'. 

9. 

o  ==  7,      6  =  10; 

^y^lOO«. 

10. 

6  =  79,     c  =  101; 
Res.:  o  =  156,046. 

^«=ill9<»42'20". 

11.  a  =  p9,378,    c  =  72,009,    ^ /3  =  68^0'50", 

12.  a)  In  ein  Bahngeleise  ABC  mündet  bei  B  ein  zweites  Geleise 
FB  ein  unter  einem  Winkel  ABF^=^  32^20'.  Wenn  nun  von  B  zwei 
Züge  ausgehen,  der  eine  nach  F  zu,  der  andere  nach  A  mit  einer 
Geschwindigkeit  von  bzw.  12,5  und  14  m  per  Sekunde,  wie  weit  sind 
die  Züge  nach  4^  Minuten  von  einander  entfernt? 

b)  Wenn  aber  der  letztere  Zug  von  B  nach  C  hinfilhrt,  wie 
lautet  nun  die  Antwort? 

13.  a)  Wenn  in  Fig.  7  (S.  *8) 

^5=  uns'    und    iS'^  =  65,    S-B  =  93,    ^^4^  =  13-, 

wie  grofs  ist  A^B^? 

b)  Dieselbe  Aufgabe  ist  für  Figur  18  (S.  19)  zu  lösen,  nur  dafs 
nicht  AA^j  sondern  AB^  =  46,6  gegeben  sei. 

14.  In  einem  Parallelogramm  sind  die  Diagonalen  und  ihr 
Winkel  bzw.  gleich  38,7,  43,59,  123^45'20".  W^ie  grofs  sind  die 
Seiten  und  Winkel  des  Vierecks? 

15.  In  einem  gleichseitigen  Dreieck  sei  eine  Seite  in  drei  gleiche 
Teile  geteilt  und  die  Teilpunkte  seien  mit  dem  Gegeneck  verbunden. 
Welche  Winkel  entstehen  an  diesem  Gegeneck? 

16.  Von  einem  Kreispunkte  aus  gehen  zwei  Sehnen  AB  =  140,3 
und  ^(7=  543  und  bilden  einen  Winkel  =  150^  Welchen  Winkel 
bildet  die  Tangente  in  A  mit  der  Sekante  BC?  und  wie  grofs  sind 
Tangente  und  Sekante? 

17.  Von  einem  Viereck,  dessen  zwei  gegenüberliegende  Winkel 
{ab)  und  (cd)  gleich  seien,  sind  die  Seiten  gegeben  =  a,  6,  c,  d. 
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Wie  grofs  sind  die  gleichen  Winkel?  —  Beispiel:  a=  19,  ft  =  21, 
c  =  17,2,  d  =  24. 

Andeutung:  Berechne  die  Diagonale,  welche  nicht  durch  die 
gleichen  Winkel  geht,  zweimal  und  setze  die  beiden  Werte  gleich. 

III.  Fall. 

Es  sollen  die  fehlenden  Stücke  eines  Dreiecks  gefunden  wer- 
den aus: 

18.  a  ==  4,  6  =  5,  c  =  6.  [Wie  läfst  sich  zeigen,  dat 
^{ab)  =  2.^(bc)   ist?] 

Res.:  «  =  41«24'35";     ß  =  55«46'17". 

19.  a  =  21,    6  =  17,    c  =  10. 

20.  a  =  75,    6  =  92,    c  =  29. 

21.  a  =  277,  6  =  373,  c  =  390. 
Res.:  <):  y  =  55«42'24". 

22.  a  =  70,85,    6  =  4,35,    c  =  71,44. 

23.  a)  Von  drei  Kreisen  berühre  jeder'  die  beiden  anderen  aus- 
schliefsend. Welche  Winkel  bilden  die  Centralen  mit  einander?  - 
r^  =  3,56;  r^  =  5,009;  r^  =  14,7. 

b)  Wenn  aber  der  gröfste  der  Kreise  die  beiden  anderen  ein- 
schliefsend  berührt,  wie  lost  sich  nun  die  Frage  in  a)? 

24.  Zwei  Kreise  mit  den  Radien  r^  =  13  mm  und  /%  =  7,6  mm 
haben  eine  Mittelpunktsentfernung  df  =^  31  mm.  Welchen  Winkel 
bildet  nun  ein  äufserer  Ahnlichkeitsstrahl  mit  der  Centralen,  wenn 
sein  bis  zum  kleineren  Kreise  reichendes  kleineres  Stück  =  40  mm  istV 

25.  Eine  (horizontale)  Streclü  a  werde  von  einem  Punkte  aus 
betrachtet,  welcher  von  ihren  Grenzpunkten  um  6  und  c  entfernt  ist. 
a)  Unter  welchem  Gesichtswinkel  erscheint  a?  ß)  Unter  welchem 
Gesichtswinkel  erscheint  aber  die  Strecke  a,  wenn  sie  von  einem 
ihrer  Mitte  gegenüberliegenden  gleichweit  wie  vorhin  entfernten  Punkte 
aus  betrachtet  wird?^ —  Beispiel:  a  =  5,     6  =  7,    c  =  9. 

26.  Wie  grofs  sind  die  Winkel  (und  Diagonalen)  eines  Trapezes, 
dessen  Parallelseiten  sind  a  =  19,  c  =  4,5  und  dessen  andere  Seiten 
sind  6  =  15,  d  =  7,8? 

IV.  Fall. 

Es  sollen  die  fehlenden  Stücke  eines  Dreiecks  gefunden  wer- 
den aus: 

27.  a=15,    6=13,    ^«  =  67^ 
Res.:  ^ß  =  53«55'6"     oder     =  ? 

28.  6  =  203,  c  =  245,  ^  y  =  96023'50". 

29.  c=17,     a  =  12,     <^  a  =  28«. 
Res.:  6  =  23,9711  oder  =  6,04  913. 
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30.  a  =  573,9,    6  =  499,08,    <^ /3  =  97038'20". 

31.  c  =  35,  a  =  26,98,      <^  a  =  49*^40'. 

33,  Von  der  Spitze  eiues  gleichsehenkeligen  Dreiecks,  dessen 
Schenkel  =  s,  sei  nach  der  Basis  eine  Strecke  =  t  gezogen,  welche 
mit  der  Basis  einen  Winkel  t  bildet.  Wie  weit  ist  der  Scheitel  des 
letzteren  vom  Basisgrenzpunkt  entfernt? 

Beispiel: 
1)   5=19,  ^  =  32,  ^r  =  31«42';      2)   5=19,  ^  =  16,  ^t  =  3P42'. 

33.  In  einem  Kreise  vom  Radius  r  sei  eine  Sehne  s  und  in 
deren  einem  Grenzpunkt  die  unbestimmt  lange  Tangente  t  gezogen. 
Wenn  vom  anderen  Grenzpunkte  von  s  aus  nach  t  hin  eine  Strecke 
=  V  abgetragen  wird,  welches  Stück  wird  vom  Berührungspunkte  aus 
auf  t  begrenzt.  —  Beispiel:     r  =  6;     5  =  8,9;     v  =  7,04. 

34.  Es  soll  mit  dem  Radius  q  ein  Kreis  gezeichnet  werden, 
welcher  mit  einem  gegebenen  Kreis  vom  Radius  r  eine  Sehne  s 
geraeinsam  hat.  Welchen  Abstand  haben  die  Mittelpunkte  beider 
Kreise? 

Beispiel:  r  =  9,7  und  s  =  13  und  q  entweder  =  7  oder  ==  6,5 
oder  =  10. 

§.  23.  Inhaltsbereclinung. 

1.  Berechne  die  Inhalte  der  Dreiecke  in  §.  22,  i— 4-,  8— ll;  18-22;  §.  44. 

27-31. 

2.  Von  einem  Dreieck  sei  der  Inhalt  gegeben  J  =  1537  und 
aufserdem  noch: 

a)  a-=82,5         und         6=70,09; 

b)  a  =  46  und    ^a  =  34«58'; 

c)  <^ «  =  22<>29'     und    ^ß=  105^30"; 

man  soll  die  fehlenden  Stücke  des  Dreiecks  berechnen. 

Andeutung  zu  a):  Zeige  auch  durch  Konstruktion,  dafs  zwei 
Dreiecke  möglich  sind. 

Andeutung  zu  b):  Berechne  b-c  und  6^  +  c^  und  hieraus  (6  +  ^) 
sowie  (b  —  c). 

3.  Wie  läfst  sich  aus  Formel  XIV  (S.  161)  ableiten,  welches 
Dreieck  bei  zwei  gegebenen  Seiten  den  gröfsten  Inhalt  hat? 

4.  Welche  Formel  erhält  man,  wenn  man  Formel  XIV  in  drei- 
facher Weise  anschreibt  und  dann  das  Produkt  zweier  Ausdrücke 
durch  den  dritten  dividiert? 

5.  Wie  leitet  man  den  Satz  in  §,  25,  4  auf  trigonometrischem 
Wege  ab? 

tt.  Wie  läfst  sich  der  Inhalt  eines  Vierecks  durch  seine  Diago- 
nalen und  den  von  denselben  gebildeten  Winkel  ausdrücken? 


232  Übungsaufgaben  zu  Kapitel  11. 

7.  a)  Man  soll  den  Inhalt  eines  Parallelogrammes  durch  zwei 
anstofsende  Seiten  und  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkel 
ausdrücken« 

b)  Ebenso  fiir  eine  Raute.  Wie  fände  sich  der  Inhalt^  wenn 
man  die  Diagonalen  zur  Ableitung  benützen  wollte? 

8.  Welche  Gröfse  haben  die  Diagonalen  einer  Baute^  wenn  deren 
Inhalt  J  und  eine  Seite  a  bekannt  sind?  —  Beispiel:  J"«  719  und 
a  =  30,2. 

9.  Wie  berechnet  man  Seiten  und  Winkel  eines  Parallelogramms, 
dessen  Diagonalen  e  und  f  und  Inhalt  J  bekannt  sind? 

Beispiel:  e  =  59,    /'=35,8,    /  ='808,7. 

10.  Von  einem  Viereck  seien  zwei  Gegenseiten  a  und  c  und 
die  Winkel  gegeben.     Wie  grofs  ist  sein  Inhalt? 

Andeutung:  Bringe  die  nicht  gegebenen  Seiten  zum  Durch- 
schnitt und  benütze  §.  44,  2  zweimal. 

11.  Leite  die  in  .§.  26,  8  gefundene  Formel  für  den  Flächen- 
inhalt eines  Sehnenvierecks  auf  trigonometrischem  Wege  ab. 

Andeutung:  Berechne  eine  Diagonale  zweimal  und  aus  der 
hieraus  folgenden  Gleichung  den  Cosinus  des  der  Diagonale  gegen- 
überliegenden Winkels. 

12.  LM  und  FQ  sind  Grenzen  zweier  Grundstücke,  welche  in 
ABC  diU  einander  grenzen.  Man  soll  letztere  Grenze  durch  eine  von 
A  ausgehende  gerade  Grenze  AD  ersetzen.  Wie  grofs  mufs  CD=x 
werden,  wenn  BC  =  a,  AB  =  c,  ^ABC=ß  \md^^BCD-=i 
gegeben  sind.     (Beispiel:   <^  y  =  60^,    *  =  30°.) 

§.  24.  Weitere  Stücke  im  Dreieck. 

§.45  1.  Von  einem  rechtwinkligen  Dreieck  sind  beide  Katheten  a,  &  ge- 

^•^6-  geben.   Wie  grofs  ist  die  Halbierende  des  rechten  Winkels  im  Dreieck? 

2.  Von  einem  Dreieck,  dessen  Seiten  a,  6,  c  (9,  16,  24)  gegeben 
sind,  soll  die  Halbierende  des  Gegenwinkels  zu  c  berechnet  werden. 

3.  Beweise,  dafs  im  beliebigen  Dreieck  folgende  Gleichungen 
stattfinden: 


a) 

r'(f-8  =  a-b-e; 

t») 

(»i  =  6.sinyCos  |-  :sm-|-; 

c) 

ß  —  7 

,               cos  '^  „   '         ,    , 
?.  +  <?_               2       _b.+  C 

»'-«            8in| 

d) 

P,  —  Pa                     2              &  —  C  _ 

.''»  +  ^'               C08| 
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COS 


^0,  .    a  a  9 

Bin-^ 

f)  g«  ~  "»  =-  2       ^  b  —  c  _^  ff.  —  g, . 

'  »,  CK  a  Pa        ' 

C08- 

g)  9i  +  92  +  93  -  9  =  4r; 

li)  9i  +  9a  +  93  ""  3r  =  r  •  (cos  a  +  cos  /3  +  cos  y)  =  r  +  9. 

4.  Man  soll  aus  den  folgendeu  Angaben  die  Stücke  eines  Drei- 
ecks berechnen,  und  zwar  durch  Rückführung  auf  die  vier  Funda- 
mentalaufgaben vermittelst  algebraischer  Operationen: 

a)  a -f- &,  a  —  6,  y5  h)  a'{'b,  a  —  b,  C]     c)  a  —  b,  b  —  c,  5; 

d)  a  +  b  +  c,  a  —  b,  ft  — c;     e)  a,  a-ft  y;  f)  a  +  b,  y,  y. 

5.  Ebenso  wie  in  Nr.  4,  jedoch  durch  Benützung  rechtwinkeliger 
Dreiecke: 

a)    Äj,  6,     c;  b)    7*1,    6,      /J;  c)    \,  a,     ß 

d)    Äi,    ^     a,     6;  e)   Ä^,    a,      /3;  f)   7*1,  6,     cc 

g)    Äi,    '     ^,     6;  h)  Äi,    7*2,      a;  i)    6  +  c,    ^n    /^ 

k)    a-f-&,    7*1,    J";  1)   a,     ntj^,    hy]  m)   w^i,         7*^,    c. 

6.  Ebenso  wie  in  Nr.  4,  jedoch  unter  Benützung  von  passenden 
Hilfsdreiecken: 

a)  a,  6,  m^;  b)    a,      /3,      w^-,  c)   w?!,    a,    /S, 

d)  a,  a,  6  +  c;- 

g)  a,  y,  6  -  c; 

k)  c,  6,  mi5 

Aufgaben  zum  zwölften  Kapitel. 

§.  25.  Aufgaben  der  praktischen  Geometrie. 

Vorbemerkung.  Die  praktische  Geometrie  (Topographie,  Feld- 
messen, Geodäsie),  aus  welcher  sich  wohl  in  Ägypten  die  reine  Geometrie 
entwickelte,  hat  die  Aufgabe,  die  gegenseitige  Lage  der  Orte  eines  Be- 
zirks festzustellen,  teils  zum  Zweck  der  Bestimmung  der  Gröfse  der  Grund- 
stücke, teils  zum  Entwurf  von  Plänen  und  Karten.  Die  Orte  werden 
durch  Signale  (PfÄhle,  Stäbe,  Stangen,  Steine,  Türme)  bezeichnet.  Zum 
Messen  der  Strecken  benützt  man  zwei  hölzerne  Mefslatten  von  3  oder  5  m 
Länge,  die  abwechselnd  aneinander  gelegt  werden.  Wo  es  sich  um  ge- 
nauere Messungen  handelt,  gebraucht  man  Mefsstangen  aus  Metall, 
welche   horizontal   auf  Böcke  gelegt  werden  und  deren  kleiner  Abstand 


e) 

a, 

ß, 

6  +  c; 

f) 

a,      ß,    6  +  c; 

h) 

«, 

Y, 

b  —  c-, 

i) 

a  +  b  +  c,    a, 

ß', 

1) 

nti, 

»»«; 

a; 

m) 

a+b  +  c,   hl, 

ß' 
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jeweils  durch  einen  Mefskeil  (siehe  Aufg.  §.  3,  7)  gemessen  wird.  Zorn 
horizontal  Legen  benützt  man  eine  Libelle;  diese  besteht  aus  einer 
Glasröhre  (oder  Dose),  welche  in  Messing  gefafst  und  mit  einer  Flüssig- 
keit (Äther)  fast  vollständig  gefüllt  und  in  der  Mitte  so  ausgebaucht  ist, 
dafs  bei  horizontaler  Lage  die  Blase  über  der  Flüssigkeit  in  der  Mitte 
steht.  —  Die  genaueste  Längenmessimg  ist  notwendig  zur  Bestimmoiig 
der  Basis  einer  Landesvermessung.  Es  wird  hiei'zu  eine  etwa  10  km 
lange  Standlinie  möglichst  genau  gemessen.  Von  den  Endpunkten  der 
Standlinie  aus  werden  die  Winkel  der  Standlinie  mit  den  Sehlinien  nacb 
andern  Punkten  bestimmt  und  von  letzteren  wieder  die  Winkel  nacli 
weiteren  Punkten.  Auf  diese  Weise  wird  ein  Netz  von  Dreiecken 
erster  Ordnung*)  über  das  Land  gelegt,  deren  Seitenlangen  die  ein-, 
zwei-;  dreifache  Länge  der  Basis  haben  imd  an  welche  sich  dann  Drei- 
ecke zweiter  und  dritter  Ordnimg  mit  geringerer  Seitenlange  anschlief:^!!. 
Zur  Bestunmung  der  Lage  der  Netzpunkte  werden  deren  Coordinaten 
in  Bezug  auf  den  Meridian  und  Parallelkreis  der  Sternwarte  des  Landes 
berechnet.  An  die  so  bestimmten  Punkte  knüpfen  sich  dann  die  Messungen 
mit  Mefslatten  und  Kreuzscheibe  für  die  kleinsten  Bezirke  an. 

Als  Winkelmefsinstrument  dient  der  Theodolit.  Derselbe  hat  eine 
kreisförmige  Scheibe  (Alhidade),  welche  mittels  einer  Libelle  durch  drei 
Fufsschrauben  horizontal  gestellt  wird  und  so  um  eine  lotrechte  Axe 
drehbar  ist.  Die  Oröfso  der  Drehung  dieser  Scheibe  wird  auf  einem  sie 
umfassenden  Band  (Limbus),  der  mit  einer  Kmsteilung  versehen  i^t 
abgelesen  (Horizontalwinkel)  mit  Hilfe  zweier  auf  der  Scheibe  befind- 
lichen Nonien  (vgl.  1.  Teil,  Aufg.  §.  6,  18).  Die  Scheibe  trägt  die  Lager 
einer  horizontalen  Axe,  mit  welcher  ein  Femrohr  und  ein  zweiter  geteilter 
Kreis  verbunden  ist,  der  Vertikal-  oder  Höhenkreis,  dessen  Nonios 
an  dem  Lager  der  Axe  befestigt  ist.  Dieser  Kreis  dient  zur  Messung 
von  Höhenwinkeln  bei  trigonometrischer  Höhenmessiing.  Zur  Hori- 
zontalstellung des  Fernrohrs  ist  auch  dieses  mit  einer  Libelle  versehen 
Der  Apparat  ruht  auf  einem  zusammenlegbaren  Dreifufs. 
§.  48.  1 .  Zwei  Orte  A  und  B,  zwischen  welchen  man  nicht  hin-  imd  hersehen 

kann,  sollen  durch  eine  geradlinige  Strafse  (Tunnel)  verbunden  werden. 
Man  wählt  den  seitlich  gelegenen  Punkt  C  und  mifst  ÄC=l6Sm. 
BC=  137,5  m  und  ^  C  =  74029'20".     Wie  lang  wird  die  Strafse? 

2.  Wenn   in   Fig.  179   die   Strecken  CA,  OB,  a^,  b^  c^  bzw. 
122,  464,  102,  61,  109  sind,  wie  grofs  ist  AB? 

3.  Um  die  Breite  AB  eines  Flusses  zu  bestimmen,  mifst  man 


*)  Siehe  das  Kärtchen  am  Ende  des  Buches  und  vergleiche  Aufgabe  §.  22,  :>. 
Aufser  der  dortgenannten  Basis  (19794,5  m)  wurde  zur  Eontrole  die  Elsässer 
Basis  Sausheim- Oberhergheim  (19044,387  m)  benützt,  welche  eine  Oberciiwtiin- 
mung  bis  8,3  Milliontel  ergab.  Nach  Osten  wurde  angeschlossen  an  die  Linie 
Ludwigsburg-Solitade  (13032,144  m),  nach  Norden  an  Darmstadt-GriesfadiiD. 
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am  einen  Ufer  eine  durch  B  gehende  beiderseits  B  sich  erstreckende 
zu  AB  normale  Strecke  QR  =  150m  und  die  Sehwinkel  nach  Ä 
bei  Q  =  40«  und  bei  H  =j=  6P.     Wie  grofa  ist  ÄB'^ 

4.  Es  soll  die  Länge  einer  Strecke  AB,  die  nur  bei  A  zu- 
gänglich ist,  bestimmt  werden.  Man  mifst  zu  diesem  Behufe  unter 
einem  Winkel  BAY^&2^24'  eine  Strecke  AY  =  A8m  und  in  Y 
unter  dem  Winkel  .4  yZ=  117^36'  die  Strecke  yZ=  69,4m  und 
endlich  den  Winkel  YZB  =  108H)'-30".  Wie  grofs  ist  AB?  —  An- 
deutung: Ziehe  die  zu  ZB  Parallele  durch  Y  u.  s.  w.  oder  benütze 
den  Schnittpunkt  zweier  Gegenseiten. 

5.  Die  Gröfse  der  nur  bei  P  zugänglichen  Strecke  PQ  soll  be- 
stimmt werden. 

a)  Man  mifst  hierzu  seitwärts  von  P  aus  PR  =  79,08m  und 
andrerseits  von  PQ  die  Strecke  PaS  =  62,9  m,  ferner  die  Winkel 

BPS  =  99^59',    ^  PSQ  =  67^2' 30",    ^  QRP  =  60^20'. 

b)  Es  können  auch  PR  imd  PS  auf  derselben  Seite  von  PQ 
angenommen  werden:  dann  sei  *^  JiPS  ==  9^10',  alles  Übrige  unge- 
äudert  wie  bei  a). 

Andeutung:  Bezeichne  die  Teile  des  ^  RPS  durch  x  und  y 
und  berechne  PQ  zweimal. 

6.  Es  soll  die  Entfernung  eines  Weltkörpers  von  der  Erde 
berechnet  werden,  den  Radius  der  letzteren  =  1  gesetzt.  Man  mifst 
hierzu  in  zwei  Punkten  A  und  By  welche  auf  demselben  Meridiane 
liegen,  die  Zenithdistanzen  y  und  ö  des  Weltköri)er8  in  dem  Augen- 
blicke, wo  er  kulminiert  (d.  h.  durch  den  llimmelsmeridian  geht). 

In  welcher  Beziehung  steht  diese  Aufgabe  zu  der  in  Nr.  5? 
Beispiele: 

a)  Am  6.  Oktober  1751  wurde  für  den  Planeten  Mars  zu  Stock- 
holm (nördliche  Breite  =59«20'31")  ^y  =  68M4'  südlich  und  am 
Kap  der  guten  Hoffnung  (südliche  Breite  =  33"54'56")  ^  *  =  25<^2' 
nördlich  gemessen. 

b)  An  denselben  Orten  wie  in  a)  wurden  fiir  den  Mond 

<^y  =  61013' 33"   südlich   und  ^  *  =  33^^20' 24"  nördlich  gemessen. 

c)  An  zwei  um  35  Meilen  von  einander  entfernten  Orten  A 
und  jB  wurde  für  den  Mond  ^y  =  45«53'20,7"  und  <^(J  =  43«31'40" 
gefunden.     (Erdi'adius  =  860  Meilen). 

d)  In  Altona  (53«32'45,3")  und  Göttingen  (51^31' 47,9")  wurde 
bezw.  ^y  =  4inr58"  und  ^  tf  =  43«20'25"  gemessen,  und  zwar 
in  Bezug  auf  den  Mond. 

7.  Um  die  Breite  AB  eines  Flusses  zu  bestimmen,  sei  auf  der 
Verlängerung  von  AB  ein  Punkt  C  gewählt  und  von  ihm  aus  unter 
dem  <^  y  eine  Strecke  CF  =  n  gemessen  und  aufserdem  noch 
^  CFA  «  a  und  ^  CFB  =  ß.    Wie  grofs  ist  AB? 
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Beispiel: 
w  =  33;    <^a  =  105040';    ^/}==650;    ^y  =  49^37'. 

8.  Die  Grenzpunkte  einer  Strecke  LM  =  a  seien  unzug 
und  es  sollen  ihre  Entfernungen  von  einem  seitlich  liegenden  Punkte  V 
bestimmt  werden,  wobei  L  und  M  von  V  aus  sichtbar  seien.  Zu 
diesem  Zwecke  wählt  man  auf  der  Verlängerung  von  LM  einen  zu- 
gänglichen Punkt  S  und  mifst  allein  die  Winkel  LVM  =  ff, 
MVS  =  ß  und  VSM^Y'    Wie  grofs  sind  LV  und  MVi 

Beispiel: 

a  =  44,5m;    ^«  =  70^;    ^/3  =  140;    ^  y  =  31«. 

9.  Man  befindet  sich  auf  einer  Flufsinsel  und  soll  die  Breite 
AB  des  Flusäes  bestimmen.  Man  mifst  auf  der  Insel  in  der  unge- 
fähren Flufsrichtung  eine  Strecke  QB  =  l  und  in  deren  Grenzpimkten 
die  Winkel  a  =  ÄQRy  ß^  BQB,  y  =  QBÄ,  d  =  BBQ. 

Beispiel: 

.       Z  =  28,7;     a  =  91<>50';    /J=71M3';    y  =  58<>29';    * -=  74^. 

10.  Es  soll  in  Fig.  180  (S.  168)  AB  berechnet  werden,  während 
die  gemessenen  Stücke  seien: 

a)a=   38;      «=    86^^20';  /3  =  23«;      «1  =  48^50';         ß,  =  l29'. 
b)a«=  250,6;  «=118^34';  /3  =  56«2';  ai  =  34<>35'10";   ß,=^  9GPl\ 
c)  In  welcher  Beziehung   steht   die  Aufgabe   in  Nr.  9  zu  dem 
vorliegenden  a)  und  b)? 

11.  Man  wünscht  die  Entfernungen  zwischen  drei  unzugäng- 
lichen Punkten  A,  B^  G  keimen  zu  lernen  und  stellt  sich  zu  dem 
Zwecke  in  gerader  Linie  mit  AB  auf,  mifst  dann  die  Strecken  p 
und  g,  längs  welcher  man  sich,  normal  zu  ABy  seitwärts  b^beu 
mufs,  um  erst  mit  A  und  C,  dann  mit  B  und  C  in  einer  Geraden 
zu  sein;  in  den  neuen  Stellungen  mifst  man  die  Sehwinkel  a  und  ß 
für  AB.  Es  ist  zu  zeigen,  wie  die  gewünschten  Strecken  gefunden 
werden  können. 

12.  Von  zwei  Standpunkten  Cund  D  aus  (Fig.  1 80)  sieht  man  nach  den 
Grenzpunkten  einer  bekannten  Strecke  AB  =»l  und  mifst  die  Winkel 
AGB  =  «,  BCJD  =  /S,  GDA  =  «i,  GDB  =  ß,.    Wie  lang  ist  CD? 

Vgl.  auch  Aufg,  §.  26,  13.  —  Für  die  folgenden  Beispiele  soll  zu- 
erst die  ungefähr  entsprechende  Figur  gezeichnet  werden: 
a)i  =  280;        a  =  9P30';    /3  =  23^  «1=410;         ß.^m'bt 

b)Z  =  301,98;    «  =  96«;  /3  =  51^42';    «,  =  19^48';   ß^=  53«. 

c)Z  =  196,  5;    «  =  74^20';    /3  =  360;         «,  =  57^44';    ft=  4P30'. 

13.  Wie  weit  ist  ein  Punkt  S  von  drei  Punkten  A^  B,  C  einer 
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Geraden   entfernt,   wenn   AB  =  Zj,   BC  =  l^   und   -^  ASB  =  «j, 
^BSC=  a^  gemessen  sind? 
Beispiel: 

a)  l^  =    17,93;     «2  =    26,008;     a^  =  42®;        a,  =  46<>53'. 

b)  Zi  =  201,  6;     Zjj  =  109,  48;     a^  =  28^9';     «^  =  43^20' 50". 

14.  In  Fig.  181  (S.  169)  soll  die  Entfernung  des  Punktes  D 
von  A  (oder  B  oder  C)  berechnet  werden,  wenn  gegeben  ist: 

a)a  =  30;        6  =  31;        y=10P;         «=   26®;  /S  =  29®. 

b)a=  19,45;    &  =  12,07;    y  =  262®40';   «=    13^27';  /3  =  32®10'. 

c)a  =  45;        6  =  32,89;    y=   72®35';   «=142®  9' 50";   /3  =  68®  7'. 

Zeichne  zuerst  die  Figur  nach  den  gegebenen  Mafsen. 

15.  Auf  einer  Geraden  liegen  auf  einanderfolgend  die  Punkte 
Ay  By  Cy  D  uud  08  sei  gemessen  AB  =  a^sr^  1234,6,  CD  «=&  =  963,8; 
aufserdem  kennt  man  die  Winkel,  unter  welchen  die  Strecken  AB, 
BCy  CD  von  einem  seitlich  gelegenen  Punkte  S  aus  erscheinen, 
nämlich  bezw.  <^ « =  25®42',  ^/J  =  48®19',  ^y  =  32®56'.  Wie 
grofs  ist  BC  =  X? 

16.  Ein   auf  einer  Horizontalebene   stehender  Baum   erscheint  §.  49. 
von  einem  Punkt  A  der  Ebene  aus  unter  einem  Höhenwinkel  a  =  30®, 
und  wenn  man  sich  dem  Baume  um  40m  nähert  bis  By  erscheint 

er  unter  dem  Höhenwinkel  ß  =  60®.  Wie  hoch  ist  der  Gipfel  des 
Baumes  über  dem  Auge  des  Beobachters?  und  wie  weit  ist  seine 
Entfernung  von  B? 

17.  Zur  Mittagsstunde  beobachtet  man  nach  Süden  eine  Wolke  " 
unter  dem  Höhenwinkel  «,  während  der  der  Sonne  ß  ist;  zugleich 
ist  der  Schatten  der  Wolke  vom  Beobachter  um  a  Meter  entfernt 
(nord-  oder  südwärts?).     Wie  hoch  schwebt  die  Wolke? 

Beispiel: 

fi)^a  =  25®59'21',      ^  jS  =  28®54'36",      a  =  89m. 
b)  ^  a  =  30®  6',  ^  |3  =  28®54'36",      a  =  58m. 

18.  Vom  Fufse  F  eines  Turmes  FS  aus  führt  eine  geradlinige 
Strafse  gleichmäfsig  fallend  bergabwärts  und  man  hat  auf  ihr  FA  =  a 
und  AB  «==  b  gemessen,  aufserdem  den  Winkel  FAS  =  a  und 
FBS  =  ß.    Wie  hoch  ist  FS? 

Beispiel : 

a=12,9;     6  =  18,5;     a  =  68®19';     /J  =  47®  58' 20". 

19.  Ein  auf  einer  Horizontalebene  stehender  Turm  (z.  B.  der 
zu  Pisa)  sei  gegen  Norden  geneigt     Von  zwei  Punkten  A  und  B 
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aus,  die  bezw.  um  a  und  h  genau  nach  Süden  vom  Fufse  des 
Turmes  abstehen,  erscheint  dessen  Spitze  unter  den  Höhen  winkeln 
a  bezw.  ß.  Wie  stark  geneigt  ist  der  Turm?  und  wie  hoch?  — 
Andeutung:  Nenne  die  Projektion  des  Turmes  x  und  drücke  die 
Höhe  doppelt  aus. 
Beispiel: 

a  =  30m,    6  =  58,5m5    ^a  =  5803'6",    ^ /}  =  40<>56'44". 

(Antwort:  Neigungswinkel  =  86^0' 39";  Höhe  =  53,88m.) 

20.  Betrachtet  man  einen  Turm  von  einem  südwärts  davon 
gelegenen  Punkt  A,  so  erscheint  er  unter  dem  Höhenwinkel  30®; 
geht  man  von  Ä  aus  westwärts  nach  B  um  die  Strecke  a,  so  er- 
scheint  der  Turm    von  B   aus    unter   dem  Höhen winkel   18^    Man 

soll  zeigen,  dafs  die  Höhe  des  Turmes  =a:y2  +  2]/5, 

21.  Der  Gipfel  S  eines  Berges  erscheint  von  einem  Punkt  Ä 
aus  unter  einem  Höhenwinkel  »s  60^;  wandert  man  von  A  aus  gegen 

5  hin  um  l^Km  bis  B  auf  einer  Slarafse,  welche  30^  mit  der  Hori- 
zontalen bildet,  so  wird  der  Winkel  ABS  =  135°.  Wie  hoch  ist 
der  Berg? 

22.  Eine  von  A  aus  nach  Südwesten  hin  und  h  Meter  über  Ä 
gelegene  Bergspitze  S  erscheint  in  A  unter  dem  Höhenwinkel  ff. 
Unter  welchem  Höhenwinkel  erscheint  S  von  B  aus,  wenn  B  um 

6  Meter  südlich  (oder  nördlich)  von  A  liegt? 

Beispiel: 

h  =  450m;       a  =  T^rSO";       b  =  HKm. 
(Antwort:  9«17'ir  (bezw.  5022'4r.) 

23.  Von  einem  in  einem  Thale  gelegenen  Standpunkt  S  aus 
mifst  man  die  Höhenwinkel  a  und  ß  zweier  Bei^spitzen  A  mi  B 
und  auch  die  Projektion  des  Sehwinkels  ASB  auf  den  Horizont 
=  y.  Wenn  noch  die  Höhe  der  Berge  über  der  Horizontalebene 
bezw.  gleich  a  und  b  bekannt  ist,  wie  grofs  ist  die  Luftlinie  AB^ 

Beispiel: 

a  =  7«58'5     /3  =  10^24';     y  =  139^5';     a  =  240;     6  =  1480. 

24.  Man  visiert  die  Entfernung  AB  zweier  Felsenriffe  sowohl 
vom  Fufse  F  als  von  der  Spitze  S  eines  vom  Meeresspiegel  aus  sich 
erhebenden  Leuchtturmes.     Man  kennt  SF  =  h,  und  mifst 

^A8F=a,    ^BSF=ß  \mi  -^AFB^^y. 

Wie  grofs  ist  die  Entfernung  AB? 
Beispiel: 

.  h  =  25,4;     a  =  60«8';     ß  =  71«56'20"5     y  =  10P30'. 
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25.  Um  die  Höhe  eines  Gebäudes  SF  zu  bestimmen,  mifst  man 
an  drei'  Standpunkten  Ä,  B^  C,  welche  in  einer  Geraden  und  zwar 
in  der  durch  F  gehenden  Horizontalebene  liegen ,  die  Höhen winkel 
a,  ß,  y  zu  der  Spitze  S  des  Gebäudes.  Wenn  noch  AB  =  a, 
BC=^h  gemessen  wird,  wie  hoch  ist  das  Gebäude? 

Beispiel: 

a  =  56,    6  =  32,8;     a  =  10<>2';     /3  =  48«54';    y  ==  29^30'. 


26.  Ein  Stock  Feld  hat  die  Gestalt  ABC  (Fig.  188)  und  soll  §.  60. 
durch  eine  Gerade  XF  im  Verhältnis  piq  geteilt  werden.     Dabei 

sei  gegeben: 

a)^JB=145,    J?C=  120,8,    <^-B  =  68«;    ^(J  =  9(y>;    j):g  =  l:l 

b)^B  =  137,     ^^  =  720,     ^J?  =  59^    ^(J  =  99«;    pxq=^l:2 

und  dabei  soll  erstens  der  kleinere  Abschnitt,  zweitens  der  gröfsere 
Abschnitt  an  AC  zw.  liegen  kommen.  * 

c)^B  =  98,    5(7—106,    C^  =  86,95    ^*  =  106ö50';   p:g  =  3:7. 

27.  Im  Viereck  ABCD  (Fig.  189)  sei  AB  =  19,  BC  =  23, 
CD=15,4  und  ^/S  =  100^  ^y  =  102^30';  ^£  =  87^5  j):j  =  2:3. 
Wohin  fällt  die  teilende  Gerade  ZF? 

28.  Von  einer  Strafse  gehen  in  den  Punkten  P  und  Q  zwei 
Grenzen  FB  und  QS  eines  Feldes  aus  und  es  sei  PQ  =  a, 
-^  QFB  =  y,  -^  8QP=  d  gegeben.  Man  soll  durch  eine  Parallele 
zu  P^  ein  Stück  abschneiden,  dessen  Inhalt  =  J  gegeben  sei. 

§.  26.  Vermischte  trigonometrische  Übungen. 

1.  Man  soll  zeigen,  dafs 

-— P-1 _  =  tg^a  +  cotg^a  +  2. 

Bin  *a  •  COB  ■«  °         '  °         ' 

2.  Wie  grofs  sind  a  und  ß,  wenn 

a)  8in(a  —  /J)  =  ^        und  cos(a  +  /J)  «=  i? 
l>)  tg(a  +  /3)=}/3     und    tg(a-/3)  =  l? 

3.  Man  soll  einen  gegebenen  Winkel  in  zwei  Teile  teilen  derart, 
dafs  a)  die  Sinus,  b)  die  Cosinus,  c)  die  Tangenten  derselben  in  ge- 
gebenem Verhältnisse  stehen. 

4.  Wenn 

tg»«  =  2.tg«^+l, 

so  ist  auch: 

cos  2«  +  sin  */3  =  0.  Beweis! 
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6.  Zwei  Kreise^  deren  Radien  a  und  h  seien,  berühren  einander 
ausschliefsend,  und  es  sei  y  der  von  den  beiden  äufaeren  gemein- 
samen Tangenten  gebildete  Winkel.     Man  soll  beweisen,  dafs: 

4  •  (a  —  6)  •  1/05 

sm  y  =  — ~ — r-~ 

^  (a  +  hy 

6.  Man  soll  a  und  ß  eliminieren  aus  den  drei  Gleichungen: 

a)  sin  a  +  sin  ^  =  a,       cosa  +    cos  ß  =  h,     cos  (a  —  ß)  =  f. 

b)  tga+  tg/3=»a;     cotg a  +  cotg ^  =  6,     a  + /3  =  y. 

7.  Im  rechtwinkeligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  c  ist,  ist: 

cotg  ^  =  — -—  •      Beweis? 

8.  Man  soll  beweisen,  dafs  der  gröfste  Winkel  eines  Dreiecks 
120®  ist,  wenn  seine  Seiten  sind: 

o«  +  a+l,    2a +1,    a«  — 1. 

9.  Wenn  Ä  auf  der  Verlängerung  des  Durchmessers  eines 
Kreises  M  liegt  und  eine  Sekante  von  Ä  aus  den  Kreis  in  B  und 
C  schneidet,  so  soll  bewiesen  werden,  dafs 

.     AMB   ..     ÄMO 
tg-2--tg-2- 

eine  konstante  Gröfse  ist  für  alle  Sekanten  durch  Ä, 

10.  Zwei  Kreise,  deren  Mittelpunktsentfemung  d  =  34,8  ist^ 
haben  Radien  von  der  Gröfse  r^  =*  12,7  und  r^  =  7,69.  Welche 
Winkel  bildet  eine  der  aufseren  gemeinsamen  Tangenten  mit  den 
beiden  inneren?     [Antwort:  48^8' 46"  oder  27035'28".] 

11.  In  einem  Dreieck  ABC  sei 

^5  =  251,47     und     IfC=  346,96    und    ^£  =  65^3', 

Auf  BC  liege  -4^  so,  dafs  BA^  =  114  ist,  und  durch  C,  werde 
eine  Transversale  A^C^B^  gezogen,  so  dafs  -^BA^G^  ==  79®  wird. 
Man  soll  die  Abschnitte,  welche  durch  die  Transversale  auf  den  an- 
deren Seiten  gebildet  werden,  berechnen  und  soll  die  im  Satze  des 
Menelaus  ausgesprochene  Eigenschaft  bestätigen. 

12.  Zwei  auf  einer  Geraden  liegende  an  einander  grenzende 
Strecken  a  und  6  erscheinen  von  einem  Punkt  aus  unter  den  Winkeln 
a  und  ß.  Man  soll  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Grenz- 
punkten der  Strecke  berechnen.  —  Andeutung:  Nach  §.  16,  la  ergiebt 
sich  eine  Proportion;  man  bestimme  (mittels  §.  42,  3)  den  Faktor 
(Divisor),  welcher  den  Gliedern  einerseits  zuzusetzen  ist^  damit  sie 
den  entsprechenden  Gliedern  gleich  werden. 

13.  Zur  Losung  der  Hansen'schen  Aufgabe  §.  48,  4,  Fig.  l^^^ 
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(bzw.  Aufg.  §.  25;  12)  weise  man  nach,  dafs  der  Winkel  DAB  =  ^ 
durcli  die  Gleichung  bestimmt  ist: 

sin  (ft  —  «1  +  9)    sin  («  -f-  *^i)  ^^        V 

sin  <p  sin  tf  ain  (§  +  ^j) 

and  dafs  dann: 

"^^    sin  (ft  —  aj  sin  p 

14.  Für  A^  als  Mitte  der  Seite  BG  eines  Dreiecks  gilt: 

cotg  BAA^  —  cotg  B  =  2  '  cotg  A, 

15.  Wie  grofs  ist  die  Summe  der  Inhalte  der  zwei  Dreiecke^ 
die  sich  beim  sogenannten  unbestimmten  Falle  der  Trigonometrie 
(§.  43,  4)  ergeben. 

16.  Wie  grofs  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  (7,  wenn  die 
zweier  Punkte  A  und  B  und  dazu  die  Winkel  BAC  und  CBA  ge- 
geben sind? 

Für  die  folgenden  Beispiele,  welche  der  badischen  Landesver- 
messung entnommen  sind  (vgl.  die  Karte),  gelten  die  S.  132  und  133 
gemachten  Festsetzungen  über  Bezeichnung  und  Vorzeichen  der  Ko- 
ordinaten. 

Beispiel  1) 

-^  =  Oggersheim    (x  =  +    6001,72m,    y  =  +      388,67m); 

B  =  Donnersberg  (a:  ==  +  38146,35  m,    y  =  +  16278,59  m); 

C  =  Klobberg. 

^  5^C=  41^30' 48"     und  ^  CBA  =  57<>21'38". 

Beispiel  2) 
A  —  Oggersheim    (x  =  +    6001,72  m,    y  =  +      388,67  m); 
B  =  Melibocus      (a?  =  —  12727,09  m,    y  =  +  26508,51  m); 
C  =  Konigstuhl  bei  Heidelberg. 
^  BAC  -=  74059' 28"    und  ^  CBA  =  46<>24'or. 

17.  In  einem  Dreieck  sei  eine  Seite  =  14,29,  die  zugehörige 
Höhe  10,8,  der  von  der  Höhe  durchschnittene  Winkel  =  70^  Wie 
grofs  sind  die  zwei  anderen  Seiten? 

18.  In  einem  Kreise  vom  Radius  r  sei  ein  excentrischer  Sektor 
gezeichnet,  dessen  Winkel  =  y  von  den  beiden  Sehnenstücken  a 
und  6  eingeschlossen  werde.    Welchen  Flächeninhalt  hat  der  Sektor? 

Beispiel: 

r  =  4;    a  =  2,9;     6  =  3,6;    ^  y  =  48«49'50". 

19.  Zwei  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  seien  bekannt,  sowie 
auch  der  an  a  liegende  Abschnitt  q  der  dritten  Seite,  welcher  durch 
die  Winkelhalbierende  hervorgerufen  wird.  Man  soll  den  Inhalt  des 
ganzen  Dreiecks  und  der  Teildreiecke  berechnen. 

L«hz1mcli  der  Elementor-Oeometrie.  II.  16 
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Beispiel: 

a  =  20,3;     6  =  14,9;    g  =  5. 

20.  Über  zwei  kreisförmige  Rollen,  deren  Radien  r^  und  r^ 
sind  und  deren  Mittelpunktsentfernung  «=»  ä  ist,  ist  ein  Kreisriemen 
gelegt.    Wie  lang  ist  derselbe? 

Beispiel: 

rj  =  0,42;     r^  =  0,19;     d  =  1,2. 

21.  Ein  kugelförmiger  Ballon  vom  Radius  r  wird  von  einem 
Beobachter  unter  einem  Sehwinkel  u  gesehen,  während  gleichzeitig 
der  Höhenwinkel  seines  Mittelpunktes  ß  ist.  Wie  hoch  befindet  sich 
die  Mitte  des  Ballons? 

22.  Man  soll  beweisen,  dafs  der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  ent- 
weder 

a)=i(a^sin2/3  +  6*.sin2«)     oder  b)  -  •g'^^  >  "l'^ ^  ^"J? 

J  ^  ^  f^     '  ^  /  2  8Ul(«  —  ft 

oder   c)  =  ^^^^^  •  cos  ^  •  cos  ^  •  cos  |. 

23.  Das  Centrum  der  Ecken  eines  spitzwinkeligen  Dreiecks 
ABC  sei  M  und  es  achneide  AM  die  BC  in  A^\  dann  ist: 

MAi '  cos  (ß  —  y)  =  AM'  cos  a. 

24«   Man  soll  beweisen,  dafs  in  jedem  Dreieck 

25«  Von  einem  Punkt  der  Thalebene  aus  sieht  man  einen 
Berg  B  um  den  Winkel  ß  =  2^9' 20"  über  einen  näher  befindlichen 
Berg  A  hervorragen,  welch  letzterer  sich  um  a  =  8® 23' 40"  über 
den  Horizont  zu  erheben  scheint.  Man  bewegt  sich  nun  horizontal 
so  auf  die  Berge  zu,  bis  A  den  Berg  B  deckt  und  findet  dies  nach 
einem  Wege  c  «=  1725m.  Der  Höhenwinkel  ist  dann  y  ==  12^16'35''. 
Wie  hoch  sind  beide  Berge?  Welches  ist  in  Luftlinie  die  Ent- 
fernung der  beiden  Bergspitzen? 

26.  Zwei  geradlinige  Schienengeleise,  deren  Endpunkte  durch 
eine  Strecke  a  mit  einander  verbunden  sind,  die  mit  beiden  Schienen- 
richtungen den  gleichen  Winkel  a  bildet,  sollen  durch  einen  beide 
Richtungen  tangierenden  Kreisbogen  verbunden  werden.  Wie  grofe 
ist  der  Radius  des  fraglichen  Kreisbogens?  Wie  grofs  ist  der  Bogen 
selbst  und  das  Gelände  zwischen  dem  Bogen  und  der  genannten 
Strecke?  Wie  grofs  sind  die  auf  letzterer  in  \  und  ^  ihrer  Lange 
errichteten  Normalen,  die  vom  Bogen  begrenzt  werden? 
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Vorwort. 


Die  Gliederung  im  vorliegenden  Teile  unseres  Lehrbuchs  war  uns 
mit  der  Gliederung  der  beiden  ersten  Teile  gegeben;  namentlich  tritt 
in  der  Symmetrie  der  Gebilde  die  Analogie  mit  den  betreffenden  Ab- 
schnitten des  ersten  Teils  überall  hervor.  Wir  hoffen  damit  erreicht 
zu  haben,  „dafs  der  Schüler  die  Anordnung  des  Stoffes  vollständig 
übersieht  und  eigentlich  immer  ohne  Hilfe  des  Lehrers  im  Voraus 
weifs,  was  nun  zur  Betrachtung  kommen  müsse."  Bei  der  Fülle  des 
Stoffes  war  jedoch  die  äufserste  Beschränkung  notwendig  und  wurden 
manche  Ausführungen  den  Aufgaben  zugewiesen,  deren  entsprechende 
Abschnitte  in  den  vorhergehenden  Teilen  dem  Text  einverleibt  sind, 
so  z.  B.  das  Problem  der  Berührung  von  4  Kugeln.  Weiter  auf  die 
Collineation  räumlicher  Gebilde  einzugehen,  erschien  unzweckmässig 
(vgl.  Joh.  Traug.  Müller,  Vorrede  zur  Stereom.,  S.  XI);  es  genügte, 
in  einer  Anmerkung  (§.  16)  auf  die  Unterordnung  der  Symmetrie  unter 
jene  allgemeinere  Verwandtschaft  hinzuweisen. 

Der  Unterricht  in  der  neueren  Geometrie  soll  vor  Allem  die 
Fruchtbarkeit  allgemeiner  Prinzipien  bei  den  Untersuchungen 
räumlicher  Beziehungen  darlegen.  Bei  der  gebotenen  Beschränkung 
ist  dies  nur  möglich,  indem  man  irgend  eines  dieser  Prinzipien  heraus- 
greift, um  aus  ihm  allein  eine  Fülle  von  Sätzen  mit  Leichtigkeit  und 
Eleganz  (soweit  diese  bei  schulmässiger  Behandlung  möglich)  zu  ent- 
wickeln. Unter  den  zahlreichen  Wegen,  welche  eingeschlagen  werden 
können,  gaben  wir  demjenigen  den  Vorzug,  welcher  unserem  Sehen 
und  Darstellen  am  meisten  entspricht,  d.  i.  der  Projektionsmethode 
oder  Perspektive.  Keine  geometrische  Disziplin  stärkt  das  räumliche 
Vorstellungsvermögen  mehr  und  begegnet  uns  häufiger  im  Leben,  als 
die  Perspektive,  da  sie  zu  den  Darstellungen  von  Naturgegenständen 
und  Erzeugnissen  des  Handwerks  wie-  in  den  künstlerischen  Werken 
der  Malerei,  Plastik  und  Architektur  benutzt  wird. 

Unsere  elementare  Bearbeitung  der  Kegelschnitte  lehnt  sich  daher 
im   wesentlichen   an   Poncelet's   klassisches   Werk   an.     Allerdings 
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erforderte  der  Übergang  von  den  projekti vischen  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  zu  den  nicht  projektivischen  eine  etwas  abweichende 
Behandlung,  da  dem  Schüler  die  einfache  Übertragung  der  Sätze  von 
der  ideellen  auf  die  reelle  Berührung  (Ponc.  I,  63,  131,  138,  410) 
wohl  nicht  zugemutet  werden  darf.  Mit  Bücksicht  darauf,  dafs 
in  Prima  oft  Schüler  verschiedener  Anstalten  zusammen- 
treffen, wurde  in  diesem  Abschnitt  ein  vorangehender  Unter- 
richt in  neuerer  Geometrie  nicht  vorausgesetzt.  Übrigem 
werden  schon  im  stereometrischen  Teil  die  fundamentalen  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  an  der  Rotationskegelfläche  abgeleitet 

Für  Schulen,  welche  zu  technischen  Fächern  vorbereiten,  wird 
die  im  Anhang  gegebene  kurze  Zusammenfassung  der  Elementar-Auf- 
gaben  der  darstellenden  Geometrie  eine  erwünschte  Beigabe  sein. 
Auch  für  die  krystallographische  und  geographische  Darstellung  sind 
die  mathematischen  Fundamente  angedeutet,  und  zum  Schlufs  ist  noch 
die  Frage  beantwortet,  wie  jeweils  der  Standpunkt  bestimmt  werden 
kann,  von  welchem  aus  ein  architektonisches  Bild  zu  betrachten  ist. 
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I.  Abschnitt. 
Beziehnngen  der  Lage  ränmlicher  Gebilde. 

Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  Bestimmtingen  der  Lage  von  Funkten,  Geraden  und 

Ebenen. 

§.  1.  Von  den  Schnittpunkten,  Schnittgeraden  und  der  parallelen  Lage. 

1.  In  den  Gebilden  einer  Ebene  erkannten  wir  ein  Entsprechen  von 
Lehrsätzen,  welche  auseinander  hervorgingen  durch  Vertauschung  von 


Punkt 

Yerbindungsgerade  zweier  Punkte 

Strecke 

Punktreihe 

Diesen  Gebilden,  den  Punkten  und  Geraden  einer  Ebene,  ent- 
sprechen nun,  wie  sich  in  der  Folge  zeigt^  im  allseitig  ausgedehnten  Raum 
die  durch  einen  Punkt  gelegten  Gebilde,  Geraden  und  Ebenen,  nämlich: 


Gerade, 

Schnittpunkt  zweier  Geraden, 

Winkel, 

Strahlenbüschel. 


In  einer  Ebene: 

Punkt 

Gerade 

Punkte  einer  Geraden  oder  Punkt- 
reihe 

Gerade  durch  einen  Punkt  oder 
StrahlenbQschel 

Strecke  zweier  Punkte 

Winkel  zweier  Geraden 

Dreieck 

Dreiseit 


Durch  einen  Punkt: 

Gerade 

Ebene 

Geraden  einer  Ebene  oder  Strahlen- 
büschel 

Ebenen  durch  eine  Gerade  oder 
Ebenenbüschel 

Winkel  zweier  Geraden 

Winkel  zweier  Ebenen 

Dreikant 


Dreiflach. 

Es  entsprechen  somit  nach  der  Reihe  den  3  räumlichen  Gebildeu 
Punkt  —  Gerade  —  Ebene 
die  Gebilde 

Gerade  — :  Ebene  —  Punkt, 
sodafs  jedes  Gebilde  jedem  der  beiden  andern  gegenüber  stehen  kann. 
2.  In  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  dieser  Gebilde  entsprechen 
einander  folgende  Sätze: 

Lehrbuch  der  JälemenUr-Geometrie  III.  1 


a)  Zwei  Punkte  einer  Ebene  he- 
stimmen   eine  Gerade  in  derselben. 


§1. 

a')  Zwei  Gerade   durch  einen 

Punkt  bestimmen  eine  Ebene  durch 

denselben. 

Vgl.  L  Teil  §.  3  und  4.     Auch  der  Fall,  dafs  2  Gerade  parallel 

sind,  ist  unter  a'  zu  rechnen,  wie  aus  I.  Teil  §.  3  u.  4  folgt;  daher 

ergiebt  sich  im  Anschlufs  an  a\' 

b)  Zwei  paraUeU  Gerade  bestimmen  eine  Ebene. 
Wir  bezeichnen  die   durch  2  Gerade  a  und  b  bestimmte  Ebene 
mit  „Ebene  a6." 

Es  ist  noch  diejenige  Lage  zweier  Geraden  hervorzuheben,  durch 
welche  keine  Ebene  bestimmt  werden  kann,  nämlich  da  die  Geraden 
weder  einander  schneiden,  noch  parallel  sind;  man  nennt  solche  Ge- 
rade windschief  oder  einander  kreuzend. 

3.  a)  Eine  Gerade  und  ein  j  aT)  Eine  Ebene  und  eine  Gt- 
PunJct  aiifser  derselben  bestimmen  ^rade  au fser  derselben  bestimmefieitm 
fdne  einzige  Ebene.                            'eineigen  Punkt ^  ScJmittpunki. 

Für  a  ^gl.  I.  Teil  §.  4.  —  Die  Ebene  und  Gerade  aufser  ihr 
können  nicht  2  Punkte  gemeinsam  haben,  da  in  diesem  Fall  die  Gerade 
nach  2  a  ganz  in  die  Ebene  fallen  müfste.  Auch  hier  kann  der  Schnitt- 
punkt in  unmefsbare  Entfernung  hinausrücken,  und  wir  behaupten: 

b)  Eine  Gerade  aufser  einer  Ebene  tst  derselben  parallel,  weim  sif 
einer  Geraden  der  Ebene  parallel  ist. 

Sind  nämlich  die  Geraden  a  und  b  parallel  und  liege  b  allein  in 
der  Ebene  ß,  so  kann  die  Ebene  ab  mit  ß  keinen  Punkt  aufser  der 
Geraden  b  gemein  haben,  da  sonst  nach  a  beide  Ebenen  einander 
decken  müfsten;  somit  hat  auch  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  der 
Ebene  ab  liegende  Gerade  a  mit  ß  keinen  Punkt  gemein. 

4.  Zwei  Gerade  einer  Ebene  4'.  Zwei  Ebenen  dutrh  einni 
bestimmen  einen  Punkt  derselben.      \  Punkt  bestimmen  eine  Gerade,  Schnitt' 

\  gerade,  derselben. 
Für  4  vgl.  I.  Teil  §  4,  2  b.  —  Gehen  die  beiden  Ebenen  a  und 
ß  durch  einen  Punkt  X,  so  liegen  die  Punkte  von  a  teils  auf  der 
einen,  teils  auf  der  andern  Seite  (I.  Teil  §.  1,  2) 
von  ß]  denn  die  Strahlen  des  Punktes  X  in  der 
Ebene  a  werden  in  diesem  Punkt  in  Halbstrahlen 
zerlegt,  die  auf  den  Gegenseiten  der  Ebene  ß  liegen. 
Die  Verbindungsgerade  irgend  zweier  Punkte  A^  und 
A^,  welche  in  a  auf  verschiedenen  Seiten  von  ß 
liegen,  schneidet  ß  in  einem  Punkte  Y  (3  a'),  der  so- 
mit cc  und  ß  angehört.  Dann  gehört  aber  auch  die  Kg  i. 
Gerade  XY  nach  2  a  beiden  Ebenen  an.  Ein  Punkt  aufser  dieser 
Geraden  kann  beiden  Ebenen  nicht  gemeinsam  sein,  da  sie  dann  nach 
3a  ganz  zusammenfallen  müfsten. 


§.  1. 
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Fig.  2. 


Die  Schnittgerade  von  a  und  ß  bezeichnen  wir  mit  aß, 

5.  a)  Drei  Schnittpunkte  dreier  a')  Drei  Schnittgerade  dreier 
Geraden  bestimmen  eine  Ebene  (Vgl. ,  Ebenen  bestimmen  einen  Punkt, 
L  Teü  §  4,  i).                                 {Schnitipufüct 

Die  drei  Ebenen  a^  ß^  y  schneiden  einander  in  3  Geraden  aß, 
ßy^  ya.  Die  beiden,  der  Ebene  a  angehörigen  Ge- 
raden aß  und  ya  mögen  sich  in  dem  Punkte  P 
schneiden.  Dieser  Punkt  gehört  als  Punkt  der  Ge- 
raden aß  auch  der  Ebene  ß  an  und  ebenso  als  Punkt 
von  ya  der  Ebene  y,  somit  auch  der  Schnittgeraden 
ßy,  d.  i.  die  Schnittgerade  ßy  geht  durch  denselben 
Punkt  mit  den  beiden  ersteren  Schnittgeraden. 

Ist  dagegen  (Fig.  3)  aß  ||  ya,  so  kann  auch  /5y  nicht 
die  Gerade  aß  oder  ya  schneiden,  da  nach  dem  Vorangehenden  andern- 
falls stets  auch  alle  3  Gerade  durch  denselben  Schnittpunkt  gehen  müfsten, 
was  der  Annahme  aß^ya  widerspricht,  ßy  kann  jedoch  auch  nicht 
windschief  z\x  aß  sein,  da  beide  in  ß  liegen,  und  ebenso  auch  nicht 
windschief  zu  ya.     Daher  ergiebt  sich  als  besonderer  Fall  zu  a': 

b)  Wenn  bei  drei,  einander  in  3  Geraden  schneidenden  Ebenen  awei 
Schnittgerade  parallel  sind,  so  ist  die  dritte  Scfmittgerade  parallel  zu 
jenen. 

6.  Wir  betrachten  nun  noch  insbesondere  die  Fälle  paralleler 
Lage.  Es  sei  zunächst  eine  Gerade  a  und  Ebene  ß  (Fig.  3)  parallel. 
Legen  wir  durch  a  irgend  eine  Ebene  a,  so  kann 
dieselbe  die  Ebene  ß  nur  in  einer  Geraden  aß 
schneiden,  welche  ||  a  ist;  denn  beide  Geraden  a 
und  aß  liegen  in  der  Ebene  a  und  können  ein- 
ander nicht  schneiden,  da  a  mit  ß  keinen  Punkt 
gemein  hat.     Daraus  folgt: 

d)  Wenn  eine  Gerade  und  Ebene  parallel  sind,  so 
schneidet  eine  Ebene  durch  erstere  die  andere  Ebene  in 
einer  Parallelen  mr  Geraden. 

Ist  a  II  /5  und  a  j|  y  (Fig.  4),  so  mufs  eine  Ebene  durch  a  und  einen 
Punkt  der  Schnittgeraden  ßy  sowohl  die  Ebene  |8  als  y  in  der  zu  a 
parallelen  Geraden  scheiden,  d.  h.  ßy  mufs  selbst  diese  Parallele  sein. 

b)  Wenn  eine  Gerade  mit  zwei  einander  sdmeidoiden 
Ebenen  parallel  ist,  so  ist  sie  der  Schnittgeraden  parallel. 

7.  unter  allen  möglichen  Lagen  der  Ebene  a  durch 
die  zu  ß  parallele  Gerade  a,  welche  durch  eine  Drehung 
der  Ebene  a  um  die  Gerade  a  (I.  Teil  §.  4,  s)  erreicht 
werden  können,  ist  insbesondere  der  Fall  hervorzuheben, 
(lafs  die  Schnittgerade  aß  in  unmefsba^:e  Entfernung  hin- 
aasrückt    (entsprechend    der   Drehung    der   Geraden   um        Fig.  4. 


Fig.  3. 


einen  Punkt:  I.  Teil  §.  3,  4),  Als  Orenzlage,  der  sich  hierbei  die 
Ebene  nähert,  ergiebt  sich  die  zu  ß  parallele  Ebene:  Parallele 
Ebenen  werden  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

a)  Die  Ebene  durch  zwei  Strahlen  eines  Punktes,  icdche  paralid 
einer  Ebene  sind,  ist  paraüel  eu  dieser  Ebene, 

Würden  nämlich  beide  Ebenen  einander  schneiden,  so  müTste  nach 
6  a  die  Schnittgerade  beiden  Strahlen  parallel  sein,  was  dem  Parallelen- 
Axiom  widerspricht  —  Da  die  beiden  Strahlen  des  Punktes  aufgefaCst 
werden  können  als  Grenzlagen  von  Strahlen,  deren  beide  Schnitt- 
punkte mit  der  Ebene  in  unendliche  Entfernung  hinausrGlckten,  so 
kann  die  Ebene  durch  diese  Strahlen  als  Grenzlage  der  Ebene  durch 
den  Punkt  au^efafst  werden,  deren  Schnittgerade  mit  der  ersten  Ebene 
(d.  i  die  Yerbindungsgerade  jener  beiden  Schnittpunkte)  in  unmefs- 
bare  Entfernung  hinausrückte. 

Werden  die  parallelen  Ebenen  a  und  ß  von  einer  dritten  Ebene  y 
geschnitten,  so  können  die  Schniti^eraden  ay  und  ßy  einander 
nicht  schneiden,  da  sie  parallelen  Ebenen  a 
und  ß  angehören,  und  nicht  kreuzen,  da  sie 
einer  einzigen  Ebene  y  angehören;  daraus  folgt: 

b)  Die    Schnittgeraden    zweier    parallelen 
Ebenen  mit  einer  dritten  sind  parallel, 
woraus  dann  weiter  sich  ergiebt: 

c)  Du/rch   einen  Punkt   ist   eine   au  einer 
Ebene  parallele  Ebene  eindeutig  bestimmt     ÄUe 
Geraden,  durch  einen  Punkt  parallel  0u  einer  Ebene,  liegen  in  einer 
Ebene. 

Gäbe  es  nämlich  durch  einen  Punkt  Ä  2  Ebenen  a  und  a^  pa- 
rallel zu  einer  Ebene  ß,  so  müfsten  deren  Schnittgeraden  ay  und  a^y 
mit  einer  weiteren  durch  Ä  gelegten  Ebene  y  parallel  zu  ßy  sein,  was 
unmöglich  ist. 
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Fig.  5. 


8.  Wenn  zwei  Gerade  einer 
dritten  parcUlel  sind,  so  sind  sie  es 
auch  unter  einander. 

Wenn  nämlich  (Fig.  3)  a  ||  c 
und  b  II  c,  so  schneiden  einander 
die  Ebenen  ac,  cb  und  bÄ,  wobei 
Ä  ein  Punkt  von  a  sei,  in  dreien 
zu  einander  parallelen  Geraden,  da 
die  Schnittgeraden  c  und  b  parallel 
sind  (5,  b).  Die  dritte  Schnitt- 
gerade o^  mufs  aber  mit  a  zusanunen- 
fallen,  da  sie  beide  durch  A  gehen 
imd  parallel  c  sein  sollen. 


8',  Wenn  $wei  Ebenen  einer 
dritten  parailel  sind,  so  sind  sie  es 
auch  unter  einander. 

Sie  könnnen  keinen  Punkt 
mit  einander  gemein  haben,  da  dies 
7  c  widersprechen  würde. 


§.  2,  3.  5 

9,  Sind  2  parallele  Ebenen  und  2  parallele  Gerade  zwischen  den- 
selben gegeben^  so  wird  durch  diese  und  die  Schnittgeraden  ihrer  Ebene 
mit  ersteren  Ebenen  ein  Parallelogramm  bestimmt,  woraus  sich  ergiebt: 
Parallele  Ebenen  schneiden  auf  paraUelen  Geraden  gleiche  Strecken  aus. 

§.  2.  Der  Ebenenwinkel  oder  Keil. 

1«  Zwei  Ebenen  stellen  ein  Gebilde  dar,  das  dem  Winkel  zweier 
Geraden  entspricht.  Die  Schnittgerade  zweier  Ebenen  heifst  Kante, 
wenn  die  beiden  Ebenen  in  ihr  einseitig  begrenzt  sind.  Die  beiden 
Ualbebenen  bilden  einen  Keil  oder  Ebenenwinkel. 

Der  Ebenenwinkel  entsteht  durch  die  Drehung  der  Halbebene 
um  die  Kante  als  Axe.  Setzen  wir  im  I.  Teil  §.  7  an  Stelle  des  Halb- 
strahls die  Halbebene,  so  lassen  sich  die  dort  gegebenen  Erklärungen 
und  Lehrsatze  nun  auf  die  Ebenenwinkel  übertragen. 

Durch  die  Drehung  der  Halbebene  um  die  Kante  erhalten  wir 
gestreckte  und  volle  Ebenenwinkel,  sowie  rechte,  spitze  und  stumpfe. 
Insbesondere  heifsen  zwei  Ebenen  normal  zu  einander,  wenn  sie  einen 
rechten  Ebenenwinkel  d.  i.  den  vierten  Teil  des  vollen  Winkels  bilden. 

2.  Wir  heben  hier  die  Sätze  hervor: 

a)  Nd)enkeüe  lüden  zusammen  iswei  Backte. 

b)  Scheitelkeile  sind  einander  gleich. 

c)  Durch  eine  Gerade  einer  Ebene  gibt  es  immer  nur  eitie  Normal- 
d)ene  der  letzteren, 

3.  Alle  durch  eine  Gerade  gelegten  Ebenen  bilden  einen  Ebenen- 
büschel.  Auf  diesen  lassen  sich  die  Sätze  des  L  Teils  §.  7,  8  über- 
tragen, d^ 

Zv^eites  Kapitel. 

Symmetrie  in  Besng  anf  eine  Gtorade* 
Normale  Lage  swischen  Geraden  und  Ebenen. 

§.  3.  Die  ümwendnng  nm  eine  Axe. 

1«  Dreht  man  irgend  ein  Gebilde  des  Raumes  um  eine  Axe  Off, 
so  dafs  eine  durch  diese  Axe  gelegte  und  mit  dem  Gebilde  fest  ver- 
bundene Ebene  00' A  umgewendet  wird  (wobei  die  beiden  Halb- 
ebenen der  Axe  ihre  Lage  vertauschen,  s.  L  Teil  §.  4,  s),  so  nennt 
man  die  Figur  in  ihrer  zweiten  Lage  axial-symmetrisch  mit  erste- 
rer;  die  Vereinigung  zweier  solcher  Gebilde  nennen  wir  ein  axiales 
Gebilde.  —  Fassen  wir  eine  zweite  Axenebene  ins  Auge,  so  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichheit  der  Scheitelkeile  zwischen  dieser  und  der  erste- 
ren Ebene,  dafs  auch  sie  hierbei  umgewendet  wird.     Daraus  folgt: 


6  §.  3,  4. 

a)  Mit  jedem  Gdnlde  ist  das  axialsymmetrisdie  in  Bezug  auf  eine 
bestimmte  Axe  eindeutig  bestimmt;  beide  Gebilde  sind  kongruenL 

b)  Die  Gegenseiten  jeder  durch  die  Axe  einseitig  begrenzten  Axen- 
eberhen  entsprecJien  einander  axialsymmetrisch. 

3.  Es  ist  ersichtlich,  dafs  alle  axialen  Figuren  einer  Äxenebene 
hierbei  die  im  3.  Kapitel  des  I.  Teils  betrachteten  Beziehungen  der 
Lage  haben: 

a)  Die  axialsymmetrische  Figur  ßu  jeder  in  einer  AxenAene  liegen- 
den Figur  liegt  in  derselben  Ebene  symfnetrisch  zur  Axe,  —  Die  SchmU- 
punkte  axialsymmetrischer  Geraden  mit  einer  Äxenebene,  ebetiso  die  Sd^niti- 
geraden  axialsymmetriscJier  Ebenen  mit  eitier  Axend)ene  liegen  in  letzterer 
symmetrisch  zur  Axe, 

Insbesondere  folgt  hieraus  (I.  Teil  §  10,  3): 

b)  Zivei  axialsymmetrische  Punkte  liegen  auf  einer  Axennormale  in 
gleicher  Entfernung  von  der  Axe, 

c)  Mit  jeder  Geraden^  welche  die  Axe  schneidet,  ist  eine  solche  axial- 
symmetrisch,  welche  die  Axe  im  seihen  Pi^nkt  schneidet,  mit  ersterer  Ge- 
raden und  der  Axe  in  einerlei  Ebene  liegt  und  mit  der  Axe  densdben 
Winkel  wie  crstere  macht, 

d)  Mit  jeder  Geraden  parallel  der  Axe  ist  eine  d>ensolcbe  in  der- 
selben Äxenebene  und  in  gleichem  Abstand  von  der  Axe  axiatsymmeirisdi. 

3.  Ferner  schliefst  sich  an  I.  Teil  §.  10,  3  der  Satz  an: 
Eine    Ebene    durch    zwei    Axennormale   dnes   Punktes    der   Aie 
ist    sich    selbst    axialsymmetrisch.      Es    entsprechen    einmider    in   der- 
selben diametrale  Figuren  in  Bezug  auf  den  Arenpunkt  als  Centmm, 

Ist  nämlich  00'  <^Axe  und  OA  ±  00',  OB ±00', 
so  werden  beim  ümwsroen  die  Halbstrahlen  OA  und  OB 
in  ihre  Gegenstrahlen  OA^  und  OB^  kommen  (I.  Teil    /^l^/ 
§.  10,  2)  und  somit  wird  die  Ebene  beider  Geraden  in  ljy^2^ 
sich  selbst  fallen,  wie  dies  bei  einer  halben  Umdrehung 
einer  Ebene  in  sich  um  den  Punkt  A  als  Centrum  der         f'ig-  ^ 
Fall    ist.     Es    gelten    daher    fßr    axialsymmetrische   Figuren   dieser 
Ebene  die  im  vierten  Kapitel  des  I.  Teils  abgeleiteten  Beziehungen. 

§.  4.  Normale  Lage  zwischen  Gerade  and  Ebene. 

1.  Sind  (Fig.  7)  die  Geraden  AB  und  AC  normal  zu  OA,  so  ist 
auch  jeder  weitere  Halbstrahl  AD  der  Ebene  CAB  axialsymmetrisch  zu 
seinem  Gegenstrahl  AD^  (§.  3,  3)  und  femer  mufs  (§  3,  8  c)  ^  BAO 
==  OADy  und  somit  =  R  sein,  d.  h. 

a)  Ist  eine  Gerade  zu  zwei  Geraden  einer  Ebene  normal,  so  ist  ^ 
auf  allen  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  Geraden  der  Ebene  normal 

Gerade  und  Ebene  heifsen  in  diesem  Falle  normal  zu  einander. 


0' 


v\ 


Umgekehrt  folgt: 

b)  Alle  Geraden,  welche  in  einetn  Punkt  einer  Geraden  zu  dieser 
normal  sind,  liegen  in  einer  Ebene,  der  NarmaUbene  des  Punktes  tmd 
der  Geraden, 

Denn  gäbe  es  anfserhalb  dieser  Normal- 
ebene BAC  noch  eine  Normale  AX  durch  den 
Punkt  A  zu  der  Geraden  OA,  so  würde  eine 
Ebene  durch  beide  Geraden  OA  und  AX  die 
Normalebene  BAC  auch  in  einer  Normalen 
AF  zur  Geraden  OA  schneiden;  es  würden 
sich  also  zwei  Normale  AX  und  ^i^  zu  einer  ^^^*  ^' 

Geraden    OA    durch    einenPunkt   A  in    einer  Ebene  OAX  ergeben. 

In  ähnlicher  Weise  ist  zu  schliefsen: 

c)  Durch  einen  Punkt  giebt  es  zu  einer  Geraden  nur  eine  Nonttal- 
ebene,  zu  einer  Ebene  nur  eine  Normalgerade, 

2.  Dreht  man  eine  Ebene  a  um  eine  Axe  a,  so  wird  eine  in  a 
liegende  Normale  b  zur  Axe  ebenfalls  eine  Drehung  in  einer  zur  Axe 
normalen  Ebene  machen,  welche  vollständig  der  Drehung  der  Ebene 
entspricht;  d.  i.  einer  halben  oder  vollen  ündrehung 
der  Ebene  entspricht  eine  halbe  oder  volle  Umdrehung 
der  Geraden;  gleichen  Winkeln  der  Ebenen  entsprechen 
gleiche  Winkel  der  Normalen  zur  Axe  in  den  Ebenen, 
da  bei  der  Drehung  des  Ebenenwinkels  um  die 
Kanten  nicht  blos  die  Ebenen,  sondern  auch  die  ent- 
sprechenden Normalen  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  kurz: 

Der  Winkel  zweier  Ebenen  wird  gemessen  durch  den  Winkel  zweier 
Geraden  dieser  Ebenen,  weldie  in  einem  Punkt  der  Kante  zu  letzterer 
normal  sind, 

3.  Daraus  ergiebt  sich  sofort  der  Satz: 

a)  Jede  Ebene  durdi  eine  Normale  einer  Ebene  ist  seihst  nor^twl 
zu  dieser, 

Ist  nämlich  die  Gerade  a  normal  zu  der  Ebene  ß  und  durch 
a  die  Ebene  «  gelegt,  so  ist  a  X  a/3;  somit  ist 
a  der  eine  Schenkel  des  Winkels  ^beider  Ebenen; 
auf  dem  in  ß  liegenden  Schenkel  b  A^  aß  steht 
aber  a  ebenfalls  normal;  daher  ist  ^ab  d.  i.  der 
Ebenenwinkel  =  iJ. 

Es  ist  nur  eine  andere  Fassung  dieses  Satzes, 
wenn  wir  sagen: 

b)  Jede   Normalebene    zu    einer    Geraden    einer 
Ebene  ist  zu  dieser  Ebene  normal.  Fig!  9. 


^A 


Fig.  8. 


8  §.4. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  es  sei  a  ±.  ß  und  a  liege  in  a,  so  dafs 
a  J_  a/3,  80  ist  auch  a  1.  ß.  Denn  diese  Gerade  ist  der  eine  Schenkel 
des  Winkels  beider  Ebenen  und  bildet  also  auch  mit  dem  zweiten 
der  Ebene  ß  angehörigen  Schenkel  dieses  Winkels  einen  R,  da  a  ±  j3; 
daher  folgt  nach  la   a  JL /3;  d.  h.:  • 

c)  Die  Gerade,  welche  innerhalb  einer  von  zweien  zu  einander  nor- 
malen Ebenen  auf  deren  Schnittgeraden  normal  ist,  ist  auch  normal  sur 
andern  Ebene. 

Eine  weitere  Umkehrung  ergiebt  sich  aus  der  Annahme^  dafs 
a  ±.  ß  und  dafs  in  einem  Punkt  von  aß  die  Gerade  x  normal  zu  ß 
gezogen  ist.  Alsdann  mufs  x  in  die  Ebene  a  fallen.  Denn  die  Ebene 
durch  X  und  aß  mufs  normal  zu  ß  sein  (nach  a)  und  da  es  durch 
aß  nur  eine  Normalebene  zu  ß  giebt  (§.  2,  2  c),  so  mufs  die  Ebene  a 
mit  der  Ebene  x,  aß  identisch  sein,  d.  h.: 

d)  Die  Gerade,  welche  in  einem  Funkt  der  Schnittgeraden  zweier 
zu  einander  normalen  Ebenen  zu  einer  dieser  Ebenen  normal  ist,  ßUt 
in  die  andere  Ebene, 

woraus  dann  weiter  zu  schliefsen  ist: 

e)  Zwei  Normalebenen  zu  einer  Ebene  schneiden  einander  in  einer 
Normaigeraden  der  Ebene: 

denn  diese  Normale  mufs  nach  d)  den  Normalebenen  angehören. 

Zusatz.  Sind  die  Geraden  OB  und  OC  normal  zu  OÄ  und  auch 
normal  zu  einander,  OB  JL  OC,  so  bestimmen  sie  drei  zu  einander 
normale  Ebenen,  welche  den  Raum  in  acht  gleiche  Oktanten  teilen, 
wie  die  Ebene  durch  zwei  zu  einander  normale  Gerade  in  vier  Qua- 
dranten geteilt  wird.  , 

4.  Fällt  man  von  einem  Punkt  A  einer  Geraden  a,  welche  zu 
einer  Ebene  ß  geneigt  ist,  die  Normale  a^  zu  ß,  so  ist  die  Ebene  a«, 
normal  zu  ß.  Eine  zweite  Normalebene  zu  ß  kann  durch  a  nicht 
gelegt  werden,  da  die  Schnittgerade  zweier  Normalebenen  nicht  ge- 
neigt zur  Ebene  sein  kann.     Somit  gilt  der  Satz: 

Du/rch  eine  zu  einer  Ebene  nicht  normale  Gerade  giä)t  es  nttr 
eine  Normalebene  der  ersteren, 

5.  Wenn  man  von  einem  Punkt  A  innerhalb  des  Winkels  zweier 
Ebenen  a  und  ß  Normale  zu  diesen  zieht,  jp  JL  «,  w  J_  /S,  so  ist  die 
Ebene  pn  zu  beiden  Ebenen  norjnal,  daher  auch  zur 
Schnittgeraden  aß]  schneidet  nun  die  Ebene  pn  die 
Ebene  a  in  a  und  ß  in  b,  so  bestimmt  also  ^  ab  den 
Ebenenwinkel  aß.  Nun  ist  aber  in  dem  Viereck  pnba 
^pa  =  n6  ==  jB,  somit  <^ pw  +  a6  «=  2  JB,  d.  h.: 

Der  Winkel  der  Normalstrecken,  u?elche  von  einem 
Punkt  innerhalb  eines  Ebenenwinkels  zu  den  Ebenen 
gezogen  sind,   ergänzt  den  Ebenenunnkel  zu  2B.  Kg.  lo. 


§.  6. 


§.  5.  Zasammenhaiig  zwischen  paralleler  nnd  normaler  Lage. 


1.  Wenn  eine  von  zwei  parallelen 
Geraden  m  einer  dritten  Geraden 
iJirer  Ebene  normal  ist,  so  ist  es  auch 
die  andere. 

Der  erste  dieser  Sätze  gehört  der  Planimetrie  an 
(I.  Teil  §.  11,  4b).  Im  zweiten  Fall  sei  a  ||  «',  a  J_  y. 
Man  ziehe  in  y  c  A.a  und  lege  durch  c  irgend 
eine  Ebene  y',  so  ist  ay'  P  a'y'  (§.  1,  7b)  und  da 
c  _L  ay\  so  ist  auch  c  J_  a'y,  also  c  ±.a\  y  Jl  a 
(§.  4,  3b). 

2.  Zum  normale  Gerade  m  einer 
Ebene  sind  parallel, 

Ist  a  J_y,  a'  J_y  und  sind  F 
und  F  die  Schnittpunkte,  so  ist 
die  Ebene  aF  ±y  und  aFA.y, 
beide  letzteren  Ebenen  fallen  zu- 
sammen (nach  §.2, 2  c),  da  FF' 
gemeinsam.  Da  nun  in  dieser 
Ebene  a  ±  FF  und  a  ±  FF',  so 
ist  a  l  a\ 


l\  Wenn  eine  von  zwei  paral- 
lelen Ebenen  m  einer  dritten  Ebene 
normal  ist,  so  ist  es  auch  die 
andere. 


3.  Wenn  eine  von  zwei  parallelen 
Geraden  zu  einer  Ebene  normal  ist, 
so  ist  es  auch  die  andere, 

Ist  a  II  a'  und  a  ±.y,  so  ist  die 
Ebene  ad  J_  y  und  a'  normal  zur 
Schnittgeraden  beider  Ebenen;  da- 
her a'  A-y  (nach  §.  4,  3  c.) 


Fig.  11. 

2\  Zwei  NormaUiyenen  zu  einer 
Geraden  sind  parallel, 

Ist  a  JL  c  und  a'  J_  c,  so  ist  für 
irgend  eine  Ebene  y  durch  c  ay  _L  c, 
dy  A-C,  somit  ay\a'y.  Dasselbe 
gilt  für  eine  zweite  Ebene  y'  durch 
C]  daher  ist  (nach  §.  1,  7a)  a\  a\ 

Zusatz.  Zwei  ||  Ebenen  haben 
überall  denselben   Normalabstand 


(§.  1,  9);  man  nennt  diesen  den 
Abstand  der  parallelen  Ebenen. 

8'.  Wewn  eine  von  zwei  parallelen 
Ebenen  zu  einer  Geraden  normal 
ist,  so  ist  es  audi  die  andere. 

Ist  a  II  a'  und  a  A-C,  so  ist  für 
irgend  eine  Ebene  y  durch  c  ay  ||  dy 
und  ay±.c,  somit  a'y  _L  C]  dasselbe 
gilt  für  eine  zweite  Ebene  y,  daher 


I  c  J_  a'  (nach  §.  4,  la.) 
4.   Der  Zusammenhang  zwischen  paralleler  und  normaler  Lage 
wird  noch  durch  folgende  leicht  zu  erweisende  Sätze  ausgedrückt: 


a)  Wenn  eine  Gerade  und  eine 
Ebene  aufser  ihr  normal  zu  einer 
Geraden  sind,  so  sind  erstere 
paraUeh 

b)  Wenn  von  ztoei  Strahlen  der 
eine  parallel,  der  andere  normal  zu 
einer  Ebene  ist,  so  sind  sie  unter 
einander  normal. 


a')  Wenn  eine  Ebene  und  eine 
Gerade  aufser  ihr  normal  zu  einer 
Ebene  sind,  so  sind  erstere  pa- 
rallel. 

b')  Wenn  von  zum  Ebenen  die 
eine  parallel,  die  andere  normal  zu 
einer  Geraden  ist,  so  sind  sie  unter 
einander  normal. 


10 


§.6. 


Fig.  12. 


§.  6.  Normalprojektion  anf  einer  Ebene. 

1.  Fällt  man  von  einem  Punkte  A  aufserhalb  einer  Ebene  ^ 
die  Normale  zu  dieser,  so  nennt  man  den  Fufspunkt  F  dersel- 
ben  die   Normalprojektion   des   Punktes   auf  der  Ebene. 

a)  Die  Strecke  zwischen  eifiem  Punkte  und  seiner 
Normalprojektion  auf  einer  Ebene  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand ztvischen  dem  Punkt  und  den  Punkten  der  Ebene, 

Sie  heifst  kurz  der  Abstand  des  Punktes  von 
der  Ebene. 

Ist  nämlich  AF  Jl  ß  und  JSj  ein  weiterer  Punkt 
von  ß,  so  ist  ^  AFBi  =  R,  somit  Ali^  >  AF. 

b)  Die  Verbindungsstrecken  eines  Punktes  aufserhalb  einer  Ekite 
mit  Punkten  derselben^  welche  gleichweit  von  der  Normalprojdäion  tk> 
ersteren  entfernt  sind,  sind  einander  gleich,  mid  ufngdcetirt. 

c)  Von  zwei  Verbindungsstrecken  eines  Pufüctes  aufserluM  einer 
Ebene  mit  zwei  Punkten  derselben  ist  di(jenige  die  gröfsere,  deren  End- 
punkt von  der  Normalprojektion  jenes  Punktes  weiter  entfernt  ist,  und 
umgekehrt 

Ist  nämlich  AF  ±  ß  und  in  ß  FB^  =  FB.^,  so  bleibt  bei  einer 
Drehung  von  AFB^  um  AF  die  Gerade  FB^  in  der  Ebene  «  (§.  4,  ib) 
und  kommt  nach  FB^,  so  dafs  dann  auch  AB^^  und  AB^  einander 
decken. 

Ist  dagegen  FB^  <FB^,  so  bildet  nach  dieser  Drehung  FB^ 
nur  einen  Teil  van  FB^  und  es  mufs  nach  I.  Teil  §.  30,  3  auch 
AB^<AB^  sein. 


Umgekehrt  folgt  aus  FB^  ^  FB^, 


dafs  AB^  ^  AB^  ist,  da 


jeder  dieser  drei  letzteren  Fälle  jeweils 
nur  mit  der  entsprechenden  ersteren  Be- 
dingung nach  den  oben  angeführten  Sätzen 
zusammenbestehen  kann. 

Zusatz.  Sind  a  und  b  zwei  wind- 
schiefe Gerade  und  legt  man  durch 
einen  Punkt  von  a  die  Gerade  a^  ||  b,  so 
ist  die  Ebene  aa^^  ||  &;  die  Normalebene 
V  durch  b  zu  dieser  Ebene  schneidet  a 
in  einem  Punkte  P,  dessen  Normale  PL 
zur  Geraden  b  den  kürzesten  Abstand  zwischen  den  Wind- 
schiefen a  und  b  gibt  {L^B^  >  Lj^Pt)* 

2.  Legt  man  durch  eine  Gerade  a,  welche  nicht  normal  zu  einer 
Ebene  ß  ist,  die  zu  ß  normale  Ebene  a,  so  nennt  man  die  SchniU- 
gerade  b  die  Normalprojektion  der  Geraden  a  auf  die  Ebene  ß- 


ilg.  15. 
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Der  Winkel    der  Geraden  a  mit  ihrer  Normalprojektion  b  wird   der 
Neigungswinkel  der  Geraden  und  Ebene  genannt. 

Trim  die  Gerade  AF  die  Ebene  ß  in  F 
und  ist  B  die  Normalprojektion  von  A^  FX 
eine  Gerade  in  ß,  wobei  FX  =  FB  sei,  so 
sind  in  den  Dreiecken  AFB  und  AFX 
zwei  Seitenpaare  übereinstimmend,  während 
die  dritten  Seiten  ungleich  AX>  AB]  daher 
ist  nach  I.  Teil  §.  35, 5b  <^  AFX>AFB,  d.  b. : 

a)  Der  Neigmigstcinhel  einer  Geradere  wui 
eitler  Ebene  ist  kleiner  als  der  WitJcel  der  Ge-  „.    , . 
radeti  mit  irgend  einer  Geraden*  der  Ebene, 

Wird  in  ß  noch  ^  BFY  =  XFB  und  FY  =^  FX  gemacht,  so 
folgt  aus  der  Symmetrie  der  in  ß  liegenden  Figur,  dafs  BX=BY 
und  somit  auch  (Ib)  AY ^=  AX,  woraus  dann  die  Kongruenz  der 
Dreiecke  AFX  und  AF Y  nnd  die  Gleichheit  der  ebensobezeichneten 
Winkel  folgt;  d.  h.: 

b)  Zwei  Gerade  einer  Ebene,  tvelehe  mit  dem  einest  Schenkel  des 
Neigungswinkels,  einer  Geraden  im  Sehnittpunkt  gegenwendig  gleidie  Winkel 
bilden,  schliefsen  auch  mit  dein  andern  Sclumkel  gleiclie   Winkel  ein. 

Für  den  Fall,  dafs  ^XFB^BFY^li,  also  XFY  eine 
Gerade,  folgt  hieraus,  dass  auch  -^  XFA  =  AFY  =>^  li*^  allgemein: 

c)  Die  Gerade,  welclie  im  Schnittpunkt  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  zu  dem  einen  Schenkel  des  Neigungsmnkels  desselben  normal  ist, 
ist  es  auch  zu  dem  andern  Schenkel, 

Auch  ein  dem  Satze  1  c  entsprechender  Satz  über  ungleiche 
Winkel  lafst  sich  hier  anschliefsen.' 

Zusatz,  a)  Dreht  sich  die  Gerade  FB  um  den  Punkt  F  in  der 
Ebene  ß,  so  nimmt  der  Winkel  dieser  Geraden  mit  AF  alle  Werte 
an,  die  zwischen  <^  AFB  und  (2R  — AFB)  liegen. 

b)  Ist  &  II  a  (Fig.  13)  und  durch  6  die  Ebene  v  J_  a  gelegt,  so 
ist  ai/  II  {»  und  den  Abstand  dieser  Parallelen  nennt  man  den  Abstand 
der  Geraden  und  der  Ebene. 

3.  Die  Normalprojektion  einer  Strecke  AB  auf  einer 
Ebene  ß  ist  die  Verbindungsstrecke  A^B^^  der  Normalprojektionen 
ihrer  Grenzpunkte.  Ist  a  der  Neigungswinkel  der  Geraden  und  Ebene, 
so  folgt  A^B^  =  AB  •  cos  a, 

a)  Die  Narmalprcjektion  einer  Strecke  auf  einer  Ebene  ist  gleich 
dem  Produkt  der  Strecke  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels. 

Die  Projektion  einer  Strecke  ist  somit  um  so  kleiner,  je  gröfser 
der  Neigungswinkel;  sie  schrumpft  zu  einem  Punkt  zusammen,  wenn 
die  Strecke  zur  Ebene  normal  wird;  sie  ist  der  Strecke  selbst  gleich, 
wenn  diese  der  Ebene  parallel  ist. 
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Unter  der  Normalprojektion  einer  begrenzten  Fläche  auf 
eine  Ebene  versteht  man  die  Fläche,  welche  von  den  Projektionen 
der  Grenzlinien  begrenzt  ist.    (Fig.  15.) 

Ist  von  einem  Dreieck  in  der  Ebene  cc  eine  Seite  a  parallel  dem 
Schnitt  aß  zwischen  der  Ebene  a  und  ß,  so  ist  die  Hohe  h  zu  dieser 
Seite  des  Dreiecks  parallel  dem  in  a  liegenden  Schenkel  des  Ebenen- 
winkels   aß]    daher   ist  der  Neigungswinkel  ^^ 
zwischen  der  Höhe  h  und  der  Ebene  ß  gleich          lu^^'v^ 
dem  Ebenenwinkel  aß  und  die  Projektion  K          ;\V    ^^. 
der  Hohe  «=  A  .  cos  (aß);  der  Flächeninhalt      /ÄraV^^"^^^^^? 
der  Projektion  des  Dreiecks  ist  somit,  da  a    y^H^^2^^B^P#^/ 
auch  in  der  Projektion  ===  a  bleibt,^ cos (a/3).  ^^^^^^^Kflllf 

Für    die  Flächeninhalte   J  und   Ji    des   ur-  '«^--^"^'^ 

sprünglichen  Dreiecks  und  seiner  Projektion  ^^-  ^• 

gilt  daher  J^  =  J  -  cos  (aß).  Diese  Gleichung  läfst  sich  als  giltig 
für  jede  beliebig  begrenzte  Figur  nachweisen,  indem  man  eine 
solche  Fläche  stets  in  Dreiecke  zerlegen  kann,  deren  Grandseiten 
I  aß  liegen  und  deren  Höhen  unter  einander  parallel,  so  dafs 
dann  das  Verhältnis  der  Inhalte  dieser  Dreiecke  zu  denen  ihrer  Pro- 
jektionen gleich  cos  (aß)  ist.  Daraus  ergiebt  sich  (IL  Teil,  §.3,  2d): 
b)  Die  NormalprojekHon  einer  Fläche  ist  gleich  dem  Produkt  der 
Fläclw  mit  dem  Cosinus  des  Ebenenwinkels. 

§.  7.    Axiale  Flächen  oder  Rotationsflächen. 

'1.  Bei  einer  vollen  Umdrehung  einer  ebenen  Figur  um  eine 
Gerade  ihrer  Ebene  als  Axe  beschreibt  jede  Linie  eine  sogenannte 
Rotationsfläche.  Dieselbe  ist  axial,  da  jeder  Lage  der  Linie  eine 
zweite  Lage  nach  der  halben  Umdrehung  entspricht. 

Eine  zur  Axe  normale  Gerade  beschreibt  eine  Normalebene;  es 
kann  daher  auch  die  Ebene  eine  Rotationsfläche  genannt  werden. 

Zieht  man  von  irgend  einem  Punkt  der  sich  drehenden  ebenen 
Figur  die  Normalstrecke  zur  Axe,  so  bleibt  diese  Strecke  in  der 
Normalebene,  woraus  folgt: 

Eine  Eotationsflädie  wird  von  jeder  Normalebene  «wr  Axe  in  einer 
Kreislinie  geschnitten,  deren  Mittelpunkt  in  der  Axe  liegt, 

A.  Rotationskegelfläche. 
2,  Eine  Gerade,  welche  die  Axe  schneidet,  beschreibt  bei  der 
Rotation  um  die  Axe  eine  Rotations-Eegelfläche.  Der  Entstehung 
der  Ebene  entsprechend,  wie  sie  im  I.  Teil  §.  4,  i  gegeben  wurde, 
kann  man  diese  Eegelfläche  entstanden  denken,  indem  eine  Gerade 
(Erzeugende)  in  einem  Punkt  fest  bleibt  und  dabei  auf  einem  Kreis 
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(der  sog.  Leitlinie)  hingleitet^  welcher  um  die  Normalprojektion  des 
Punktes  auf  einer  Ebene  beschrieben  ist  Der  Axenpunkt,  d.  i.  der 
feste  Punkt  heifst  die  Spitze  oder  der  Mittelpunkt  der  Eegelfläche; 
jede  Gerade  durch  sie  längs  der  Eegelfläche  heifst  Seitengerade. 
Beiderseits  der  Spitze  liegen  zwei  kongruente  Teile  der  Fläche  (letz- 
tere wird  deshalb  häufig  Doppelkegel  genannt).  Aus  der  Ent- 
stehung folgt: 

a)  Aüe  Seitengeraden  einer  Botaäonskegelfläche  bilden  mit  der  Axe 
gleiche  Winkel. 

Eine  Gerade  durch  die  Spitze^  welche  einen  kleineren  Winkel  mit 
der  Axe  bildet^  liegt  innerhalb  des  von  der  Fläche  eingeschlossenen 
Raumes,  eine  mit  grofserem  Winkel  aufserhalb. 

Von  den  Ebenen  durch  die  Spitze  wird  diejenige,  welche  zugleich 
durch  die  Axe  geht,  Axenschnitt  genannt  Dieselbe  schneidet  die 
Kegelfläche  in  2  einander  gegenüberliegenden  Seitengeraden, 
deren  Winkel  als  Winkel  des  Axenschnittes  bezeichnet  wird. 

Eine  Ebene  durch  die  Spitze,  deren  Winkel  mit  der  Axe  gröfser  ist, 
als  der  zwischen  der  Axe  und  der  Seitengeraden,  trifft;  die  Eegelfläche  nur 
in  der  Spitze  (Fig.  16a).    Dagegen  gilt  für  die  Ebene  XSY  {Fig.  16b): 

b)  Eine  Ebene  durch  die  Sfüze^  deren  Winkel  mit  der  Axe  Meiner  ist, 
als  der  der  Seitengeraden,  schneidet  die  Kegelfläche  in  zwei  Seitengeraden. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Axe  und  Ebene  gleich  dem  Winkel 
der  Eegelfläche  (Ebene  SL  in  Fig.  16c),  90  hat  die  Ebene  mit  der 
Eegelfläche  nur  die  Projektion  der  Axe  auf  die  Ebene  gemeinsam; 
die  beiden  Schnittgeraden  sind  in  diesem  Falle  in  Eine  zusammen- 
gerückt. 

c)  Eine  Ebene  dwrch  die  Spitze  einer  Botationskegel fläche,  welche 
mit  der  Axe  denselben  Winkel  bildet  wie  die  Seitengerade,  berülvrt  die 
Kegelfläche  längs  einer  Seitengeraden. 

Die  Ebene  heifst  Berührungs-  oder  Tangentialebene  der 
Eegelfläche.  Alle  Geraden  dieser  Ebene,  welche  die  genannte  Seiten- 
gerade schneiden,  berühren  die  Eegelfläche  in  diesem  Schnittpunkt. 

Jede,  nicht  durch  die  Spitze  gelegte  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche 
in  einer  krummen  Linie,  welche  man  Kegelschnitt  nemit  und  zwar 
kami  man  3  Arten  derselben  unterscheiden:  l)  Die  Ebene  trifft  alle 
Seitengeraden  einerseits  der  Spitze;  dann  heifst  der  Kegelschnitt  Ellipse 
(Fig.  16  a).  Der  zur  Axe  normale  Kreisschnitt  ist  ein  besonderer  Fall 
hiervon.  2)  Die  Ebene  ist  parallel  einer  Seitengeraden  (Fig.  16c);  alle 
andern  Seitengeraden  werden  also  von  der  Ebene  getroffen;  man  sagt 
dann  yon  dem  Kegelschnitt,  er  habe  einen  unendlich  fernen  Punkt;  er 
heifst  Parabel.  3)  Die  Ebene  ist  parallel  zu  zwei  Seitengeraden  (Fig. 
16b);  sie  trifft  hierbei  die  beiden  Teile  der  Kegelfläche,  indem  jede  Seiten- 
gerade aufser  den  beiden  genannten  entweder  einerseits  oder  andrerseits 
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Fig.    16». 


Fig.  16  b. 


Fig.  16  c. 


der  Spitze  getroffen  werden;  man  sagt  von  dieser  Kurve,  sie  habe  zwei 
unendlich  ferne  Punkte  nach  der  im  I.  Teil  §.  3,  4  gegebenen  Auffassung 
zweier  parallelen  Geraden;  sie  heifst  Hyperbel. 

In  diesen  3  Fällen  ist  der  Winkel  der  Schnittebene  und  Axe  der 
Reihe  nach  gröfser,  gleich,  kleiner,  als  der  Winkel  zwischen  der  Seiko 
geraden  und  Axe. 

Die  durch  die  Spitze  gelegte  Normalebene  zur  Kegelschnittebene  be- 
stimmt in  dieser  die  sogen.  Hauptaxe  BB^  des  Kegelschnitts. 

Ziehen  wir  durch  2  Punkte  P  und  Pj  des  Kegelschnittes  die  Kor- 
malen PO,  PiOi  zur  Hauptaxe  BB^^  so  lassen  sich  durch  diese  Normale 
noch  Ebenen  normal  zur  Kegelaxe  legen.  Diese  Ebenen  schneiden  den 
Kegel  in  Kreisen,  in  welchen  die  der  Axenebene  SBB^  angehßrigen 
Durchmesser  LN  und  LiN^  ebenfalls  normal  zu  PO  und  PiO^  sind.  E< 
folgt  hieraus,  dafs 


PO* 


LOON 


P,0,''        L^(\'O^N, 


B\0      BO 
B,  Oj     0,B 


j»0^  BO 

bezw.  in  der  Parabel —  = ,  da  hier  LO  =  L^O,. 

P,0,^        BO,'  *    ' 

d)  In  einen'  Ellipse  oder  Hyperbel  verlialten  sich  die  Quadrate  strm 
Ordinalen  der  Hauptaxe ,  wie  die  Produkte  der  sugehörigen  Abschmtie  der 
letzteren^  in  einer  Parabel  wie  die  zugehörigen  Abschnitte  der  Axe. 

Legen  wir  im  Fall  des  Hjrperbelschnittes  durch  die  Spitze  S  eine 
Ebene  XSY  (Fig.  16  b)  parallel  der  Schnittebene  und  in  den  Seiten- 
geraden SX  und  SY^  in  welchen  der  Kegel  von  dieser  Ebene  geschnitii'n 
wird,  die  Tangentialebenen  an  die  Kegelfläche,  so  schneiden  diese  die  Hyperbel- 
ebene in  2  Geraden  MX^  ||  .S'X  und  üf  T,  ||  SY,    Wo  nun  auch  der  Punkt 
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Pj  auf  der  Hyperbel  angenommen  wird,  so  trifft  die  Ordinate  O^P^  die 
Gerade  O^X,  in  einem  Punkt  Xj,  von  welchem  die  Strecke  XjX  nach 
dem  Berührungspunkt  X  des  zugehörigen  Kegelkreises  stets  dieselbe  Gröfse 
hat,  da  diese  Strecken  stets  Parallelstrecken  zwischen  Parallelen  sind. 
Schneidet   die    Gerade    O^P^    den    Kegelkreis    noch    in   Pg,    so  ist  X^X^ 

XX,^ 
X7P, 


=  X^P^  '  Xj^P^    eine    konstante    Gröfse;    es    mufs    daher    X^P^  = 


Dieselbe  entsteht 


um  so  kleiner  werden,  je  weiter  der  Punkt  Pj  von  der  Spitze  S  oder  dem 
Punkte  M  hinausrückt,  da  der  Nenner  dieses  Bruches  dann  stets  gröfser 
wird;  dasselbe  gilt  für  TiP^  Die  Hyperbel  nähert  sich  daher  mehr  und 
mehr  den  Geraden  JtfXj  und  MY^^  ohne  sie  je  zu  erreichen.  Man  nennt 
diese  Geraden  die  Asymptoten  der  Hyperbel;  sie  sind  als  die  Tan- 
genten in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hyperbel  aufzufassen. 
DaTs  die  Asymptoten  durch  den  Mittelpunkt  der  Hauptaxe  gehen,  ergiebt 
sich  daraus,  dafs  zu  SL^  und  SN^  der  Strahl  nach  dem  Schnittpunkt  der 
Tangenten  XX^,  YY^  und  der  Strahl  parallel  BB^  harmonisch  zugeordnet  sind. 

B.  Rotationscylinderfräche. 

3,  Eine  zur  Axe  parallele  Gerade  beschreibt  bei  der  vollen  Um- 
drehung eine  Uotationscylinderfläche  (Fig.  17). 
auch,  indem  eine  Gerade  (Erzeugende)  nor- 
mal zu  einer  Kreisfläche  an  der  Peripherie 
des  Kreises  hingleitet.  Die  Cylinder- 
fläche  unterscheidet  sich  unmerklich 
von  einer  Kegelfläche,  deren  Spitze  in 
unmefsbar  gröfse  Entfernung  hinaus- 
gerückt ist.     Es  ergiebt  sich  leicht: 

a)  Alk  Seitengeraden  der  Rotations- 
ofUnderfUiche  sind  parallel  und  haben  von 
der  Axe  den  gleichen  Abstand. 

Man  nennt  diesen  Abstand  den  Radius  der  Rotationscy linderfläche. 
Eine  parallele  Gerade  in  geringerem  Abstand  liegt  innerhalb  der 
Cy linderfläche,  eine  weiter  entfernte  aufserhalb.     Daher  folgt: 

b)  Eine  JEhene  parallel  der  Axe,  dere%  Abstand  von  dieser  kleiner 
ist  als  der  der  Seitengeraden,  schneidet  die  RotationscylinderfläcJie  in  2 
Seitengeraden. 

Denn  die  durch  einen  Schnittpunkt  parallel  zur  Axe  gezogene  Gerade 
mufs  sowohl  der  Ebene,  als  der  Cylinderfläche  angehören.  Ebenso  folgt: 

c)  Eine  Ebene  parallel  der  Axe,  deren  Abstand  von  der  Axe  gleich 
dem  der  Seitengeraden  der  Rotationscylinderfläche,  berührt  letztere  in  der 
Projektion  der  Axe  auf  der  Ebene, 

Alle  nicht  parallel  der  Axe  gelegten  Ebenen  treffen  die  Seiten- 
geraden  der   Cylinderflfiohe   je   in   einem   Punkt.     Die   Schnittkurve   wii-d 


Fig.  17. 


16  '  •  S.7. 

Ellipse  genannt  gemäfs  der  oben  angegebenen  Übereinstimmung  zwischen 
Cjlinder-  imd  Kegelflfiche. 

C.  Kugel. 

4.  Eine  Kreislinie  beschreibt  schon  bei  einer  halben  Umdrehung 
um  eine  durch  das  Centrum  gelegte  Gerade  als  Axe  eine  Rotations- 
fläche, welche  Kugelfläche  genannt  wird  (Fig.  18). 

Da  der  Abstand  der  Punkte  der  Kreislinie  bei  der  Rotation 
sich  nicht  ändert,  so  folgt: 

a)  Alle  Punkte  der  Kugelfläche  haben  den  gleichen  Abstand  vom 
Mittelpunkt. 

Diese  Strecke  heifst  Kugelradius  oder  Halbmesser  der  Kugel. 
Zwei  gegen  gerichtete  Kugelradien  vereint  bilden  einen  Durch- 
messer der  Kugel;  die  beiden  Grenzpunkte  eines  solchen  heifsen 
diametral. 

Jeder  Punkt;  welcher  dem  Mittelpunkt  näher  liegt,  als  ein  Kugel- 
punkt, liegt  innerhalb  der  Kugelfläche,  jeder  weiter  entfernte  anfser- 
halb  derselben. 

b)    Alle   Ebenen    durch    den    Kugelmittelpunkt       y^'^'^-'^^^^E^:^ 

schneiden  die  Kugel  in  Kreisen,  deren  Badius  gleich     r^ ^iS^r\ 

dem  Kugelradius  ist  1        ,^   '     /\ 

Denn  alle  Punkte  der  Schnittlinie  sind  vom  I  /iy^  y^  ) 
Mittelpunkt  der  Kugel  um  den  Kugelradius  ent-  \L;^^^^^.'^^  j 
fernt.  N.  / 

Man  kann  nun  jeden  solchen  Schnittkreis  als  ^"wT"! 

erzeugenden  Kreis   der  Kugel  und   einen  Durch- 
messer desselben  als  Axe  betrachten;  jede  Ebene  normal  durch  einen 
Durchmesser  mufs  daher  (1)  als  Schnittlinie  einen  Kreis  ergeben, d.h.: 

c)  Jede  durch  eine  Kugel  gelegte  Ebene  schneidet  diese  in  eifiem  KreiSj 
dessen  Mittdjmnkt  die  Normcdprojektion  des  Kugelmittelpunktes  auf  der 
Schnittebene  ist 

Man  nennt  die  Grenzpunkte  des  Durchmessers,  welcher  die  Axe 
bildet,  Pole,  jede  Lage  des  erzeugenden  Halbkreises  Meridian  und 
die  Schnittkreise  der  zur  Axe  normalen  Ebenen  Parallelkreise, 
insbesondere  den  durch  den  Kugelmittelpunkt  gelegten  den  Äquator. 
Derselbe  halbiert  alle  Meridiane;  überhaupt  sind  alle  Meridianbogen 
zwischen  2  Parallelkreisen  einander  gleich.  Für  die  Parallelkreise  er- 
giebt  sich: 

d)  Je  gröfser  der  Abstand  einer  Ebene  vom  Mittelpunkt  ist,  desio 
kleiner  ist  der  Badius  des  Schnittkreises. 

Ist  nämlich  (Fig.  18)  r  der  Kugelradius,  q  der  Radius  des  Scknitt- 
kreises,  und  a  der  Abstand  der  Schnittebene  vom  Kugelmittelpunki^soist 
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Q  =s  "j/r*  —  a^.  Ist  a  =  0,  so  erlangt  q  =  r  seinen  gröfst^n  Wert. 
Man  nennt  daher  die  Schnittkreise  der  Ebenen  des  Kugelmittelpunkts 
gröfste  Kreise  oder  Hauptkreise  der  Kugel.  Der  Schnittkreis 
schrumpft  zu  einem  Punkt  zusammen,  wenn  a  =  r  wird,  m.  a.  W.: 

e)  Eine  m  einem  Badius  in  dessen  Endpunkt  errichtete  Nomial- 
ebene  berührt  die  Kugel  in  diesem  Punkt, 

Eine  durch  den  Berührungspunkt  gehende  Gerade  dieser  Be- 
rührungsebene oder  Tangentialebene  heifst  Berührungsgerade 
oder  Tangente  der  Kugel.  Legt  man  durch  eine 
solche  Tangente  eine  Ebene ,  so  berührt  die  Tangente 
auch  deren  Schnittkreis  und  umgekehrt  ist  eine  Tan- 
gente eines  Schnittkreises  auch  Tangente  an  der  Kugel. 
Man  erhält  eine  Tangentialebene  auch  mittels  zweier 
Tangenten  eines  Punktes  der  Kugel. 

5«  Wenn  ein  Kreis  und  eine  Tangente  desselben  um 
einen  Durchmesser  rotiert,  so  beschreibt  der  Kreis  eine.  ***  ^^' 
Kugel-,  die  Tangente  eine  Kegelfläche,  deren  Spitze  in  dem  Schnittpunkt 
der  Tangente  mit  der  Verlängerung  des  Durchmessers  liegt  und  deren 
Seitengeraden  die  Kugelfläche  berühren,  so  dafs  die  Kegelfläche  mit  der 
Kugelfläche  nur  den  vom  Berührungspunkt  beschriebenen  Kreis  ge- 
meinsam hat.  Man  erhält  so  eine  die  Kugel  berührende  Kegelfläche. 

Ist  eine  Kugel  und  ein  Punkt  S  aufser  ihr  gegeben,  so  läfst 
sich  durch  den  Punkt  immer  eine  Tangente  ziehen  und  durch 
Rotation  um  die  Centrale  des  Punktes  erhält 
man  die  Gesamtheit  aller  Tangenten  von 
dem  Punkt  an  die  Kugel,  d.  h.: 

a)  Alle  Tangenten  von  einem  Punkt  an 
eine  Kugel  bilden  eine  Botationske^elfläche, 
trelche  jenen  Punkt  als  Spitze  Juit  und  die  Kugel  ^^^'  ^' 

in    einer    Kreislinie    berührt,    deren    Ebene    normal    zur  Centrale    des 
Punktes  ist. 

Daraus  folgt  weiter: 

b)  Alle  Tangentenstrecken  von  einem  Punkt  an  eine  Kugel  sind 
einander  gleich. 

Es  ei^ebt  sich  dies  auch  aus  dem  leicht  durch  Schnittkreise 
nachweisbaren  Satz  (II.  Teil,  §  9,  4b): 

c)  Für  jede  Sehne  auf  einem  Strahl  eines  Strahlenbündels  in  der 
Kugd  ist  das  Prodtdct  der  vom  Scheitel  gd>ildeten  Abschnitte  das  gleiclie  und 
zwoTy  wenn  der  Punkt  innerhalb  liegt,  gleidi  dem  Quadrat  des  Badius 
des  zum  Durchmesser  des  Punktes  normal  gelegten  Schnittkreises,  dagegen 
wenn  der  Punkt  aufserhalb  liegt,  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  Tan- 
gente des  Punktes  an  die  Kugel, 

Dies  Produkt  heifst  Potenz  des  Punktes  in  Bf^zug  auf  die  Kugel. 

Lelirbneh  der  Elementar-Geometrie  III.  2 
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6.  Wenn  eine  Ereistangente  demjenigen  Durchmesser  parallel 
isty  um  welchen  die  Rotation  des  Kreises  und  der  Tangente  statt- 
findet, so  beschreibt  letztere  eine  die  Kugel  iu  einem 
Hauptkreis  berührende  Cy linderfläche. 

Alk  parallelen  Tangenten  einer  Kugel  bilden  eine^  _ 
Rotntionscylinderflächey  deren  Axe  der  m  den  Tangenten  - 
parallele  Durchmesser  ist  und  weMw    die  Kugel  in  Fi«,  kl- 

einem gröfsten,  zur  Tangente  normal  liegenden  Kreise  berührt. 

?•  Wenn  zwei  Kreise  um  ihre  gemeinsame  Centrale  rotieren,  so 
entstehen  zwei  Kugeln  und  für  diese  ergiebt  sich  aus  I.  Tl.  §.  25: 

a)  Zwei  Kugeln  schneiden  einander  in  einem  zur  gemeinsamen  ftw- 
trale  normalen  Schnittkreis,  wenn  ihr  Centralabstand  kleiner  als  die 
Summe  mul  gröfser  als  die  Differenz  ihrer  Badien  ist. 

b)  Zwei  Kugeln  berühren  einander  in  einem  Punkt  ihrer  getnetn- 
samen  Centrale,  wenn  ihr  Centralabstand  gleich  der  Sunifne  der  Radien 
(l)ei  amschlief^ender  Berührung)  oder  gleich  deren  Differenz  (bei  ein- 
Schliefsender  Berührung). 

8.  In  eine  Rotationskegelfläche  (oder  Rotation scylinderfläche)  lassen 
sich,  wie  aus  5  und  6  folgt,  unbegrenzt  viele  berührende  Kugeln  l^en. 
deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen.  Soll  aber  auch  noch  irgend  eine 
nicht  durch  die  Spitze  der  Kegelfläche  gehende  Ebene  von  der  Kugel  in 
einem  Pimkte  berührt  werden,  so  erfüllen  nur  2  Kugeln  die  gestellten  Be- 
dingungen. Diese  Kugeln  werden  nämlich  erhalten,  indem  man  die  beiden 
Kreise  konstruiert,  welche  in  der  zur  gegebenen  Ebene  normalen  Axen- 
ebene  die  Seitengeraden  der  Rotationsfläche  xmd  die  Schnittgerade  der  ge- 
gebenen Ebene  berühren,  und  dann  diese  Kreise  rotieren  läfst.  Der  Berührungs- 
punkt zwischen  dem  Kreis  und  dieser  Schnittgeraden  ist  dann  auch  Be- 
rührungspunkt zwischen  der  Kugel  und  der  Ebene,  da  alle  andern  Ponku- 
der  Ebene  weiter  als  er  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  entfernt  sind. 

Dieser  Berührungspunkt  F  wird  der  Brennpunkt  des  Kegelschnitte 
der  Ebene  genannt.  Der  Abstand  eines  Punktes  P  des  Kegelschnitts  von 
einem  Brennpunkt,  der  Fahr  strahl  FP  des  Punktes  P,  ist  gleich  der 
Strecke  PA  der  Seitengeraden  der  Kegelfläche  von  demselben  Punkt  bis 
zu  ihrem  Beilihrungspunkt  A  auf  der  Kugel  (5  b).  Bei  der  Ellipse  ist 
daher  die  Summe  der  beiden  Strecken  von  dem  Punkt  P  nach  den  beiden 
Brennpunkten  J^und  JP^,  also  PF  +  PjPj  =  ^  JLj,  d.  i.  gleich  der  Seiten- 
strecke von  dem  Berührungspunkt  der  einen  Kugel  bis  zu  dem  der  andern. 
Diese  ist  aber  nach  I.  Teil  §.37,  Zus.  3  gleich  der  durch  die  Brenn- 
punkte gehenden  Sehne  BB^j  d.  h.  gleich  der  Hauptaxe  der  EUipse. 

Bei  der  Hyperbel  liegen  die  berührenden  Kugeln  beiderseit«  der 
Spitze,  so  dafs  hier  die  Differenz  der  beiden  Fahrstrahlen  eines  Punktes 
PF  —  PF^  gleich  der  Seitenstrecke  AA^^  zwischen  beiden  Berührungs- 
kreisen der  Kugeln  und  der  Kegelfläche  ist. 
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In  der  Ellipse  ist  die  Surnme^  in  der  Hierbei  die  Differenz  der  Fahr- 
strahlen  von  den  Brennpunkten  nach  einem  Fu/M  des  Kegelschnitts  konstant, 
nämlich  gleich  der  Hauptaxe  desselben» 

Dafs  beide  Brennpunkte  von  den  sogen.  Scheiteln  B  und  jj?j,  den 
Grenzpunkten  der  Hauptaxe,  gleich  weit  entfernt  sind,  folgt  aus  Teil  I,. 
§.  37,  Zus.  2. 

Sind  von  einem  Kegelschnitt  die  Hauptaxe  und  die  Brennpunkte  ge- 
geben,   so   können  hiemach   leicht  Punkte   desselben   konstruiert  werden. 


Fig.  88  a. 


Fig.  88  b. 


Fig.  88  c. 


Ist  2  a  die  L&nge  der  Hauptaxe,  so  giebt  es  zu  den  Fahrstrahlstrecken  f 
und  (2  a  +  /)  stets  4  Punkte,  welche  paarweise  symmetrisch  zu  der  Haupt- 
axe und  zu  der  Mittelnormale  derselben  liegen  (vgl.  I.  Teil,  §.  12,  e)  und 
somit  diametral  (I.  Teil  §.  42,  4)  zu  der  Mitte  der  Hauptaxe,  dem  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts. 

Gärtnerkonstruktion  einer  Ellipse  mittels  einer  Schnur,  deren  Enden 
in  2  Pf&hlen  befestigt  sind^  während  der  die  Kurve  beschreibende  Stift 
sie  gespannt  erhält. 

9.  Zu  der  Axenebene  durch  den  Brennpunkt  jP  ist  die  Ebene  des 
Kegelschnitts  normal  und  ebenso  die  Ebene  des  Berührungskreises  zwischen 
Kugel-  und  Kegelfläche;  daher  ist  die  Schnittgerade  KL  beider  normalen 
Ebenen  auch  auf  der  Axenebene  normal.  Diese  Schnittgerade  wird 
Leitgerade  (Directrix)  des  Kegelschnitts  genannt;  zu  jedem  Brennpunkt 
gehört  eine  Leitgerade. 

Die  vom  Brennpunkt  F  zu  seiner  Leitgeraden  normal  gezogene  Gerade 
sei  FZ;  die  Parallele  zu  FK  durch  die  Spitze  iS^  der  Kegelfläche  treffe  die  Ebene 
des  Berilhrnngskreises  in  V.     Zieht  man  noch  die  Noimale  PL  von  einem 

2* 
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Punkt  P  des  Kegelschnitts  zu  der  Leitgeraden,  so  ist  PX  ||  FK  \SY^  daher 
FA'.PL^SAiSV  oder 

Nun  ist  das  Verhältnis  SA;  SV  konstant,  wo  auch  der  Punkt? 
liegt  (5  b),  und  zwar  ist  bei  der  Ellipse  SA  <  57,  indem  V  autserhalb 
der  Fläche  des  Bertihrungskreises  liegt,  bei  der  Hyperbel  SA^SY,  da 
V  innerhalb  der  Kreisfläche  liegt,  bei  der  Parabel  SA  =  SV,  da  5F 
eine  Seitengerade  des  Kegels  ist.  In  den  ersten  beiden  Fällen  ist  das 
Verhältnis  SA  :  jS  7  für  beide  Brennpunkte  und  Leitgeraden  das  gleiche, 
da  SA  :  iS'7  =  SA'  :  SV\  wenn  57  die  Ebene  des  zweiten  Berfikrungs- 
kreises  in  7'  trifft.  Es  sind  deshalb  auch  beide  Leitgeraden  von  den 
benachbarten  Scheiteln  gleichweit  entfernt.  Ist  c  der  Abstand  des  Brenn- 
punktes vom  Mittelpunkt  der  Kugel,  die  lineare  Ezcentricität,  und  a 
die  halbe  Uauptaxe,  so  folgt  ftLr  die  Scheitel  B  und  B^  das  Verhältnk 
FE        FB'        2c-h  BF  .  ,  -  .^     FB        c 

BK-^KW-  2i^B-K^  ^^"'^^  «^^^  ''«^^^*=  55  =  ä  =  '' 

welches  Verhältnis  mit  dem  Namen  Exoentricität  bezeichnet  wird,     t 

In  jedem  Kegelschnitt  ist  das  Verhältnis  der  Abstände  eines  Punkifs 
von  dem  Brennpunkt  und  dessen  Leitgeraden  konstant,  nänUich  gUick  der 
Excentricität  e  des  Kegelschnitts.  Es  ist  e<l  in  der  Ellipse,  e>l  inder 
Hyperbel,  c  =  1  in  der  Parabel. 

Wenn  von  einer  Parabel  der  Brennpunkt  und  die  Leitgerade  gegeben 
srud,  so  können  hiemach  leicht  Punkte  der  Kurve  erhalten  werden.  Bei 
der  Ellipse  und  Hyperbel  mufs  noch  aufserdem  die  Excentricität  ge- 
geben sein. 

10.  Nach  2d  lassen  sich  ftlr  die  Kegelschnitte  die  in  §.  43,  2ff.  an- 
gegebenen Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Hanptaxe  als  Z-Axe  und  das 
Centrum  als  Koordinatenanfang  ableiten,  aus  welchen  dann  die  sog.  ana- 
lytische Geometrie  alle  Eigenschaften  dieser  Kurven  entwickelt  Darcb 
die  Sätze  in  8  und  9  werden  die  Kegelschnitte  als  geometrische  örter 
dargestellt,  welche  die  Arten  der  Kurven  vollständig  bestimmen  und  eben- 
falls zur  Ableitung  aller  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  benutzt  werden 
können.  .  Z.  B.  lassen  sich  aus  diesen  Sätzen  die  eben  genannten  Glei- 
chungen auch  mit  Hülfe  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  ableiten.  Wir 
wollen  hier  nur  noch  die  Konstruktion  der  Tangente  bestimmen. 

Halbiert  man  in  der  Hyperbel  den  Winkel  der  beiden  Fahistiuhlen 
eines  Punktes  P,  in  der  Ellipse  deren  Nebenwinkel,  in  der  Parabel  den 
Winkel  des  Fahrstrahls  mit  der  Normalen  zur  Leitgeraden  und  bestinunt 
man  zu  dieser  Winkelhalbierenden  als  Axe  den  Punkt  F2  symmetriseh 
mit  F,  so  ist  für  irgend  einen  andern  Punkt  L  der  Axe  XF,  =  Lf'^ 
während  in  der  Hyperbel  und  Ellipse  F^F^  gleich  der  Hanptaxe  3a  and 
LF^  —  LF^<F^F^  bezw.  LF^  +  LF^  >  F^F^;  in  der  Parabel  li^  F. 
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aiif  der  Leitgeraden  und  es  ist  LF^^  LM^  wenn  M  der  Pufspunkt  der 
Normalen  von  L  znr  Leitgeraden  ist.  Daraus  folgt,  dafs  der  Punkt  L 
nicht  dem  Kegelschnitt  angehören  kann,  da  dies  dem  Satze  8,  bezw.  9 
widersprechen  würde.     Die   Winkelhalbierende  hat  also   mit  dem   Kegel- 


Fig.  SSa. 


Big.  88  b. 


Fig.  S3o. 


schnitt  nur  den  Punkt  P  gemeinsam;  sie  ist  Tangente  an  ihn.  Wenn 
wir  in  der  Parabel  auch  die  Normale  zur  Leitgeraden  Fahrstrahl  nennen, 
so  gilt  für  alle  Kegelschnitte  der  Satz: 

Die  Fahrstrahlen  eines  Punktes  in  einem  Kegelschnitt  bilden  mit  dessen 
Tangente  gleiche  Winkel, 

Hiemach  kann  die  Tangente  eines  Kuryenpunktes  leicht  erhalten 
werden,  wenn  die  Brennpunkte,  bezw.  Leitgeraden,  gegeben  sind.  —  Ist 
von  einem  Punkt  L  die  Tangente  zu  ziehen,  so  erhält  man  zunächst  den 
Punkt  F^  durch  die  Kreisbögen  aus  L  mit  dem  Radius  LF  und  aus  F^ 
mit  dem  Radius  2a  (bezw.  mittels  der  Leitgeraden  bei  der  Parabel);  es 
ergeben  sich  so  zwei  Tangenten  durch  X.  —  Ist  eine  Tangente  parallel 
zu  einer  Geraden  zu  konstruieren,  so  tritt  an  die  Stelle  des  ersten  Kreis- 
bogens die  Normale  von  F  zu  der  Geraden. 

Anmerkung.  Die  von  einem  Brennpunkt  ausgehenden  Strahlen 
des  Schalles,  des  Lichtes  oder  der  Wärme  werden  an  der  Parabel 
parallel  der  Axe  reflektiert,  an  der  Ellipse  nach  dem  andern  Brenn- 
punkt, an  der  Hyperbel  sO;  als  kämen  sie  von  dem  andern  Brennpunkt. 


Drittes  Kapitel. 

Bynunetrie  in  Besng  auf  eine  Ebene  und  einen  Funkt. 
Dreikant  und  sphärisches  Dreieck. 

§.  8.  Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Ebene. 

1.  Der  Symmetrie  der  Gebilde  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine 
ihrer  Geraden  als  Axe  entspricht  die  Symmetrie  der  Gebilde  des  all- 
seitig ausgedehnten  Raumes  in  Bezug  auf  eine  Ebene  als  Symmetrie- 
Ebene  (S.-E.).     Wie   in  ersterem  Fall  die  Strecke  zweier  symme- 
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trischen  Punkte  durch  die  Axe  normal  halbiert  wird,  so  nennen  wir 
hier  Gebilde  symmetrisch  zu  einer  Ebene  (plansymmetrisch), 
in  welchen  einander  Punkte  entsprechen,  welche  je  auf  einer  Nor- 
malen der  S.-E.  in  gleichem  Abstand  von  derselben  liegen.  Zwei 
solche  Gebilde  vereinigen  sich  zu  einem  in  sich  symmetrischen 
Gebilde. 

Das   Spiegelbild  eines  Gegenstandes  erscheint  mit  diesem   symme- 
trisch zu  der  Spiegelebene  als  S,-E. 

Es  folgen  hiernach  Sätze,  welche  denen  des  3.  Kapitels  im  I.  Teil 
entsprechen. 

a)  Es  giebt  zu  einer  S.-E,  nur  einen  mit  einem  bestimmten  Punkt 
symmetrischen  Punkt.  Zu  jedem  Gebilde  ist  das  symmetrische  m  einft 
bestimmten  S.-E.  eindeutig  bestimmt 

b)  Jeder  Punkt  und  jede  Linie  der  S.-E.  entspricht  sidi  selbst  sym- 
metrisch. 

c)  Die  Gegenstrahlen  jeder  Normeden  der  S.-E.  sind  symmetrisd. 

d)  Die  Gegenebenen  jeder  Normalebene  der  S.-E.  sind  synifnetris^. 
Das    letztere    folgt   aus    dem    vorhergehenden,    da    alle  Geraden. 

welche  in  der  Schnittgeraden  zwischen  der  Normal-  und  Symmetrie- 
ebene  auf  letzerer  Ebene  normal  sind,  in  erstere  Ebene  fallen  (§.  4,  3  d). 

e)  Mit  dem  Schnittpunkt  zweier  Linien  ist  der  Schnittpunkt  der  sym- 
metrischen Linien  symtnetrisch,  mit  der  Schnittlinie  ztveier  Flächen  die 
Schnittlinie  der  symmetrischen  Flächen. 

2.  Zwei  einander  schneidende  Ge- 1      2\    Zwei    einander    schneidende 


Ebenen  sind  symmetrisch,  wenn  ihr 
Winkel  durch  die  S.-E.  halbiert  mrd^ 


rode  sind  symmetrisch,  wenn  ihr 
Winkel  durch  die  S.-E.  normal  hal- 
biert wird. 

Der  erstere  Satz  folgt  aus  Id  und  I.  Teil  §.  10,  3. 

Dafs  mit  einer  Ebene  a  ebenfalls  eine  Ebene  «^  symmetrisch  ist, 
folgt  daraus,  dafs  mit  einem  Punkt  und  einer  Geraden  eben  solche 
Gebilde  symmetrisch  sind  und  dafs  die  Ebene  als  geometrischer  Ort 
der  Geraden  aufzufassen  ist,  welche  durch  einen 
Punkt  geht  und  eine  feste  Gerade  schneidet  (I.  Teil 
§.  4,  i).  Wenn  die  Ebene  a  die  S.-E  6  in  einer  Ge- 
raden s  schneidet,  so  mufs  die  symmetrische  Ebene 
durch  dieselbe  Gerade  gehen,  da  diese  sich  selbst 
entspricht. 

Eine  Normalebene  v  zu  s  ergiebt  als  Schnitt- 
gerade  in  der  S.-E.  die  Gerade  n  und  in  den  symmetrischen  Ebenen 
die  symmetrischen  Geraden  a  und  a^  (1  d);  es  ist  somit  -^  ö»  == 
ntty^.  Da  die  Geraden  a,  n,  a^  normal  zu  s  sind,  so  bestimmen  sie 
die  Winkel  der  Ebenen  ^a6  ^=^  6a^. 

3.  Im  Anschlufs  an  L  Teil  §.  11,  l  folgt: 


Fv-M- 
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a)  Die  Verbindungsgeradm  zweier  \  a')  Die  Ebenen  durch  zwei  syni- 
sißumetrischen  Funkle  mit  einem  \  metrische  Gerade  und  einen  Scheitel- 
Punkt  der  S.'E.  sind  symmetrisch.  strcM  derselben   in  der  S.-E.  sind 

symmetrisch. 

Insbesondere  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dafs  die  Schnittgerade 
einer  Ebene  mit  der  S.-E.  in  unmefsbar  grofse  Entfernung  hinausrückt 
(L  Teil  §.  11,  5): 

b)  Mit  einer  zur  S.-E,  parallelen  Ebene  ist  eine  ebensolcJie  Ebene 
symmetrisch;  jeder  Punkt  der  S.-E,  hat  von  beiden  Ebenen  den  gleicJwn 
Abstand. 

Man  nennt  die  S.-E.  die  Mittelparallelebene  beider  parallelen 
Ebenen. 

4.  Gemäfs  §.  12,  2  des  I.  Teils  sind  Strecken,  welche  in  Bezug 
auf  eine  Ebene  symmetrisch  liegen,  einander  gleich,  da  dieselben  in 
einer  Normalebene  zur  S.-E.  symmetrisch  sind  zur  Schnittgeraden 
beider  Ebenen  als  Axe.  Aus  dieser  Gleichheit  symmetrischer  Strecken 
folgt  zunächst  die  Kongruenz  symmetrisch  entsprechender  Dreiecke 
(und  ebener  Figuren  überliaupt)  und  daraus  die  Gleichheit  der  Winkel 
irgend  zweier  symmetrischen  Geraden. 

a)  Eine  ebene  Figur  ist  kongruent  der  mit  ihr  in  Bezug  OMf  eine 
Ebene  symmetrischen, 

b)  Der  Winkel  zweier  Halbstrahlen  ist  gleich  dem  der  symmetrischen 
Halbstrahlen, 

Im  Anschlufs  hieran  ist  nun  noch  zu  erweisen: 
b')  Der  Winkel  zweier  Haibebenen  ist  gleich  dem  der  symmetrischen 
HaJMimen, 

Legen  wir  nämlich  zur  Bestimmung  der  Ebenenwinkel  aß  und 
a,ßi  durch  symmetrische  Punkte  P  und  P^  der  Schnittgeraden  je  eine 
Normalebene  v  und  v^  zu  diesen,  so 
sind  diese  Normalebenen  symmetrisch; 
denn  die  eine  v  ist  der  geometrische 
Ort  der  Geraden  durch  den  Punkt  P, 
welche  mit  der  einen  Schnittgeraden  aß 
einen  rechten  Winkel  bildet,  und  so- 
mit mufs  (nach  b)  die  ihr  symmetrische 
Ebene  dieselbe  Eigenschaft  für  den  an-  ^**  *^* 

dem  Punkt  P^  und  die  andere  Schnittgerade  «ift  haben.  Die  Schnitt- 
geraden dieser  Normalebenen  mit  den  betr.  Ebenen  av,  a^v^  und  ßv, 
ßiV^  sind  daher  ebenfalls  paarweise  symmetrisch  und  bilden  nach  b 
gleiche  Winkel  mit  einander.  Durch  diese  werden  aber  die  Ebenen- 
winkel gemessen. 
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§.  9.   Symmetrie  körperlicher  Ecke. 
Dreikant  nnd  sphärisches  Dreieck. 

A.  Das  in  sich  symmetrische  Dreikant  und  sphärische 

Dreieck. 
1.  Im  Anschlufs  an  das   axige  Dreieck  und  Dreiseit  der  Plani- 
metrie (I.  Teil  §.  11,  6  —  9)  betrachten  wir  folgende  räumliche  Gebilde: 


Dreikant  heifst  ein  Gebilde  aus 
3  Strahlen  eines  Punktes,  die  nicht 
in  einer  einzigen  Ebene  liegen  und 
durch  die  zwischen  ihnen  liegenden 
Ebenenteile  verbunden  sind. 


Dreiflach  heifst  ein  Gebilde  aus 
3  Ebenen  eines  Punktes,  die  nicht 
in  einer  einzigen  Geraden  einander 
schneiden  und  durch  ihre  Schnitt- 
geraden teilweise  begrenzt  sind. 


Der  Punkt   heifst  der  Scheitel,  die  Strahlen   (Schnittgeraden) 
heifsen  Kanten,  die  Ebenenteile  zwischen  denselben  Seiten.    Jeder 


Fig.  26.  Fig.  27. 

Kante  liegt  eine  Seite  gegenüber.  Wir  unterscheiden  3  Kanten  winkel 
(oder  Seiten)  und  3  Ebenenwinkel,  die  ebenfalls  je  paarweise  einander 
gegenüberliegen. 

2.  Die  Beziehungen  dieser  Gebilde  zu  dem  Dreieck  oder  Dreiseit 
treten  noch  deutlicher  hervor,  wenn  wir  um  den  Scheitel  S  des  Drei- 
kants oder  Dreiflachs  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  legen.  Die  Ober- 
fläche derselben  wird  durch  die  3  Kanten  in  3  Punkten  A,  JB,  C,  durch 
die  3  Ebenen  in  3  gröfsten  Kreisen  geschnitten,  deren  Bogen  AB 
oder  c,  BC  oder  a,  CA  oder  b  ein  sog.'  sphärisches  Dreieck  oder 
Dreiseit  bestimmen.  Diese  Bögen  messen  die  Kanten  winkel  ÄSB, 
BSC,  CSAj  während  die  Winkel  a,  ß,  y  der  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten -4,  J5,  C  der  Kreisbögen  zugleich  die  Ebenenwinkel  an  den 
Kanten  SA,  SB,  SC  messen.  Die  Kreisbögen  heifsen  die  Seiten,  die 
Winkel  «,  jJ,  y  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks. 

Die  Ausdrücke  gleichschenkelig  und  gleichgeneigt  lassen 
sich  vom  ebenen  Dreieck  sofort  auf  das  sphärische  übertragen. 

3.  Zwei  symmetrische  Gerade'  3'.  Zwei  symmetrische  Ebenen 
bilden  mit  irgend  einem  Strahl  |  bilden  mit  irgend  einer  Normal- 
ihres  Scheitels  in  der  S.-E.  ein  in  j  ebene  der  S.-E.  ein  in  sich  sym- 
sich  symmetrisches  Dreikant.  |  metrisches  Dreiflach.  (Fig.28.) 
(Fig.  28.) 
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Als  besondere   Fälle  von  den   Sätzen  §.  8,  4  b  u.  b'  gelten    für 
diese  Gebilde  die  Sätze: 


a')  Zwei  symmetrische  Ebenen 
bilden  mit  irgend  einer  Normalfhene 
der  S.-E.  gleiche   Winkel. 


a)  Zwei  symmetrische  Gerade  bil- 
den mit  irgend  einer  durch  ihren 
Schnittpunkt  gehenden  Geraden  der 
S.'E.  gleiche  Winkel 

Umgekehrt  ergeben  sich  aus  diesen  Sätzen,  da  die  symmetrische 
Beziehung  eindeutig  ist,  folgende  (vgl.  L  Teil  §.  11,  2): 

b)  Zwei  Gerade,  welche  auf  zwei  \  b')  Zu)ei  Ebenen,  welche  durdh  zwei 
symmetrischen  Ebefien  liegen  und  symmetrische  Gerade  gehen  und  mit 
mit  einem  Halbstrahl  der,  Sdmitt-  \  deren  Ebene  (bezw,  symmetrischen 
geradenbeider  Ebenen  (auf  den  Gegen- \  Halbebenen)  auf  einerlei  Seite  der 
Seiten  der  S.'E.)glei€}ie  Winkel  bildenj\  letzteren  gleiche  Winkel  bilden^  sind 
sind  symmetrisch,  {symmetrisch. 

4.  Aus  letzteren  Sätzen  folgt  unmittelbar: 
a.  Ein  Dreikant  mit  zwei  gleichen  I  a'.  Ein  DreifUich  mit  zwei  gleichen 
Kantefiwinkeln  ist  symmetrisch  in  |  Ebenenunnkdn  ist  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  Ebene,  welctie  den  \  Bezug  auf  die  Ebene,  welche  den 
Ebenemvinkel  an  der  gemeinsamen  j  Kantenunnkd  der  gemeinsamen  Ebene 
Kante  der  ersteren  halbiert.  \der  ersteren  normal  halbiert. 

Oder: 
b)  Ein  sphä/risches  Dreieck  mit\  b')  Ein  sphärisches  Dreiseit  mit 
zwei  gleichen  Seiten  ist  symmetrisch  \  zwei  gleicJien  Winkeln  ist  symmetrisdi 
in  Bezug  auf  die  Ebene  des  gröfsten  '\  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  gröfsten 
Kreises,  weldie  den  eingeschlossencfi  j  Kreises  j  u)dche  die  gemeinsatne 
Winkel  halbiert.  [Seite  der   ßrsteren  normal  halbiert 

Hieraus  folgt  dann  weiter  nach  3  a  und  a': 


Fig.  88. 

c)  In    einem   Dreikant   oder    spMriscfmi   Dreieck    liegen   gleicften 
Seiten  gleiche  Winkel  gegenüber  und  umgekehrt, 

und  insbesondere: 

d)  Ein  Dreikant  oder  sphärisches  Dreieck  mit  drei  gleichen  Seiten 
hat  auch  drei  gleiche  Winkel  und  umgekehrt. 

Zusatz.  Sind  die  beiden  Kantemvinkel  Rechte,  so  sind  es  auch  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Ebenwinkel  und  umgekehrt,  wie  aus  §.4, 3  folgt. 
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5.  Entsprechend  den  Sätzen  des  I.  Teils  §.  11,  9  folgen. hier  die 
Sätze: 

In  jedem  gleidiscJienkelujien  oder  gleicfigeneigteti  Dreikant  bezw,  spliä- 
riscJien  Dreieck  fallen  folgende  Ebenen  iezw,  deren  gröfste  Kreise  jgusamnim: 


a)  die    den    ungleicheti    Ebenen 
Winkel  halbierende  Ebene; 

b)  die  Normalebene  von  der  Kante 
dieses   Winkels  zur  Gegenseite, 


a)  die  Mittelnormalebene  des m- 
gleiclien  Kantentmnkels; 

&')  die  Ebene  von  der  Halbieren 
den  dieses   WinJcels  zur  Gegenkantr. 


B.   Winkelbeziehungen  im  Dreikant  und  sphärischen 

Dreieck. 

6.  Auch  im  nicht  symmetrischen  Dreikant  oder  sphärischea 
Dreieck  bestehen  zwischen  den  Winkeln  und  Seiten  Beziehungen,  welche 
denen  des  ebenen  Dreiecks  entsprechen. 

Sind  a^  b,  c  die  drei  Kanten  eines  Dreikants,  f  die  Projektion 
von    6    auf   die    Gegenebene    ac,    so   kann  /'  sowohl    als   die  Pro- 


Fig.  89  a. 


Mg.  «9  b. 


jektion  von  a  auf  die  Ebene  bf  wie  auch  als  die  Projektion  von  c  auf 
diese  Ebene  aufgefafst  werden.  Daher  ist  (nach  §.  6,  2a)  ^  nl 
>  afy  und  ^bc>  fc,  somit ^ab  +  bc>  af-\'  fc  oder  ^ab  +  bc>  aCj 
woraus  ^ab>  ac  —  6c,     d.  h.: 

a)  In  einem  Dreikant  ist  die  Stimme  zweier  Kantenwinkd  grSIkr 
(die  Differenz  kleiner)  als  der  dritte^    oder: 

b)  In  einem  sphärischen  Dreieck  ist  die  Summe  ztceier  Seiten 
gröfser   (die   Differenz   kleiner)   als    die   dritte. 

7.  Fällt  man  in  dem  Dreikant,  dessen  Scheitel  0  und  Kanten 
a,  6,  c  sind,  von  einem  Punkt  B  der  Kante  b  zu  den  Geraden  fl,  c 
und  zu  der  Ebene  ac  bzw.  die  Normalen  BÄ,  BC  und  BF  und  ist 
-^  6a  >  6c,  so  ist  in  den  rechtwinkeligen  Dreiecken  OBÄ  und  OBC 
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auch    AB  >  BC  (AB  =  OB  sin  ab,   BC  =  Oi?  sin  bc)   und   in  den 
Dreiecken  BAF  und  BCF  ist  ^  BAF<BCF  (sin  i?^F=  f  ^', 

sinJ5CF=j^).     Diese   Winkel   sind   aber   die  Ebenenwinkel   des 

Dreikants.     So  folgt: 

a)  In  einem  Dreikant  liegt  dem  gröfsercn  Kantenivinkel  der  größere 
Ebenenwinkel  gegenüber  —  und  umgekehrt.     Oder: 

b)  In  einem  sphärisehen  Dreieck  liegt  der  gröfseren  Seite  auch  der 
gröfsere  Winkel  gegenüber  —  und  umgekehrt. 

8.  Wie  sich  an  das  Dreieck  das  neck  anschliefst^  so  an  das 
Dreikant  das  nkant  oder  nkantige  Eck.  Es  entsteht^  indem  ein  Halb- 
strahl eines  Punktes  S  in  diesem  fest  bleibt,  während  er  auf  einem 
Vieleck  ABCDE,  dessen  Ebene  nicht  durch  den  Punkt  geht,  hin- 
gleitet. Dasselbe  hat  n Kanten  und  n  Ebenen.  Auf  einer  Kugelfläche, 
welche  um  den  Scheitel  als  Mittelpunkt  beschrieben  wird,  schneidet 
das  nkant  ein  sphärisches  neck  aus. 

An  jedem  Eck  des  necks  bildet  die  Ebene  desselben  mit  zwei 
Ebenen  des  nkants  ein  Dreikant,  dessen  einer  Kantenwinkel  a^  jeweils 
dem  neck  angehört;  für  die  Summe  6^  der  beiden 
andern  gilt  daher  öi  >  a^.  Die  Summe  der 
Winkel  des  necks  beträgt  (2n  —  4)  R,  daher 
ist  die  Summe  2J  aller  dem  Vieleck  nicht  ange- 
hörigen  Winkel  dieser  Dreikante  £  >  (2n  —  4)  R. 
Die  Summe  2J  bildet  aber  mit  der  Summe  S  aller 
Kanten winkel  des  nkants  die  Winkel  von  n Drei- 
ecken, so  dafs  S  -^  2J  =  2n  Ry  woraus  durch 
Subtraktion  der  2;  >  (2n  —  4) JB  folgt:  S  <  iR]   d.  h.: 

a)  Die  Summe  der   Kantenwinlcel    eines  jeden   Ecks    ist  kleiner 
als  4R 

b)  Die  Summe  der  Seiten  eiyies  sphärischen  Vielecks  ist  kleiner  als 
ein  gröfster  Kreis, 

9.  Fällt  man  von  einem  Punkt  innerhalb  eines  nkants  oder  Ecks 
die  Normalstrecken   auf  die  Ebenen  desselben,    so  bestimmen   diese 


Fig.  30. 


Fig.  31  b. 
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Strecken  als  Kanten  ein  neues  nkantiges  Eck,  welches  Polareck  zu 
dem  ersteren  Eck  genannt  wird.     Aus  §.  4,  6  folgt: 

a)  Jeder  Ebenenwinkel  eines  Ecks  ergänzt  den  efitsprechenden  Katüen- 
mnkel  des  Polarecks  zu  2B, 

Da  (wie  §.  4,  6  bewiesen)  auch  die  Kante  zweier  Ebenen  des 
ursprünglichen  Ecks  normal  zur  Ebene  zweier  entsprechenden  Kantea 
des  Polarecks,  so  ist  auch  das  ursprüngliche  Eck  Polareck  seines 
Polarecks  und 

b)  Jeder  Kcmtenwinkel  eines  Ecks  ergänzt  den  entsprechenden  Ebene»- 
Winkel  des  Polarecks  zu  2B. 

Ist  6  die  Summe  der  nEbenenwinkel  des  Ecks,  s^  die  der  Kanien- 
winkel  des  Polarecks,  so  ist  <J  +  Sj  =  2mJB,  <y  <  2n  JR,  und  femer 
da  «1  <  4JB,  6>  (2n  —  4)  E,  d.  h. : 

c)  Die  Summe  der  Ebenenwinkel  eines  nkantigen  Eckes  ist  Meiner 
als  2nR  und  grofser  als  {2n  —  4)  R. 

Insbesondere  gilt  für  n  «»  3: 

d)  Die  Summe  der  Ebenenwinkel  eines  Dreikants  oder  der  Winkd 
eines  sphärischen  Dreiecks  ist  kleiner  als  6R  uml  grofser  als  2R. 

G.   Symmetrische  Ecke. 

10*  Legen  wir  durch  eine  Gerade  a  der  Symmetrie -Ebene  y 
zwei  symmetrische  Ebenen  a  und  a, ,  ebenso  durch  eine  zweite  Gerade 
b  der  Symmetrie -Ebene  die  symmetrischen  Ebenen  ß  und  ^j,  so 
bildet  aßy  ein  Dreiflach  und  cLy^ß^y  das  mit  ihm  symme- 
trisch liegende.  Beide  stimmen  in  ihren  Kantenwinkeln 
und  Ebenen  winkeln  überein;  allein,  wenn  man  jeweils , 
von  einem  Punkt  des  Raumes  innerhalb  des  Dreiflachs 
die  Reihenfolge  der  Ebenen  aßy  bzw.  a^ß^y  be- 
trachtet, so  durchläuft  man  die  Ebenen  des  einen  Ecks  ^-  **• 
im  Sinn  der  Drehung  des  Uhrzeigers,  die  anderen  im  entgegen- 
gesetzten Sinn.  Die  symmetrisch  entsprechenden  Ecke  können  somit 
nicht  zur  Deckung  gebracht  werden. 

Die  Modelle  für  beide  Ecke  sind  durch  entgegengesetzte  Enicknog 
zweier  Kartons  mit  kongruenten  Vier  strahlen  (Fig.  31b)  zu  eriuJten. 
(Vgl.  Fig.  25.) 

Wir  nennen  solche  Gebilde,  welche  in  allen  ihren  Teilen,  wie 
Strecken  zwischen  zwei  Punkten,  Winkel  zweier  Geraden  oder  Ebenen, 
übereinstimmen,  während  diese  Teile  von  entsprechenden  Punkten 
betrachtet  in  umgekehrtem  Richtungs-  oder  Drehungssinn  auf  einander 
folgen,  gegenwendig  gleich;  die  kongruenten  Gestalten  können  da- 
gegen als  gleichwendig  gleiche  bezeichnet  werden.  Wahrend  in 
ebenen  symmetrischen  Figuren  (nach  §.  8,  4  a)  dieser  Unterschied  keine 
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Verschiedenheit   der  Form  bedingt  (vgl.  I.  Teil,  §.  12,  ö),  gilt  für 
symmetrische  Ecke  der  Satz: 

a)  Ztvei  symmetrisch  entsprechende  Ecke  sind  gegenwendig  gleich. 
Umgekehrt  folgt,  den  Ecken  aßy  und  a^ß^y  entsprechend: 

b)  Zwei  gegenwendig  gleiche  Dreikante  liegen  symmetrisch ,  wenn 
ztvei  entsprediende  Kantenwinkel  einander  decken.  Die  Symmetrie- 
Ebene  ist  die  Ebene  dieses  Kantentvinkels,  wenn  beide  Ecke  gegenseitig  zu 
derselben  liegen.  (Sie  ist  die  den  Kantenwinkel  normal  halbierende 
Ebene,  tvenn  sie  einerseits  derselben  liegen.) 

Allgemein  gilt: 

c)  Zwei  gegenwendig  gleiche  Ecke 
Symmetrie-Ebene^  wenn  em  Funkt,  ein  Strahl 
desselben  imd  eine  HaXbebene  des  letzteren 
symmetrisch  zu  den  entsprechenden  Gebilden 
liegen. 

Die  Bezeichnung  gegen  wendig 
gleich  kann  daher  für  solche  Gebilde 
in  Anwendung  gebracht  werden,  welche 
in  Bezug  auf  eine  Ebene  symmetrisch  ge- 
legt werden  können.  Die  hier  gegebenen 
Bedingungen  genügen  zur  Bestimmung 
ihrer  symmetrischen  Lage. 


liegen    symmetrisch    zu    einer 
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§.  10.  Die  Symmetrie -Ebene  als  geometrischer  Ort. 

1.    Entsprechend   den  Sätzen  des  I.  Teils  §  12,  B  gelten  hier 
die  Sätze: 


a)  Jeder  Punkt  der  Ebene,  u^lcJie 

die   Strecke  zweier  Punkte  normal 

halbiert,    ist    von    beiden    Punkten 

gleichweit  entfernt. 

Letzteres  ist  nur  eine  andere  Fassung  von  §.  6,  2  b, 
Die  ümkehrungen  dieser  Sätze  lauten: 


a')  Jeder  Scheitelstrahl  eines 
Winkels  in  der  Ebene,  welche  den 
Winkel  normal  halbiert,  macht  mit 
beiden  Schenkeln  gleiche   Winkel. 


b)  Jeder  von  zwei  Punkten  gleich- 
weit  entfernte  Punkt  liegt  auf  der 
MittdnormäUbene  der  Strecke  dieser 
Punkte. 


b')  Jeder  Scheitelstrahl  eines 
Winkels,  weldier  mit  dessen  Schenkel 
gleiche  Winkel  einschliefst,  liegt  auf 
der  den  Winkel  normal  Jialbierenden 
Ebene. 
Das  letztere  folgt  unmittelbar  aus  §.  9,  6. 
2.  Wenn  hiemach  die  Winkel  eines  Strahles  c  von  einem  Punkt 
(Flg.  32)  mit  zwei  gegebenen  Strahlen  a  und  b  desselben  einzeln  über- 
einstimmen mit  denen  eines  weiteren  Strahles  c^  desselben  Punktes, 
so  sind  c  und  c^  symmetrisch  zur  Ebene  ab'^  sie  liegen  auf  den  Gegen- 
seiten der  Ebene  ab.     Daraus  folgt  (vgl.  L  Teil,  §  12,  6  c): 
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a)  Einerseits  einer  Ebene  giebt  es  durch  einen  Punkt  tlerselbett  mtr 
einen  Strahl,  welcher  mit  zwei  bestimmten  Strahlen  der  Ebene  ei$u^n 
bestimmte   Winkel  bildet. 

Wenn  ferner  <^  ca  =  c^a,  so  ist  c  symmetrisch  mit  c^  zu  der 
durch  a  normal  zu  cc,  gelegten  Ebene  (§  9,  5);  c  und  c,  liegen  auf  ver- 
schiedenen Seiten  dieser  Normalebene.  Daraus  ergiebt  sich  (vgl. 
I.  Teil  §.  12,6d): 

b)  Einerseits  der  Normalebene  von  einer  Geraden  zu  einer  Ehnt 
giebt  es  auf  letzterer  nur  eine  Gerade,  welche  mit  einem  Strahl  der 
Geraden  einen  bestimmten   Winkel  bildet 

An  I.  Teil  §.  12,  7  schliefst  sich  an: 

c)  Der  geometrische  Ort  desPunktes,  welcher  von  zwei  Ebenenden gleidien 
Abstand  Jiat,  ist  das  Paar  der  tmnkelhalbierenden  Ebenen  zu  ersteren. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  an  I.  Teil  §.  12,  8  leicht  ent- 
sprechende Sätze  anschliefsen. 

§.  11.  Symmetrie  in  Bezug  auf  einen  Punkt. 

Winkel  an  Parallelen  und  Transversalen. 

1.  Wie  wir  die  Symmetrie  in  einer  Ebene  (I.  Teil,  III.  Kapitel) 
gemäfs  der  einen  Eigenschaft  der  Übereinstimmung  der  Normal- 
abstände entsprechender  Punkte  von  der  Symmetrie -Axe  mittels 
Ersetzung  der  letzteren  durch  eine  Symmetrie-Ebene  auf  alle  räum- 
liche Gebilde  übertragen  konnten,  so  kann  dies  auch  auf  einfache 
Weise  mit  der  centralen  Symmetrie  (I.  Teil,  IV.  Kapitel)  geschehen. 
Zwei  Gebilde  heifsen  diametral  (centrisch- symmetrisch)  zu  einem 
Punkt  als  Centrum,  wenn  die  entsprechenden  Punkte  je  auf  Gegen- 
strahlen des  Punktes  beiderseits  in  gleichen  Abständen  von  ihm  liegen. 
Die  aus  zwei  diametralen  Gebilden  zusammengesetzte  Gestalt  heifst 
centrisch  (in  sich  diametral). 

Hieraus  fliefsen  die  Sätze,  welche  dem  IV.  Kapitel  des  I.  Teils 
entsprechen.  Es  müssen  zunächst  alle  in  einer  centralen  Ebene 
liegenden  diametralen  Figuren  jenen  Sätzen  Genüge  leisten. 

a)  Es  giebt  in  Bezug  auf  ein  Centrum  mit  einem  Punkt  je  mr 
einen  diametral  entsprechenden,  —  Mit  jedem  Gebilde  ist  das  diatnelrak 
in  Bezug  auf  ein  Centrum  eindeutig  bestimmt 

b)  Von  den  beiden  durch  eine  centrale  Gerade  einseitig  l^egren^ 
Halbd)enen  einer  centralen  Ebene  ist  die  eine  mit  der  andern  diafnetral.  Mit 
einer  Figur  einer  centralen  Ebene  ist  eine  Figur  derselben  Ebene  diametral. 

c)  Der  Schnittpunkt  zweier  Linien  ist  mit  dem  Schnittpunkt  der  &- 
metraien  Linien  diametral]  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  ist  mi  d(^ 
Schnittlinie  der  diametralen  Fläcfien  diametral. 

2.  Aus  1  b  und  I.  Teil  §.  14,  4'  folgt  der  erste  der  beiden  Sätze. 
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a')  Mit  eitler  Ebene  ist  eine  pa- 
rallele Ebene  diametral;  beide  haben 
den  gleichen  Abstand  vom  Centrnm; 
es  entsprechen  einander  gegenseitige 
Halbebenen  derselben; 


a)  Mü  einer  Geraden  ist  eine  Ge- 
rade diametral,  welche  in  der  durdi 
das  Centnim  und  die  erstere  Gerade 
gelegten  Ebeneliegt;beideGeradensind 
parallel  und  hohen  den  gleichen  Ab- 
stand vom  Centrum;  es  entsprechen 
einander  gegengerichtete  Halbstrahlen 
derselben; 

d.  h.  solche,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten,  einer  sie  teilweise 
begrenzenden  Centralebene  liegen.  Wir  nennen  nämlich  zwei  parallele 
Halbebenen,  welche  durch  die  parallelen  Schnittgeraden  einer  weiteren 
Ebene  einseitig  begrenzt  sind,  gleichseiti  g,  wenn  beide  einerseits  dieser 
Ebene  liegen,  im  entgegengesetzten  Fall  gegenseitig.  Von  letzterer 
Ebene  selbst  nennen  wir  diejenigen  von  den  Parallelen  begrenzten 
Halbebenen  gleichseitig,  von  welchen  die  eine  die  andre  ganz  ein- 
schliefst; die  übrigen  Paare  von  Halbebenen  heifsen  gegenseitig. 
Ebenso  nennen  wir  diejenigen  von  2  parallelen  Ebenen  je  einseitig  be- 
grenzten Teile  des  Raumes  gleichseitig,  von  welchen  der  eine  den 
andern  ganz  einschliefst,  die  übrigen  Paare  von  einseitig  begrenzten 
Raumteilen  heifsen  gegenseitig. 

Um  den  Satz  a'  zu  begründen,  nehmen  wir  an,  OA  sei  der  Normal- 
abstand des  Centrums  0  von  der  Ebene  er,  A^  diametral  zu  A]  als- 
dann entsprechen  den  zu.  OA  in  A  nor- 
malen Geraden  diametral  ebenfalls  Nor- 
male zu  OA^  in  A^\  während  erstere  der 
Ebene  a  angehören,  liegen  letztere  eben- 
falls in  einer  zu  OA^  in  A^  normalen 
Ebene  a^,  wobei  AO  =  OA^.  Es  ist  «^ 
;  a   nach  §.  5,  2'.  Fig.  34. 

Es  folgt  nun  aus  a  und  a': 

b)  Zwei  diametrale  Halbstrahlen  b')  Zwei  diametrale  Halbebenen 
bildtmmit  den  Gegenrichtungen  der  sie  bilden  mit  der  sie  lyegre^igendcn  Cen- 
begrenzendenCentralengleiche  Winkel.  traUbene  gegenseitig  gleiche   Winh'L 

Der  Satz  b  folgt  aus  I.  Teil  §.  15,  Sc  —  Werden  in  b'  die  (diame- 
tralen) Ebenen  a  ||  «i  von  einer  (Central- )Ebene  y 
geschnitten,  so  werden  die  Ebenen winkel  ay 
und  a^y  gemessen  durch  die  Winkel  der  Gera- 
den, in  welchen  die  zu  den  Parallelen  ay  und  a^y 
normale  (centrale)  Ebene  X  die  genannten  Ebenen 
schneidet-,  diese  Winkel  sind  nach  b  einander  gleich. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichheit  der  Scheitel- 
keile folgt  daher  fiir  parallele  Ebenen  mit  einer 
Transversalebene:  Fig.  85 
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c)  Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  gesAniti^i, 

so  sind  die  Winkel  von  p.^.  ,   \seitigen  ITalbebenen-Paaren  einander  gkid. 

Vgl.  I.  Teil  §.  15,  3.  Die  Bezeichnung  „gleich-  oder  gegenwendig^  ist 
für  Winkel  im  körperlichen  Räume  weniger  geeignet  als  fftr  Winkel  einer 
Ebene,  da  in  letzterer  nur  zwei  entgegengesetzte  Winkelmessungen  möglich 
sind,  während  im  körperlichen  Kaume  die  Drehungen  nicht  in  dieser  Weise 
beschränkt  sind.  Die  Winkel  der  Geraden  einer  Ebene  werden  auch  ge- 
wöhnlich nur  von  einer  Seite  der  Ebene  betrachtet,  während  im  körper- 
lichen Baum  der  Drehungssinn  von  der  Stellung  des  Beobachters  abhSngi 


3.  Da  diametrale  Strecken  einan- 
der gleich  sind,  so  sind  diametrale 
Dreiecke  kongruent  und  somit  ist 
der  Winkel  zweier  Geraden  gleich 
dem  Winkel  der  diametralen  Ge- 
raden. Zwei  Halbstrahlen  eines 
Punktes  und  zwei  gegengerichtet 
parallele  Halbstrahlen  eines  zweiten 
Punktes  sind  diametral  zum  Mittel- 
punkt der  Scheitelstrecke;  daher 
gilt  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichheit  der  Scheitelwinkel: 

B,)Der  WinJcel  zweier  Halbstrahlen 

ist  gleidi  dem  Winkel  zweier  r 

[gegen- 


3 '.  In  zwei  diametralen  oder  paral- 
lelen Ebenenpaaren  a  ||  a,,  ß\ßi 
sind  die  Schnittgeraden  parallel 
«/3  II  «li^i  (§.  1,  6  b).  Eine  (centnde) 
Ebene,  welche  normal  zu  dieseo 
Schnittgeraden  ist,  schneidet  sie  in 
parallelen  Geraden  a  ||  «4,  h\h^, 
deren  Winkel  <^  a6  =  a,  64  zugleich 
die  Ebenenwinkel  bestimmen;  da- 
her gilt  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichheit  der  Scheitelkeile: 

a')  Der  Winkel  zweier  J3iarB«fcw« 

ist  gleich  dem  Winkel  der  r 
^  \gfg^' 

seitig  parallelen  Haib^)€nen, 


gerichtet  parallelen  HalbstraJUen, 
Die  ümkehrung  lautet: 
b)  Wenn  auf  zweiparallelen  Ebenen 

zwei  l^^^'^'^^l  parallele  Halb- 
[gegengenchtet ) 

strahlen  mit  zwei  weitem  HalbtraMen^ 

1  ...  1  gleiche  Winkel  bilden, 

gegenseitig  l  "^ 

so   sind  letztere  Halbstrahlen  eben- 
falls parallel, 

Zusatz,    unter  dem  Winkel  zweier  Windschiefen  a  und  b  versteht 


V)  Wennzwei  l^^'^^lnparah 
\  gegenseitig  \ 

tele  Halhebenefi  mit  2  weiteren  Halb- 

ebenen    pfei^^^J^j  gleiche  WinkH 
[gegenseittg]  ^ 

bilden,  so  sind  letztere  Halbd)enm 

ebenfalls  parallel. 


man   den  Winkel,  welchen   die  eine  Gerade   a  mit  einer  sie 
schneidenden  und  zur  andern  b  parallelen  Geraden  a^  einschliefst  (Fig.  13). 

4,  Ans  der  Gleichheit  diametraler  Strecken  und  Winkel  (§.  16»  i 
des  I.  Teils)  folgt: 

a)  Diametrale  ebene  Figuren  sind  kongruent. 

Dagegen  sind  diametrale  Gestalten,  welche  nicht  eben  sind,  nicht 
kongruent. 
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Fig.  36. 


Dem  durch  drei  Halbstrahlen  des^  Centrums  bestimmten  Dreikant 
ist  das  Eck  der  drei  Gegenstrahlen^  das  Scheiteleck,  diametral. 
Dasselbe  stimmt  in  den  Kanten-  und  Ebenenwinkeln  mit  dem  ur- 
sprünglichen Eck  überein,  da  sie  in  beiden  Ecken  von  denselben  Ge- 
raden bezw.  Ebenen  gebildet  werden.  Dagegen  liegen  entsprechende 
Xanten  und  Ebenen  je  auf  den 
Gegenseiten  einer  der  drei  Ebenen; 
daher  sind  die  entsprechenden  Ele- 
mente Yon  diametral  entsprechenden 
Punkten  aus  gesehen  in  entgegen* 
gesetztem  Drehungssinn,  d.  i.  gegen - 
wendig  geordnete  Drehen  wir  das 
eine  Eck  so,  dafs  ein  Kanten winkel 
mit  dem  entsprechenden  zusammen- 
tut,  so  liegen   die   Ecke  symmetrisch   (§.  9,  lob): 

a)  Ein  Eck  und  sein  Sdmteleck  hessw,  ein  sphärisches  Dreieck  und 
sein  Scheiteldreieck  sind  gegenwendig  gleich. 

Überhaupt  haben  diametrale  Ecke  zwar  übereinstimmende  Kanten- 
und  Ebenen  winkel,  allein  dieselben  liegen  je  gegenseitig  von  ent- 
sprechenden Ebenen  (vgl.  Fig.  39). 

b)  Diametrale  Ecke  sind  gegenwendig  gleich ^  und  umgekehrt: 

c)  Gegenwendig  gleiche  Ecke  liegen  diametral,  wenn  ein  Halbstrahl 
und  eine  Halbehene  des  einen  Ecks  gegengerichtet  iezw,  gegenseitig  pa- 
rälld  mit  ihren  entsprechenden  Gebüäen  sind.  Das  Centrum  halbiert 
die  Strecke  der  Grenzpunkte  heider  Halbstrahlen, 

5«  Diese  Sätze  können  auf  diametrale,  bezw.  gegenwendig  gleiche 
Gebilde  ausgedehnt  werden: 

a)  Diametrale  Gestalten  sind  gegenwendig  gleich. 

b)  Wendet  man  eine  von  zwei  diametralen  Gestalten  um  eine  cen- 
trale Axe  um,  so  kommen  die  Gestalten  in  symmetrische  Lage  in  Bezug 
auf  die  zur  Drehaooe  normale  Centrdlebene  als  S.-E. 

Denn  da  bei  einer  halben  Umdrehung  um  die  Axe  m  (Fig.  36) 
die  zur  Axe  normale  Ebene  y  in  sich  selbst  umgedreht  wird,  kommen 
ihre  Schnittpunkte  und  Schnittgeraden  mit  irgend  welchen  Geraden 
bezw.  Ebenen  (1,  c)  zur  Deckung  mit  den  Schnittpunkten  und  Schnitt- 
geraden der  diametralen  Elemente  (1,  b),  so  dafs  nun  entsprechende 
Gerade  und  Ebenen  je  einander  in  dieser  Normalebene  der  Drehaxe 
schneiden.  Entsprechende  Gerade  und  Ebenen  machen  aber  mit  dieser 
Normalebene  beiderseits  gleiche  Winkel  (2  b'),  erfüllen  also  die  Be- 
dingungen von  §.  8,  2. 

Es  ist  hiermit  die  Übereinstimmung  derjenigen  Gebilde  dargethan, 
welche  in  Bezug  auf  einen  Punkt  und  welche  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  symmetrisch  sind. 

r#e1tTbiich  der  Elemeiitar-0«om«trl«  III.  3 
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§.  12.    Symmetrie  der  Rotationsflächen  in  Bezug  anf  eine  Ebene  und 

einen  Punkt. 

1.  In  einer  Rotationsfläche  giebt  jede  zur  Axe  normale  Schnitt- 
ebene  einen  Kreis,  der  eine  axige  Figur  ist  (I,  §.  23,  4  b).  Daher 
gilt  für  jede  Art  von  Rotationsflächen: 

a)  Eine  Rotationsfläche  ist  in  sich  symmetrisch  in  Beaug  auf  jedt 
Axend)€ne  als  S.-E. 

Für  die  drei  schon  betrachteten  Rotationsflächen  ergeben  sich 
aber  noch  weitere  Symmetrie-Ebenen. 

Legen  wir  in  einer  Rotationskegelfläche  durch  die  Spitze  eine 
Ebene  normal  zur  Axe,  so  bilden  je  zwei  Seitengerade  eines  Axeo- 
Schnitts  mit  jeuer  Ebene  gegenseitig  gleiche  Winkel,  da  sie  mit  der 
Normalen  zu  der  Ebene  gleiche  Winkel  bilden,  d.  k: 

b)  Eine  BotationsJcegelfläche  ist  in  sich  symmetrisch  in  Begug  o«/ 
die  durch  die  Spitze  normal  sswr  Axe  gelegte  Ebene. 

In  einer  Rotationscylinderfläche  stehen  alle  Seitengeradeo 
normal  zu  der  Normalebene  der  Axe,  da  sie  mit  letzterer  parallel  sind: 
hieraus  folgt: 

c)  Eine  RotationscylinderfläcJie  ist  in  sich  symmetrisch  in  Bei^ 
auf  jede  mr  Axe  normale  Ebene. 

Für  die  Kugel  folgt  aus  a,  da  jeder  Durchmesser  als  Rotations- 
axe  gelten  kann: 

d)  Eine  Kugel  ist  in  sich  symmetrisch  su  jeder  Ebene  (Äircfc  A« 
Mittetpunkt  als  S,'E. 

2.  Für  die  Symmetrie  zwischen  zwei  Rotationsflächen  ergeben 
sich  leicht  folgende  Bedingungen: 

a)  Zwei  Botationskegelflädien  mit  gleichen  Winkeln  des  Axenscknitis 
sind  symmetrisch  au  einer  Ebene,  wenn  es  ihre  Spitzen  und  Axen  siml 

b)  2wei  Botationscylinderflächen  mit  gleicJien  Badien  sind  symme- 
irisch  m  einer  Ebene,  wenn  es  ihre  Axen  sind. 

c)  Zwei  Kugeln  mit  gleichen  Badien  sind  symmetrisdi  in  Bern 
auf  die  MittelnormaM)ene  ihrer  Centralen. 

3.  Diese  Rotationsflächen  sind  auch  centrisch. 

a)  In  einer  BotaMmtskegdfläche  sind  die  beiden  durch  die  S^^ize  ge- 
trennten Teile  diametral  zur  Spitze  als  Centrum. 

b)  Eine  Botationscylinderfläche  ist  centrisch  in  Bezug  auf  jeden 
Punkt  der  Axe  als  Centrum  (I,  §.  14,  5'). 

c)  Eine  Kugelfläche  ist  centrisch  zu  ihrem  MittdpufdU. 

4.  Die  Bedingungen  für  die  diametrale  Lage  zweier  Rotations* 
flächen  entsprechen  denen,  welche  in  3  für  die  Symmetrie  derselben 
angegeben  wurden. 


§.13. 
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Viertes  Kapitel. 

PerspektiviBOhe  Kongraenz  nnd  Ähnlichkeit. 

§.  13.  Perspektivische  Kongmenz.  Verschiebnng  längs  einer  Geraden. 

1.  Im  zweiten  Kapitel  haben  wir  die  Drehung  räumlicher  Gebilde 
um  eine  Axe  behandelt.  Eine  zweite  einfache  Bewegung  ist  die  Ver- 
schiebung, d.  i.  die  Bewegung  längs  einer  Geraden  ly  Leitgeraden, 
der  Art^  dafs  diese  Gerade  in  sich  selbst  bleibt  und  ebenso  eine 
Ebene  X  durch  sie  bei  dieser  Bewegung  in  sich  selbst  hingleitet.  Die 
Figur  in  der  zweiten  Lage  heifst  perspektivisch  kongruent  (p.  !.) 
zu  der  Figur  der  ersteren  Lage;  beide  Figuren  sind 
nämlich  kongruent^  da  die  eine  nur  als  eine  neue 
Lage  der  andern  aufzufassen  ist.  ^ 

Irgend  eine  zweite  Ebene  durch  die  Leitgerade 
mufs,  da  sie  ihren  Winkel  mit  der  ersten  Ebene  X  bei 
der  Verschiebung  beibehält,  ebenfalls  in  sich  selbst 
hingleiten.  Es  bleibt  daher  zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Verschiebung  nur  die  Angabe  der 
Strecke  der  Leitgeraden  übrig. 

Alle  Figuren  in  Ebenen  durch  die  Leitgerade 
zeigen  hierbei  die  im  VI.  Kap.  des  I.  Teils  dargelegten 
Beziehungen.  Legen  wir  daher  durch  einen  Punkt  Ä 
und  die  Leitgerade  l,  welche  um  die  Strecke  SS^  in 
sich  verschoben  wird,  eine  Ebene,  so  bleibt  der  Punkt  A  bei  der 
Verschiebung  nach  Ä^  in  dieser  Ebene  und  es  folgt  aus  I,  §.  20,  la 
u.  h:  AÄ^l  und  =  SS^'^  dasselbe  gilt  für  einen  Punkt  B  einer  andern 
Ebene  BSS^,  nämlich  BB^  \\  und  =  SS^  ;^omit  ÄA^  \\  und  =  BB^,  d.  h. : 

a)  In  p.  f.   Fifftiren  sind  die   Verbindungsstrecken  entsprechender 
Punkte  parallel  und  gleich. 

Daraus  folgt  weiter,  dafs  auch  ^.B  ||  und  =  A^B^,  d.  h.: 

b)  In  p,  t.  Figuren  sind  entsprechende  HalbstraMen  gleichgerichtet 
parallel. 

In  gleicher  Weise  gilt  aber  auch: 

c)  In  p,  !.  Figuren  sind  entdeckende  Halbebenen  gleichseitig  paraUd, 
Denn  sie  müssen  entsprechende  Geradenpaare  enthalten  und  der 

Satz  fliefst  somit  aus  §.  1,  7  a. 
Aus  a  geht  noch  hervor: 

d)  Die  p.  I.  Figur  m  einer  Figur  ist  durch  die  Lage  eines  ihrer 
Punkte  eindeutig  bestimmt. 

Aus  dieser  Eindeutigkeit  ergiebt  sich  nun  auch: 

e)  Gleichgerichtet  parallele  Halbstrahlen  bezw.  gleichseitig  parallele 
Halbehenen  durch  entsprechende  Punkte  in  p.  l.  Figuren  sind  p,  f. 
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2.  W&hrend  der  Satz  §.  20;  3  des  I.  Teils  auch  hier  gilt,  erhält 
der  Satz  3'  folgende  Fassung: 

a)  Trägt  man  in  entsprechenden  Ebenen  von  p.  f.  Figuren  an  ent- 
sprechenden Punkten  und  HalbstraMen  gleichseitig  gleiche  WivM  a% 
so  sind  deren  Schenkel  p.  f. 

Im  Anschlus  hieran  folgt  für  Ebenen: 

b)  Trägt  man  in  p.  f.  Figuren  an  entsprechenden  Geraden  Mnd 
Halbebenen  gleichseitig  gleiche  Ebenenunnkel  an^  so  sind  deren  Ebenen 
paarweise  p.  t 

Umgekehrt  folgt  hieraus  auch  der  Satz  §.  11,  3 'a/ 

3.  Die  Sätze  in  §.  20,  4  des  I.  Teils  sind  auch  für  raumliche 
p.  t  Figuren  giltig  und  es  kann  zu  ihnen  hier  der  Satz  hinzugefügt 
werden: 

a)  Die  Schnittlinien  entsprechender  Flächenpaare  in  p.  f.  Figwrei^ 
sind  p.  f. 

Ebenso  läfst  sich  I.  Teil  §.  20,  5  und  6  auf  Ebenenbfischel  und 
Ecke  ausdehnen;  für  letztere  folgt: 

b)  Zwei  kongruente  Dreikante,  von  wddien  ein  Paar  entsprechenäff 
Kanten  und  HaHbebenen  gleichgeridUet  beßw.  gleichseitig  paraM  sind, 
liegen  p.  f. 

Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  2  b. 

Diese  Bedingung  genügt  für  die  p.  t  Lage  kongruenter  Gebilde 
Überhaupi 

§.  14.  Bedingungen  für  die  KoBgrneiiz  der  Dreikante  nid  - 
sphärischen  Dreiecke. 

1.  Wenn  zwei  Dreikante  0{ÄBC),  O^iA^B^Gi)  kongruent  sind, 
so  stimmen  ihre  3  Eantenmnkel  und  ihre  3  Ebenenwinkel  in  der 
Gröfse  überein  und  sie  erscheinen^    ^on  entsprechenden  Punkten  aas 


Fig.  38. 

betrachtet^  gleichwendig.  Sind  sie  gegenwendig,  so  sind  die  Drei- 
kante  nicht  kongruent^  können  aber  symmetrisch  zu  einer  Ebene 
gelegt  werden. 

Den  kongruenten  Ecken  entsprechen  auf  Kugeln,  welche  um  deren 
Scheitel  0  und  0^  mit  gleichen  Radien  beschrieben  werden^  kongroente 
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sphärische  Dreiecke  ABC,  A^BiCi,  in  welchen  die  Seiten  a  =^  a^f 
6  =  &i,  c  =»  Cj  und  die  Gegenwinkel  ^A=  A^y  ^  JB  =  B^,  ^ C  =  Cj. 

Indem  Yon  den  6  Gleichungen  3  als  Annahmen  herausgegriffen 
werden,  ergeben  sich  die  den  Kongruenz-Sätzen  der  Dreiecke  (I.  Teil 
§.21)  entsprechenden  Sätze. 

2.  Ztaei  Dreikante,  heew.  zwei  sphärische  Dreiecke  gleicher  Kugdn 
sitid  kongruent,  wenn  folgende  Elemente  der  einen  Figur  gleich  und  (von 
entsprechenden  Punkten  aus  gesehen)  gleichwendig  sind  den  entsprechenden 
Elementen  der  arideren,  (wobei  wir  die  Kanten winkel  kurz  als  Seiten 
bezeichnen): 


a)  ßwei  Seiten  und  der  einge- 
schlossene Winkel; 

b)  die  drei  Seifen; 

c)  jswei  Seiten  und  ein  Gegen- 
winkel, wahrend  der  andere  Gegen- 
Winkel  übereinstimmend  spitz  oder 
übereinstimmend  stumpf  (oder  ein 
R)  ist. 


a')  zwei  Winkel  und  die  gemein- 
same Seite; 

b')  die  drei  Winkel; 

c')  zwei  Winkel  und  eine  Gegen- 
seite, während  die  andere  Gegenseite 
übereinstimmend  einem  spitzen  oder 
übereinstimmend  einem  stumpfen 
Winkel  (oder  einem  R)  angehört. 


Beweis.     Die  gleichwendige  Lage  der  Elemente  ist  im  Folgen- 
den vorausgesetzt. 


a)  Es  sei  <^  a  =  «1,  ^  6  =  6i, 
^c  =  c^.  Man  dreht  das  Eck  0^ 
so  um  seinen  Scheitel  0^,  dafs 
Oi^i  I  OA  und  Ebene  O^A^B^^  \ 
OAB,  so  folgt  aus  ^a=^a^, 
dafs  Ebene  O^A^C^  p.  I.  OAC 
(§.  13,  2  b),  während  aus  <^6  =  6i 
und  c  =  Ol  sich  ergiebt,  dafs  0^0^ 
p.  f.  OC,  O^B,  p.  f,  OB  (§.  13,  2a). 

b)  Es  sei  -^  a  =  «i,  -^  6  =  b^, 
-^  c  =  Cj.  Man  lege  O^Ay^  \  OA 
und  Ebene  O^A^B^  ||  OAB.  Das 
zu  O(ABC)  p.  f.  Eck  über  O^A^B^ 
mufs  dann  eine  Kante  O^C^  haben, 
filr  welche  -^  C^O^A^  =  b  =  \ 
und  *^  CfO^Bi  — »  c  c=s  e»i,  woraus 
nach  §.  10,  2a  folgt,  dass  0^0^ 
mit  O^Ci  zusammenfalli 

c)  Es  sei  ^  a  =  öl,  '^ft  =  6i, 
^  a  »»  a^.  Man  lege  das  Eck  0| 
so,  dafs  O^Ai  I  OA  und  Ebene 
Ol  Ai  Bi  1  OAB,     so    liegt,    da 


a')  Es  sei  ^a  =  a^,  ^ß  =  ft, 
^  y  =*  yp  Man  drehe  das  Eck 
Ol,  so  dafs  OiB,  H  OB,  Ebene 
OjJBiCi  J  OBC  wird,  so  folgt  aus 
^a  =  ai,  dafs  O^C^  p.  I.  00 
(§.  13,  2  a)  und  aus  den  beiden 
andern  Annahmen  Ebene  OiB^A^ 
p.  t  OBA,  Ebene  O^C^Ai  P-  l- 
OCA  (§.  13,  2b). 

b')  Essei<^a  =  ai,^/3  =  /J„ 
^  y  s=  y^.  Alsdann  stimmen  in 
den  Polarecken  zu  0  und  O^  die 
Kantenwinkel  überein;  diese  Polar- 
ecke sind  somit  nachb  kongruent; 
sie  stimmen  folglich  in  ihren 
Ebenenwinkeln  überein  und  sonach 
die  Ecke  0  und  0|  in  den  Kanten- 
winkeln. Daher  sind  diese  Ecke 
nach  b  kongruent. 

c)  Es  sei  -^  a  «=  a^,  ^/9  =  ß^, 
^  a  =  a^.  Alsdann  entsprechen 
in  den  Polarecken  zu  0  und  0^ 
den  Winkeln  ^  a  =  a^,  /J  =  jJ, 
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^  a  =  «1  ist,  auch  Ebene  OiA^Ci 
p.  l  OAC  und  da  6  =  »i,  O^G^ 
p.  I.  OG,  Einerseits  der  Normal- 
ebene von  OiCj  auf  O^Ä^B^  giebt 
es  je  nur  eine  Gerade,  welche  mit 
Ol  (7,  den  ^a  =  a^  macht  (§.  10, 2  b). 
Von  den  beiden  Ebenen,  welche 
durch  diese  beiderseits  der  Normal- 
ebene liegenden  Geraden  nach  Oj  G^ 
gelegt  werden,  macht  die  eine  mit 
der  Halbebene,  auf  welcher  O^B^ 
liegt,  einen  spitzen  Winkel,  die 
andere  den  Nebenwinkel  des  gleichen 
spitzen  Winkels  (§.  9,  4  c).  Nun 
mufs  O^B^  eine  dieser  beiden 
Geraden  sein  und  ebenso  die  zu 
OB  p.  i.  Gerade.  O^B^  und  die 
ZM  OB  p.  f.  <jerade  werden  somit 
zusammenfallen,  wenn  die  Winkel 
ß  und  /3j  beide  spitz  oder  beide 
stumpf  oder  beide  Rechte  sind. 
Im  letzten  Fall  ist  nämlich  O^B^ 
die  Normalprojektion  von  O^Gy^  auf 
OiA^B^  selbst. 

3.  Bei  einem  Dreikant  mit  zwei  gleichen  Kanten-  und  Ebenen- 
winkeln  (§.  9,  4  c)  ergiebt  sich  im  Verfolgen  dieser  Winkel  in  dem 
einen  und  andern  Drehungssinn  einerlei  Folge  von  gleichen  Winkeln. 
Daher  gilt: 

Ein  in  sich  symmetrisches  Dretkant  oder  sphärisches  Dreiedc  ist 
kangment  seinem  Scheiteldreikant  hezw.  Scheiteldreieek 


die  Eantenwinkd  a'  =  a\ ,  b'  =  h\ 
und  den  Eantenwinkeln  -^a^a^ 
die  Ebenenwinkel  a  «=  a\.  Diese 
Polarecke  sind  nach  c  kongruent; 
wenn  auch  ß^  und  /3\  beide  spitz 
oder  beide  stumpf  oder  beide  Rechte 
sind,  d.  h.  wenn  in  den  Ecken  0 
und  Ol  die  Eantenwinkel  h  und  b^ 
beide  stumpf  oder  beide  spitz  oder 
beide  Rechte  sind.  Unter  diesen 
Bedingungen  stimmen  also  aueh 
die  übrigen  Elemente  der  Polar- 
ecken und  somit  auch  die  der  ur- 
sprünglichen Ecken  überein,  d.  L 
sie  sind  kongruent. 


§.  15.  Perspektivische  Ähnlichkeit. 

1.  An  die  centrische  Symmetrie  einerseits  und  an  die  Parallel- 
perspektive andererseits  schliefst  sich  die  schon  im  IV.  Kapitel  des 
II.  Teils  ausgesprochene  Beziehung  der  perspektivischen  Ähnlichkeit 
an.  Während  in  der  centrischen  Symmetrie  die  Gleichheit  der  Stnhl- 
strecken  angenommen  wurde,  in  der  perspektivischen  Eongraenz  die 
Strahlen  als  von  einem  unendlich  fernen  Punkt  kommend  und  so- 
mit alle  als  unendlich  grofs  zu  bezeichnen  sind,  erklären  wir  zwei 
Gestalten  als  jperspektivisch  ähnlich  (p.  ä.)  in  Bezug  auf 
einen  Punkt,  Ähnlichkeitspunkt,  wenn  mit  Jedem  Pankt  der 
einen  ein  Punkt  der  andern  auf  einem  Strahl  des  Ähnlichkeitspuokts, 
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Abnlichkeitsstrahl,   liegt  und   die  Abstände   dieser  Punkte   voin 
Ähulichkeitspunkt  in  konstantem  Verhältnis  stehen. 

Wir  müssen  hierbei  zwei  Fälle  unterscheiden;  entweder  liegt 
der  Punkt  aufserhalb  der  Strecke  zweier  entsprechenden  Punkte 
(Fig.  39,  L  und  11.) 

und  heilst  äufserer  ^^k.""^ 

Ähnlichkeits  -  Punkt,  ^.^'^'^lYK 

oder  er  liegt  zwischen       ^^^"^^^^s^:^  ..'^iC'^'^   I  v\ 

zwei  entsprechenden  —^  \ ""/^ — j^^<^^^/A\i' 7      V^-Nzm — 

Punkten  (I.  und  III.)         \^  /  ^^..^-^    ^T^Z' ■'"  1  /     

und    wird    innerer  ^Sy""^'^  ^^^^^'^^^^^^^^^Ä^ 

Ähnlichkeits  -  Punkt        "-""^^  •*  ^=^^:>--^ 

genannt.  ^«-  »»• 

Aus  der  Erklärung  folgt: 

a)  Bas  zu  einem  Gebilde  p.  ä.  ist  dtirch  den  Ähnlichkeitspunkt  und 
das  Verhältnis  der  Sirahlstrecken  eindeutig  bestimmt. 

b)  In  p.  ä.  Figuren  entspricht  dem  Schnittpunkt  zweier  Linien  der 
Schnittpunkt  der  entsprechenden  Linien,  der  Schnittlinie  zweier  Flächen 
die  Schnittlinie  der  entsprechenden  Flächen. 

2.  Aus  dem  IL  Teil  §.5,4  folgt  nun,  dafs  im  Fall  eines  äufseren 
Ähnlichkeitspunktes  die  p.  Q.  Halbstrahlen  gleichgerichtet  parallel 
sind,  bei  einem  innern  gegengerichtet;  hiernach  müssen  auch  zwei 
entsprechende  Halbebenen  gleichseitig,  bezw.  gegenseitig  parallel  sein: 

a)  In  p.  ä.  Gebilden  sind  je  zwei  entsprechende  Halbstrählen  oder 
Halbebenen  gleichgerichtet  bezw.  gleichseitig  parallel  bei  einem  äufseren 
ÄhnlichkeitspunJct,  gegengerichtet  bezw.  gegenseitig  parallel  bei  einem 
inneren  y 

woraus  dann  weiter  folgt: 

b)  In  p.  ä.  Figuren  sind  je  zwei  entsprechende  Winkel  von  Geraden 
oder  Ebenen  einander  gleich]  sie  liegen  gleichseitig  von  zwei  entsprechen- 
den Ebenen  bei  äufserem  Ähnlichkeitspunkt,  gegenseitig  bei  innerem. 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  IT.  Teil  §.  5,  8: 

c)  In  p.  &.  Figuren  ist  das  Verhältnis  entsprechender  Strecken 
konstant,  gleich  dem  Verhältnis  zweier  entsprechenden  Strählstrecken. 

3.  Da  parallele  Ebenen  einander  p.  ä.  entsprechen,  so  folgt: 

a)  Zieht  man  von  einem  Funkt  aufserhalb  einer  Ebene  Strahlen 
nach  allen  Punkten  der  Figuren  auf  letzterer,  so  bestimmen  diese  auf 
einer  parallelen  Ebene  eine  zu  ersterer  p.  ä.  Figur. 

Die  perspektivisch  ähnliche  Lage  zweier  Figuren  einer  Ebene 
ist  als  ein  besonderer  Fall  der  p.  &.  Lage  in  zwei  parallelen 
Ebenen  aufzufassen.  Letztere  Lage  geht  nämlich  in  erstere  über, 
indem   die    eine    Ebene  der    anderen    unbeschränkt    näher    rückt. 
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Daher  stimmen 
auch  die  Sätze 
über  die  beiden 
Arten  der  Lage 
überein  (IL  Teil, 
IV,  Kapitel).  Die 
Beweise  für  den 
allgemeinenFall 
sind  hierbei  oft 
anschaulicher 
als  für  den  be- 
sonderen, z.  B.: 

b)  Zwei  Dreiecke  y  deren  Seiten  paarweise  pardttd  sind,  sind  p.  ä.; 
d.  h.  wenn  die  Seiten  von  ABC  (Fig.  41  a)  der  Reihe  nach  parallel 
den  Seiten  von  AiB^Ci  sind,  so  müssen  einander  die  Geraden  ÄA^ 
BBi^  CC^  in  einem  Punkt  schneiden;  denn 
die  drei  Ebenen  ÄBA^B^; BCB^Ci,  CAC^A^ 
schneiden  einander  in  diesen  Geraden  und 
die  Schnittgeraden  dreier  Ebenen  gehen  durch 
einen  Punkt  Dafs  dieser  Satz  nun  auch  für 
den  Fall,  da  beide  Dreiecke  in  einer  Ebene 
liegen  (Fig.  41,  b),  seine  Geltung  behält^ 
folgt  daraus,  dafs  man  diesen  Fall  als  Grenz- 
lage auffassen  kann,  welche  sich  von  dem 
Fall  zweier  unbeschränkt  nahe  gerückten 
parallelen  Ebenen   nicht  unterscheiden  läfst. 

Ebenso  folgt  (vgl.  IL  Teil  §.  12,  la): 

c)  Zwei  Kreise  in  ewei  parallelen  Ebenen  sind 
p.  ä.  in  Bemg  auf  einen  äufseren  und  inneren  ÄJm- 
lichkeitspunkt,  welche  die  Centrale  im  Verhältnis  der 
Badien  teilen^  denn  jede  Ebene  durch  die  Centrale 
schneidet  beide  Kreise  in  parallelen  Radien,  deren  End- 
punkte auf  einem  Ähnlichkeitsstrahl  liegen  nach 
IL  Teil  §.  5,  5. 

Auf  diese  Weise  können  die  Sätze  der  Plani- 
metrie (IL  Teil,  IV.  Kapitel)  mit  Hülfe  von  stereo- 
metrischen Beziehungen  bewiesen  werden. 

Nennen  wir  ebene  Figuren  ähnlich,  welche  p.  ä.  gelegt  werden 
können,  so  giebt  folgender  Satz  die  Bedingungen  für  ihre  perspek- 
tivische Lage: 

d)  Zwei  ebene  ähnliche  Figuren  sind  p&rspekHvisch^  wenn  em 
Halbstrahl  mit  seinem  entsprechenden  StroM  gleichgerichieij  bezw,  gegen- 
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gericJUet  parallel  ist  und  ebenso  die  anschliefsende  Hälbä>ene  mit  ihrer  ent- 
sprechenden  gleichseitig  leew.  gegenseitig  parallel  ist. 

Führen  wir  nun  mit  einer  der  beiden  Figuren  eine  halbe  Um- 
drehung in  ihrer  Ebene  aus,  so  geht  die  gleichgerichtet  parallele 
Lage  der  Halbstrahlen  und  Halbebenen  in  die  gegengerichtete  über 
oder  umgekehrt^  so  dafs  die  Figuren  nun  wieder  p.  ö.  liegen. 

Somit  folgt: 

e)  Zwei  ebene  ähnliche  Figuren  Jcönnen  souxM  in  Bezug  auf  einen 
äufseren  als  einen  innem  Ähnlichkeitspunkt  p.  a.  gelegt  werden. 

Anders  ist.  es  mit  körperlichen  Gestalten. 

4.  Dadurch,  dafs  in  p.  ä.  Figuren  mit  äufserem  Ähnlichkeits- 
punkt zwei  entsprechende  Elemente  gleichseitig  von  entsprechenden 
parallelen  Ebenen,  bei  eii^em  innem  Ähnlichkeitspunkt  gegenseitig 
liegen,  wird  ein  wesentlicher.  Unterschied  beider  Figuren  bedingt. 
Wie  bei  der  perspektivischen  Kongruenz,  welche  als  ein  besonderer 
Fall  der  ersteren  Lage  des  Ähnlichkeitspunktes  aufzufassen  ist,  die 
entsprechenden  Ecke  gleichwendig  gleich  oder  kongruent  sind,  so 
sind  sie  dies  auch  bei  einem  äufseren  Ähnlichkeitspunkt,  da  hier  wie 
dort  die  Ebenen  gleichseitig  parallel  sind.  Dagegen  ist  bei  einem 
inneren  Ähnlichkeitspunkt  wie  bei  der  diametralen  Lage  (Fig.  39, 
n.  und  ni.)  ein  Eck  seinem  entsprechenden  Eck  gegenwendig  gleich. 

a)  Ztoei  p.  &.  Ecken  sind  kongruent  hei  äufserem  Ähnlichkeitspunkt^ 
gegenwendig  gleich  hei  innerem. 

Wir  nennen  deshalb  Gebilde,  welche  p.  ä.  gelegt  werden  können 
zu  einem  äufseren  Ähnlichkeitspunkt  gleichwendig  ähnlich  oder 
kurz  ähnlich,  zu  einem  inneren  gegen  wendig  ähnlich. 

Die  Bedingungen  der  p.  ä.  Lage  solcher  Gebilde  entsprechen 
hiemach  denen  der  perspektivischen  Kongraenz  §.  13,  3b,  bezw/  der 
diametralen  Lage  §.  11,  4c:  • 

b)  (ß^^^l   ähnlidhe  Gebilde  liegen  p.  ä.,  wenn  ein  Halb- 

strahl  und  eine  HaXbd>ene  des  einen  \9^^^^^^^\  hem.  \9l^ichseitig\ 

\  gegengerichtet]  {gegenseitig] 

parallel  sind  mit  den  entsprechenden  Elementen;  der  Ahnlichkeitspunkt 

t^U  die  Verbindungsstrecke  der  Grenzpunkte  heider  entsprechenden  HaOh 

strahlen  I  .         }  im  Verhältnis  zweier  entsprechenden  Strecken. 
l  innen)  ^ 

5»  Der  Satz  §.  11,  7  b  des  H.  Teils  läfst  sich  auch  auf  körper- 
lich*raumliche  Gebilde  ausdehnen  und  hier  auf  einfache  Art  beweisen: 

Wenn  zwei  Gebilde  p.  ä.  einem  dritten  sind,  so  sind  sie  es  auch 
unter  sieh  und  die  drei  Ähnlichkeitspunkte  liegen  auf  einer  Geraden. 

Ist  nämlich  ABC ..:  p.  ä.  Ä^B^C^ ...  zu  S^  als  Ä.-Punkt  und 
ABC...  p*  &.  A^B^C^...  zu  8^  als  Ä.-Punkt,  so  liegen  AyBy^  und 
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Fig.  42. 


Ä^B^  in  einer  Ebene,  da  sie  beide  parallel  AB  und  somit  anter  sich 
parallel  sind.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebenen  ÄÄiA^  und  BBiB^ 
in  den  Geraden  ^1.^:12  und 
B^B^y  während  von  letzte- 
ren beiden  Ebenen  S^S^  die 
Schnittgerade  ist,  da^^l^  und 
BB^  einander  in  Ä^  AA^  und 
BB^  in  5g  schneiden.  Alle 
drei  Schnittgeraden  S^S^^  A^A^y 
JBi  Bg  gehen  durch  einen  Punkt 
S  (§.  1,  5  a').  Aus  denselben 
Gründen  mufs  C^^C^,.,  durch 
den  Schnittpunkt  8  von  A^A^ 
und  8^8^  gehen.  Das  Strecken- 
Verhältnis  der  Strahlen  bleibt 
hierbei  stets  gleich  SA^ :  SA2, 

Sind  die  A.-Punkte  zwischen  ABC  und  den  beiden  andern  Ge- 
bilden  (äuf8ere|    ^^  ^^^  j^^^^^^^  ^^j^^  jgleichwendig|  ^^  ^^^ 

[  innere  J  l  gegenwendig  ) 

und  somit  unter  sich  gleich  wendig  und  haben  einen  äufseren  Ä.-Punkt; 
ist  der  eine  Ä.-Punkt  zwischen  ABC  und  den  beiden  andern  Gebilden 
ein  äufserer,  der  andere  ein  innerer^  so  sind  diese  gegenwendig  und 
haben  unter  sich  einen  innern  Ä.-Punkt.  Es  sind  also  entweder  drei 
äufsere  oder  ein  äufserer  und  zwei  innere  A.-Punkte  vorhanden. 

§.  16.  Perspektivische  Kongruenz  und  Ähnlichkeit  der  RotationsflackeB. 

1.  Zur  Kongruenz  der  Rotationskegelflächen  genügt  die  Über- 
einstimmung in  den  Winkeln  der  Seitengeraden  mit  der  Axe;  solche 
Flächen  liegen  nämlich  p.  t,  wenn  ihre  Axen  parallel  sind;  denn  alle 
parallelen  Schnittebenen  durch  die  Axe  ergeben  entsprechende  parallele 
Seitengeraden. 

a)  Ztvei  Boiationskegelßächm  mit  übereinstimmenden  WmMn  des 
Axenschniits  sind  p,  f.,  wenn  ihre  Axen  parallel  sind. 

Dieselben  Bedingungen  sind  aber  auch  für  ihre  perspektivische 
Ähnlichheit  erforderlich;  beide  Flächen  sind  nämlich  unter  den  ge- 
nannten Bedingungen  p.  ä.  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  der  Verbindungs- 
geraden  der  Spitzen  als  Gentrum  (mit  Ausnahme  der  Spitzen  selbst). 
Denn  jeder  Seitengeraden  der  einen  Fläche  ist  eine  der  andern  F^che 
parallel;  beide  liegen  in  einer  Ebene  mit  jener  Yerbindungsgeraden; 
ein  Strahl  durch  einen  Punkt  der  letzteren,  welcher  eine  Seifengerade 
schneidet,  trifft  auch  die  parallele  Seitengerade  und  die  Strahbirecken 
verhalten  sich  wie  die  Abstände  jenes  Punktes  von  den  Spitzen. 

b)  Zwei  Botationäcegelftächen  mit  übereinstimmenden  Winkdn  des 
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AxenstAnitts  sind  p.  ä.,  wenn  ihre  Axen  pardUd  sind.  Jeder  Rmkt 
der  Verbindungsgeraden  der  SpUeen  Tcann  Ä.'Punkt  sein. 

2.  a)  Zu?ei  Rotationscylinderflächen  mit  gleichen  Badien  sind  p.  t, 
wenn  ihre  Axen  parallel  sind. 

b)  Alle  Botationscylinderftädien  sind  einander  ähnlich.  Liegen  die 
Ajxen  von  zweien  derselben  parallel,  so  sind  sie  p.  ä.  in  Bezug  auf  jeden 
Punkt  der  beiden  Parallelen  zu  den  Axen,  welche  den  Abstand  der  Axen 
im  Verhältnis  ihrer  Radien  teüen. 

Es  ergiebt  nämlich  irgend  eine  Normalebene  zu  den  Axen  zwei 
p.  a.  Kreise  in  Bezu$;(  anf  die  Schnittpunkte  der  genannten  Parallelen, 
der  Ä.-Axen,  als  Ä.-Punkte.  Daher  mufs  eine  Ebene  durch  eine 
Ä.- Axe,  welche  eine  der  beiden  Flächen  in  einer  Seitengeraden  schneidet, 
die  andere  ebenfalls  schneiden  und  zwar  in  einer  zu  ersterer  parallelen 
Seitengeraden;  ein  Strahl  von  einem  Punkt  der  A.-Axe  trifft  diese 
parallelen  Seitengeraden  in  p.  a,  liegenden  Punkten. 

Denken  wir  uns  Qber  den  Figuren  des  §.  12  im  IL  Teil  normale 
Cylinderflächen  errichtet,  so  ergeben  sich  die  jenen  Sätzen  entsprechen- 
den Sätze  ftlr  Rotationscylinderflächen.  Jeder  Tangente  entspricht 
eine  Tangentialebene  der  Fläche. 

3.a)  Zwei  Kugeln  mit  gleichen  Radien  sind  p.  t;  die  Strahlen  ent- 
sprechender Punkte  sind  parallel  und  gleich  der  Centralen. 

b)  Irgend  zum  Kugeln  sind  p.  ä.  zu  einem  äufsem  und  innem 
Ä.-Puhkt,  welche  die  Centrale  im  Verhältnis  der  Radien  teilen. 

Es  folgt  dies  daraus,  dafs  jede  Ebene  durch  die  Centrale  Schnitt- 
figuren ergeben,  welche  denen  des  §.  12  im  IT.  Teil  entsprechen. 
Hieraus  folgt  weiter: 

c)  Jede  Ebene  durch  einen  Ä.-Punkt,  welche  die  eine  Kugel  berührt, 
berührt  auch  die  andere. 

d)  Die  Ä.-Punkte  zweier  sich  nicht  einschliefsenden  Kugeln  sind  die 
Spitzen  der  den  beiden  Kugeln  gemeinsamen  Berührungskegelflächen. 

e)  »Von  drei  Kugeln  liegen  die  drei  äufseren  ÄrPutikte  auf  einer 
Geraden,  d)enso  je  zwei  innere  und  ein  äufserer.  Die  äufsere  Ä.'Axe 
ist  die  SdmiUgerade  der  beiden  den  drei  Kugeln  gemeinsamen  BerOhrungs- 
ebenen,  von  welchen  die  drei  Kugeln  gleichseitig  liegen;  die  Ä.-Axe  durch 
einen  äufsem  und  zwei  innere  Ä.'Punkte  ist  die  Schnittgerade  der  beiden 
Beriihrungsebenen,  vofi  welchen  eine  Kugel  je  einerseits^  die  beiden  andern 
andrerseits  liegen. 

4.  Zwei  Kugeln  gestatten  noch  eine  zweite  perspektivische  Zu- 
ordnung ihrer  Punkte,  weche  §.  23  des  II.  Teils  entspricht.  Denkt 
man  sich  eine  Kugel  entstanden  durch  Rotation  eines  Hauptkreises 
um  die  Centrale  eines  Punktes,  so  beschreibt  die  Polare  des  letzteren 
eine  zur  Centralen  normale  Ebene,  welche  man  Polarebene  des 
Punktes  nennt;  diesen  selbst  nennt  man  den  Pol  der  letzteren.    Jede 
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Ebene  durch  die  Centrale  des  Pols  einlebt  eine  Schnitifigur,  in  welcher 
eine  Sehne  auf  einem  Strahl  des*  Poles  durch  diesen  und  die  Pola^ 
ebene  harmonisch  geteilt  wird,  d.  h.: 

a)  Die  Sehnen  aller  Strahlen  eines  Punktes  durcHi  eine  Kuffd  icerden 
durch  diesen  Punkt  und  dessen  Polarebene  harmonisch  geteilt. 

Entsprechend  §.23,  l  des  IL  Teils  folgt  in  gleicher  Weise: 

b)  Die  Schnittpunkte  einer  Kugelfläche  mit  zwei  Strahlen  eines 
Punktes  liegen  so,  dafs  ihre  Verhindungsgeraden  einander  paarweise  in 
der  Polarehene  des  Punktes  schneiden. 

Aus  §.  23,  3  folgt;  wenn  wir  die  nicht  p.  ä.  liegenden  Punkte 
eines  A.-Strahls  durch  zwei  Kugeln  inverse  Punkte  nennen: 

c)  In  zwei  Kugeln  schneiden  einander  die  Verbindungsgerade  zweier 
Punkte  der  einen  Kugel  und  die  Verbindungsgerade  der  inversen  Punkte 
in  einer  einzigen  Normalebene  zur  Centralen,  der  MittelpartiOdebene  der 
beiden  Polardbenen  des  Ä.- Punkts,  Diese  Normalebene  ist  der  geome- 
trische Ort  des  Pimkts,  tvelcher  für  beide  Kugeln  gleiche  Potenz  hat,  die 
Potenzebene  beider  Kugeln. 

d)  Die  drei  Potenzei)enen  dreier  Kugein  schneiden  einander  in  emer 
Geraden  (Potenzgerade),  welche  nornuü  der  Centralebene  der  Kugdn  isL 
(IL  Teil,  §.  23,  7). 

Die  weitere  Ausführung  siehe  bei  den  Aufgaben. 

Zusatz:  Auch  auf  die  durch  eine  Gerade  erzeugten  Rotations- 
flächen läfst  sich  diese  perspektivische  Zuordnung  der  Punkte  an- 
wenden. 

Anmerkung.  Da  auch  der  Ä.-Pankt  und  die  Potenzebene  die  Stredte 
zweier  inversen  Punkte  harmonisch  teilt  (wie  aus  IL  Teil  §.  23,  4b  o.  §.  20, 
4  folgt),  so  Mst  sich  diese  Zuordnung  als  Symmetrie  in  Bezug  anf 
einen  Punkt  und  eine  Ebene  zugleich  bezeichnen,  indem  man  zwei 
Gebilde  symmetrisch  zugeordnet  in  Bezug  auf  ein  Centram  und 
eine  Symmetrieebene  nennt,  in  welchen  je  zwei  entsprechende  Ponkto 
auf  einem  Strahl  des  Centrums  so  liegen,  dafs  ihre  YerbindonfBairecke 
durch  das  Centrum  und  die  Symmetrieebene  harmonisch  geteilt  wird. 
Von  dieser  Auffassung  der  Symmetrie  ist  dann  die  Symmetrie  in  BesnK 
auf  eine  Ebene  allein  (§.  8),  sowie  in  Bezug  auf  einen  Punkt  allein 
(§.  11)  nur  ein  spezieller  Fall;  bei  ersterer  ist  das  Centram,  bei  letzterer 
die  S.-E.  in  unendliche  Entfernung  hinausgerttckt. 


IL  Abschnitt. 


Bestimmang  der  OrSfse  räumlicher  Gebilde. 

Fünftes  Kapitel. 
Die  Oberfl&ohen  der  Köiper. 

§.  17.  Prisma  und  Cylinder. 

1.  Wenn  eine  Gerade  (Erzeugende)  am  Umfang  eines  Vielecks 
verschoben  wird  (so  dafs  sie  immer  die  parallele  Richtung  beibehält), 
so  beschreibt  dieselbe  einen  prismatischen  Flächenzug.  Derselbe 
besteht  aus  soviel  Parallelstreifen  von  Ebenen,  als  das  Vieleck  Seiten 
oder  Ecken  hat.  Der  von  diesem  Flächenzug  umschlossene  Raum 
heilst  ein  prismatischer  Raum.  Ist  das  Vieleck  ein  centrisches^ 
so  ist  der  prismatische  Flächenzug  axial  in  Bezug  auf  die  durch 
das  Centrum  parallel  zu  der  Erzeugenden  gezogenen  Gerade  als  Axe 
(§.  3,  2d). 

Wird  ein  nseitiger  prismatischer  Flächenzug  von  zwei  .parallelen 
Ebenen  durchschnitten ,  die  nicht  parallel  der  Erzeugenden  sind,  so 
heifst  der  allseitig  dadurch  begrenzte  Raum  ein  Prisma.  Die  Schnitt- 
flächen der  beiden  parallelen  Ebenen  heifsen  Grundflächen,  ihre 
Seiten  Grundkanten,  die  be- 
grenzten Flächen  und  Kanten  des 
prismatischen  Flächenzugs  Sei- 
tenflächen und  Seitenkanten. 
Die  Gesamtheit  der  Seitenflächen 
wird  Mantel  des  Prismas  ge- 
nannt. Die  Grundflächen  und 
der  Mantel  bilden  zusammen  die 
Oberfläche  des  Prismas.  Der 
Abstand  der  Grundflächen  heifst 
Hohe  des  Prismas. 

Aus  der  Entstehungsart  folgt: 

a)  Die  Grundflächen  eines  Prismas  sind  p,.  l  und  mit  ihnen 
jede  parallele  Schnittfläcfie. 

b)  Die  Seitenflächen  eines  Ftismas  sind  Paraüdogramme;  ebenso 
ist  jede  Schnittfläche  parcMd  einer  Seiteniante  ein  Parcdlelofframm. 


Fig.  43. 
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Das  Prisma  heifst  ein  gerades  oder  schiefes,  jenachdem  die 
Seitenkanten  auf  der  Grundfläche  normal  stehen  oder  nicht.  Im  erste- 
ren  sind  die  Seitenflächen  Rechtecke.  Das  gerade  Prisma  heifst  regel- 
mäfsig^  wenn  seine  Grundflächen  regelmäfsige  Vielecke  sind. 

Ist  die  Grundfläche  eines  Prismas  ein  Parallelogramm,  so  ist  der 
Körper  von  drei  Paaren  paarweise  p.  t.  Parallelogramme  begrenzt  und 
wird  Parallelflächner  (Parallelepipedon)  genannt;  jede  Fläche 
desselben  kann  als  Grundfläche  aufgefafst  werden.  Sind  drei  an  einem 
Eck  desselben  zusammenstofsende  Kanten  normal  zu  einander,  so  heifst 
er  ein  Quader,  und  sind  zugleich  diese  drei  Kanten  einander  gleich, 
so  heifst  er  Würfel;  derselbe  ist  von  sechs  Quadraten  begrenzt 
Sind  die  drei  Kauten  eines  £cks  an  einem  schiefen  Parallelflächner 
einander  gleich  und  ebenso  deren  Winkel,  so  heifst  der  Korper 
Rhomboeder. 

2.  Gleitet  eine  Gerade  (Erzeugende)  an  dem  Umfang  eines  Kreises 
(Leitlinie)  hin,  während  sie  sich  stets  parallel  bleibt,  so  ergiebt  die  Ge- 
samtheit dieser  Lagen  der  Geraden  eine  C; linderfläche.  In  jeder 
Lage  wird  die  Erzeugende  Seitengerade  der  Cy linderfläche  genannt 
Da  ein  Kreis  stets  als  Grenzfigur  eines  regelmäfsigen  n-ecks  auf- 
gefafst werden  kann,  in  welchem  die  Seitenzahl  unbegrenzt  wäch^ 
die  Gröfse  der  Seiten  unbegrenzt  abnimmt,  so  ist  die  Cylinderfläche 
als  ein  besonderer  Fall  des  axialen  prismatischen  Flächenzogs  anzu- 
sehen. 

Die  Axe  ist  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  parallel  zur 
Erzeugenden  gezogene  Gerade;  eine  durch  die  Axe  gelegte  Ebene 
heifst  Axenschnitt. 

Ist  die  Erzeugende  normal  zur  Ebene  des  Leitkreises,  so  entsteht 
eine  Rotationscylinderfläche  (§.  7,  3). 

Der  Begriff  der  Cylinderfläche  kann  weiter  ausgedehnt  werden,  indem 
jede  beliebige  Kurve  (Fig.  44)  als  Leitlinie  gelten  kann.  Für  die'  folgeu- 
den  Berechnungen  kommt  jedoch  nur  obige  beschränktere 
Fassung  des  Begriffs  zur  Anwendung. 

Wird  eine  Cylinderfläche  von  zwei  parallelen 
Ebenen  durchschnitten,  die  nicht  parallel  der  Seiten- 
geraden sind,  so  wird  der  durch  diese  drei  Flächen 
begrenzte  Raum  Cylinder  genannt  Derselbe  ist  als 
eine  besondere  Art  von  Prisma  zu  betrachten.  Daher 
gilt  auch  für  Cylinder; 

a)  Die  Grundflächen  eines  Oylinders  sind  p,  t  und 
mit  ihnen  jede  parallele  Schnittfläche. 

b)  Jede  Schnittfläctie  parallel  einer  Seitengeraden  eines  Oylinders  ä 
ein  Parallelogramm. 

Wir  unterscheiden    auch   hier   gerade  und  schiefe  Cylinder 


Fig.M. 


na^s+  2^tg^-^|. 
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je  nach  der  Lage  der  Seiiengerade  gegen  die  Grundflächen.    Der  Teil 
der  Cjlinderfläche  zwischen  beiden  Grundflächen  heifst  Mantel. 

3.  Die  Rechtecke^  weiche  den  Mantel  eines  geraden  Prismas 
bilden^  lassen  sich  in  eine  Ebene  so  abwickeln^  dafs  sie  zusammen 
ein  einziges  Rechteck  bilden.  Das  gleiche  gilt  von  dem  Mantel  des 
geraden  Cylinders,  da  er  als  besonderer  Fall  des  geraden  Prismas 
aufzufassen  ist.  Der  Umfang  der  Grundfläche  bildet  die  eine  Seite 
des  Rechtecks,  die  Seitenkante  bezw.  Seitenstrecke  die  zweite  Seite. 
Daher  gilt  für  den  Flächeninhalt  dieses  Mantels: 

Der  Mantel  eines  gerctden  Prismas  oder  Cylinders  ist  gleich  dem 
Pradtikt  aus  dem  Umfang  der  Grundfläclie  und  einer  Seitenkante  hezw, 
Seitensirecke, 

Zusatz:  a)  Ist  a  die  Grundkante  eines  regelmäfsigen  nseitigen 
Prismas  und  s  die  Seitenkante^  so  ist  die  gesamte  Oberfläche  desselben: 

■f\- 

b)  Die  Oberfläche  eines  Quaders^  densen  Kanten  a,  h,  c  sind,  ist 
2  {ab  -|-  öc  +  hc)\  die  des  Würfels  mit  der  Kante  a  ist  6a*. 

c)  Von  einem  geraden  Rotationscylinder,  dessen  Radius  r  und 
Seitenstrecke  s  ist,  ist  der  Mantel  2nrSy  die  Oberfläche  27ir  (r  -^^  s), 

4.  In  einem  schiefen  Prisma  oder  Cylinder  ist  eine  Schnittfläche 
normal  zur  Seitengeraden,  die  Normalschnittfläche,  die  Normal- 
projektion /i  der  Grundfläche  /l    Bilden  beide^  Ebenen  den  Winkel  a, 

so  ist  ^  =/*cosa,  /•=  -j^-  (§.  6,  3b). 

Ist  der  Normalschnitt  ein  Kreis  mit  dem  Radius  h,  die  Grund- 
fläche eine  Ellipse,  in  welcher  der  zur  Schnittgeraden  beider  Ebenen 
normale  Axenschnitt  die  Hauptaxe  2  a  er- 
giebig so  ist  2  6  =  2  a  cos  a  und  die  Fläche  /vCZII? 
B  der  Ellipse:  s  =  ^ —  '^  Tcab.     Nun  ist             vllS^-  / 
auch    2  b    -gleich    der    auf    der    Mitte    der      r-7     ^fe^v%,^  -^ 
Hauptaxe    normalen  Sehne  der  Ellipse,   da    \ /"'^r\/  ^S^>^    L 
diese    der   Normalschnittfläche   parallel    ist;   /  ^ — -^  n/     M 

a  und  h  heifsen  die  Halbaxen  der  Ellipse;  ^^ ■ ^a 

daher  folgt:  ^«^5. 

Der  Flädieninhält  einer  Ellipse  ist  gleich  dem  Produkt  von  n  und 
den  beiden  Halbaxen^ 

6.  Wird  der  Mantel  eines  schiefen  Prismas  abgewickelt,  so  werden 
die  Seiten  eines  Normalschnitts  n^,  ng,  ttg . . .  zusammen  auf  eine  Ge- 
rade  fallen,  da  sie  normal  zu  den  untereinander  parallelen  Seiten- 
geraden sind.  Die  Seitenflächen  sind  dann  Parallelogramme,  welche 
in  einer  Seite  s  übereinstimmen,  während  die  zu  diesen  Seiten  ge- 
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hörigen  Höhen  n^^  n^,  ^  •••  sind.     Daher  ist  der  Mantel 
s  K  +W2  +  W3-I ). 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Der  Mantel  eines  schiefen  Prismas  oder  Gylinders  ist  gleich  dm 
Produkt   des    ümfangs    eines    Normalschnitts 
mit  einer  Seitenkante  hezw.  Seitenstrecke, 

Zusatz,  a)  Ist  der  Normalschnitt  ein 
regelmäfsiges  neck  mit  der  Seite  a,  ist  die 
Seitenkante  s  und  ist  der  Winkel  der  Grund- 
fläche mit  dem  Normalschnitt  a,  so  ist  die 

Oberfläche  wa  s  +  r— -  —  •  cotg  —  1  • 
L     '   2co8a  ®    n  J 

b)  Ist  der  Normalschnitt  eines  schiefen 
Cjlinders  ein  Kreis  mit  dem  Radius  6^  ist  s 
die  Seitengerade  und  a  die  grofse  Halb- 
axe  der  Grundfläche^  so  ist  die  Oberfläche 
2*6  {a  +s). 

6.  Wird  ein  prismatischer  Flächenzug  oder  eine  CyliDderfläcbe 
durch  zwei  nicht  parallele  Ebenen  begrenzt,  so  heifst  der  abgegrenzte 
Raum  ein  schiefabgeschnittenes  Prisma  bezw.  ein  schiefabge- 
schnittener Cylinder. 

In  einem  schiefabgeschnittenen  axialen  2n8eitigen  Prisma  seien 
die  Seiten  eines  Normalschnitts  a^,  %-*«  any  a^,  o^--*  On  and  die 
Seitenkanten  «i,  Sg  " ' '  ^»7  ^n  + 1,  5„  ^  2  •  •  •  Sg  n- 
Alsdaun  ist  der  Mantel  zusammengesetzt  aus 
2n  Trapezen,  von  welchen  der  Inhalt  zweier  gegen- 
überliegenden  den  Wert  ergiebt: 


I  /»,  it,  *j         Ä, 

/     \  /     \ 
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t  +  «. 


+  « 


••-^t^ +  «»•-+ 


=  2*  [«1  +  Sn  + 1  +  «2  +  5»  +  2].  Nun  ist  aber  die 
Axe  m  Mittelparallele  zu  den  Gegenseiten  s^ 
und  5«  +  i,  «2  ^^^  ^»  +  2;  somit  5,  -[-  ««  +  1  =  2w 
=  «2  +  Sn  -h  2-  Daher  ist  der  Inhalt  beider  Tra- 
peze ^  '  4m  =  2 a^m]  ebenso  folgt  für  ein  zwei- 


Fig.  47. 


tes    Paar    gegenüberliegender    Trapeze    2a2m    u.  s.   w.^   daher  der 

Mantel  (2  a^  +  2  «2  H 2  a«)  m  ^^u-m,  wenn  mit  u  der  Umfang 

des  Normalschnitts  bezeichnet  wird,  d.  h.: 

Der  Mantel  eines  schiefabgeschnittenen  axialen  Prismas  oder  Oylk' 
ders  ist  gleich  dem  Prodvikt  seiner  Axe  und  des  Umfangs  des  NormaJschnitts. 
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§.  18.  Pyramide  und  Kegel. 

1.  Wenn  eine  Gerade,  während  sie  in  einem  Punkt  festbleibt, 
auf  einem  Vieleck  hingleitet,  das  nicht  in  einer  Ebene  mit  dem  Punkt 
liegt,  so  entsteht  ein  pyramidaler  Plächenzug.  Der  von  ihm  ein- 
geschlossene pyramidale  Raum  besteht  aus  einem  Eck  und  seinem 
Scheiteleck.  Ist  das  Vieleck  ein  centrisches  und  liegt  der  feste  Punkt  in 
der  Normale  des  Mittelpunkts,  so  ist  der  pyramidale  Flächenzug 
axial  in  Bezug  auf  diese  Normale  als  Axe  (§.  3,  s). 

Der  durch  den  pyramidalen  Flächenzug  und  die  Ebene  des  Viel- 
ecks begrenzte  Raum  heifst  Pyramide,  die  Ebene  heifst  Grund- 
fläche, ihre  Seiten  Grund- 
kanten, die  übrigen  Flächen, 
welche  Dreiecke  bilden,  heil- 
sen  Seitenflächen,  die 
übrigen  Kanten  Seiten- 
kanten,  die  Gesamtheit  der 
Seitenflächen  Mantel,  der 
Abstand  der  Spitze  von  der 
Grundfläche  Höhe. 

Ist  der  pyramidale  Fla- 
chenzug axial,  so  heifst  eine  Ebene  durch  die  Axe  Axenschnitt  und 
insbesondere  der  Axenschnitt^  der  zugleich  die  Hohe  enthält,  Haupt- 
axenschniti    Ist  die  Axe  selbst  normal  zur  Grundfläche,  so  heifst 
die  Pyramide  axial  oder  gerade. 

Ist  die  Grundfläche  ein  regelmäfsiges  Vieleck  und  die  Spitze 
normal  über  der  Mitte  der  Grundfläche,  so  heifst  die  Pyramide  regel- 
mäfsig.  Die  Seitenflächen  derselben  sind  gleichschenkelige  Dreiecke 
(§.  6,  1  b).  Aus  der  Übereinstimmung  der  Kantenwinkel  an  je  zwei 
Ecken  der  Grundkanten  folgt  die  Kongruenz  der  Ecke;  daher  müssen  alle 
Seitenflächen  und  ebenso  alle  Seitenkanten  die  gleichen  Winkel  mit 
der  Grundfläche  bilden. 

Eine  Pyramide,  deren  Grundfläche  ein  Dreieck  ist,  heifst  Tetra- 
eder; sie  wird  von  vier  Dreiecken  begrenzt  und  es  kann  jede  Fläche 
als  Grundfläche  angenommen  werden.  Ist  jede  derselben  ein  regel- 
mäfsiges Dreieck,  so  ist  der  Körper  ein  regelmäfsiges  Tetraeder. 

Aus  §.  15,  3  a  folgt: 

In  einer  Pyramide  ist  jede  zur  Grundfläche  parallele  Schnittfläche 
p.  ö.  mit  dieser  zur  Spitze  als  Ä,-ISinkt.  Beide  Flächen  verhalten  sidi 
zu  einander  wie  die  Quadrate  ihrer  bezüglichen  Abstände  von  der  Spitze, 

Das  letztere  folgt  aus  der  Übereinstimmung  der  Seitenverhältnisse 
mit  dem  der  Strahlen  von  der  Spitze  und  aus  II.  Teil,  §.  25,  6. 

Wird  ein  pyramidaler  Flächenzug  einerseits  der  Spitze  von  zwei 

Lehrbuoh  der  Elementar-Oeomefcrie  III.  4 
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parallelen  Ebenen  begrenzt^  8o  heifst  der  durch  diese  Flächen  begrenzt« 
Raum  ein  Pyramidenstumpf.    Der  Abstand  der  parallelen  Flächen 


Fig.  49  ». 


»g.  49  b. 


heifst  seine  Höhe.  Bei  einem  Pyramidenstumpf  sind  die  Seitenflächen 
Trapeze,  bei  einem  regelmäfsigen  Pyramidenstumpf  Antiparallelo- 
gramme. 

2.  Gleitet  eine  Gerade  (als  Erzeugende)  an  dem  Umfang  eines 
Kreises  (als  Leitlinie)  hin,  während  sie  in  einem  Punkt  aufserbalb 
der  Fläche  dieses  letzteren  fest  bleibt,  so  entsteht  eine  Kegelfläche. 
Dieselbe  kann  als  Grenzgebilde 
eines  pyramidalen  f'lächenzugs 
aufgefafst  werden.  Die  Ver- 
bindungsgerade der  Spitze  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Leitkreises 
wird  Axe  genannt.  Ist  die 
Axe  normal  zur  Ebene  des 
Leitkreises,  so  ist  die  Fläche  eine 
Rot  ationskegelf  lache.  Die 
Erzeugende  heifst  in  jeder  Lage 
Seitengerade  der  Fläche.  Der  ^^8•'"^• 

Teil  des  Raumes,  welcher  durch  die  Kegelfläche  und  die  Ebene  des 
Leitkreises  begrenzt  wird,  heifst  ein  Kegel  (Conus).  Er  heifst  ge- 
rader Kegel  oder  Rotationskegel,  wenn  die  Axe  normal  zur  Ebene 
des  Leitkreises  ist,  im  andern  Fall  schief.  Die  Bezeichnungen  Grund- 
fläche, Höhe,  Axenschnitt,  Hauptaxenschnitt  sind  leicht  von  der  Py* 
ramide  auf  den  Kegel  zu  übertragen.     Ebenso  folgt: 

Jeder  Schnitt  parallel  der  Grundfläche  eines  Kegels  ist  ein  Kreis, 
welcher  mit  der  Grundfläche  p,  ö.  ist  zur  Spitze  des  Kegels  als  Ä-Punit 

Der  zwischen  zwei  parallele  Ebenen  fallende  Teil  des  Kegels 
heifst  Kegelstumpf. 

3.  Wird  der  Mantel  einer  regelmäfsigen  wseitigen  Pyramide  in 


§.  18.  51 

eine  Ebene  abgewickelt,  so  entstehen  n  gleichschenkelige,  kongruente 
Dreiecke,  deren  Grundkanten  einander  gleich  sind.     Ist  h  die  Höhe 

eines  dieser  Dreiecke  zur  Grundkante  a,  so  ist  der  Flächeninhalt  ^- 

und  die  ganze  Mantelfläche  -  ~  =  — -  •  Ä.     Daraus  folgt: 

Der  Mantel  einer  regelmäfsigen  Pp-amide  oder  eines  geraden  Kegels 
ist  gleich  dem  Produkt  des  halben  Umfanges  seiner  Grundfläche  mit  der 
Höhe  eines  Seitendreiecks,  hezw.  einer  Seitenstrecke, 

FQr  den  Kegel  folgt  dies  auch  daraus,  dafs  der  abgewickelte 
Mantel  einen  Sektor  bildet,  dessen  Radius  gleich  der  Seitenstrecke 
und  dessen  Bogen  gleich  dem  Umfang  der  Grundfläche. 

Znsatz.  a)  Von  einer  regelmäfsigen  nseitigen  Pyramide  mit  der 
Grundkante  a  und  der  Seitenkante  s  ist  die  Oberfläche: 


[>/»•- (lf+^«'.^]■ 


b)  Von  einem  geraden  Kegel  mit  dem  Radius  r  und  der  Seiten- 
strecke s  ist  der  Mantel  nrs, 

4.  Sind  in  einem  regelmäfsigen  nseitigen  Pjramidenstumpf 
a,    und  a^   die  Seiten   der  Grundfläche,   p  die  Höhe  eines  Trapezes 

des     Mantels,     so    ist    der     Inhalt    eines     solchen    ^*-y-*.  jP  und 

der  gan^e  Mantel  n  •    -  -  "^  «p  =      ^     — -  - p,  wobei  na^  und  na^ 

die  Umfange  der  Grundflächen  sind.  Der  Mantel  des  geraden  Kegel- 
stnmpfs  kann  ebenfalls  in  elementare  Trapeze  zerlegt  werden.  Statt 
der  Seiten  können  auch  die  Mittelparallelen  der  Trapeze  in  Rechnung 
gezogen  werden,  welche  -zusammen  den  Umfang  des  Schnitts  der 
Mittelparallelebene  zu  den  Grundflächen  bilden. 

Der  Mantel  eines  regelmäfsigen  Pyramidensttimpfes  oder  eines  ge- 
raden Kegelstumpfes  ist  gleich  dem  Produkt  des  arithmetischen  Mittels 
der  Umfange  der  GrundfläcJien  (oder  des  Umfangs  des  Mittelparallel- 
schnitts) mit  der  Höhe  einer  Seitenfläche  j  hezw.  mit  einer  Seitenstrecke, 

Zusatz.  Sind  r^  und  r^  die  Radien  der  Grundflächen,  s  die 
Seitenstrecke  eines  geraden  Kegelstumpfes,  so  ist  der  Mantel 
=  :;r  (r,  +  r,)  s,  oder,  wenn  q  der  Radius  des  mittleren  Schnittes  ist, 

=  27CQS. 

5.  Während  in  einem  Kegel  die  der  Grundfläche  nicht  paral- 
lelen Schnittebenen  Kurven  (die  sog.  Kegelschnitte)  ergeben,  deren 
Eigenschaften  in  dem  III.  Abschnitt  abgeleitet  werden  sollen,  ist  in 
einem  schiefen  Kegel  stets  noch  eine  Lage  der  Ebene  vorhanden,  in 
welcher  der  Schnitt  wiederum  ein  Kreis  ist.  Um  diese  Lage  kurz  zu 
bezeichnen,   wollen    wir   zwei  Ebenen    antiparallel   zu  2  Strahlen 

4^ 
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eines  Punktes  nennen,  wenn  sie  auf  der  Ebene  dieser  Strahlen  normal 
stehn  und  wenn  ihre  Schnittgeraden  mit  dieser  Ebene  antiparallel  zu 
den  beiden  Strahlen  sind.     Wir  behaupten  nun: 

Jede  Schnittä)€ne  eines  schiefen  Kegels,  welche  mit  der  Gmndflädu' 
antijparallel  ist  m  den  Seitengeraden  des  Hauptcujceuscfmiäes,  ergiebt  mm 
Kreis  als  Schnittlinie, 

Sind  nämlich  SB^A  und  SA^B  die  beiden  genannten  Seiten- 
geraden, AB  und  A^B^  die  antiparallelen  Schnittgeraden  der  Grund- 
fläche und  der^chnittebene  mit  der  Axenebene,  sodafs  <^  SAB  =  SA^B^^ 
und  legt  man  durch  einen  Punkt  Y  der  frag- 
lichen Schnittlinie  eine  Ebene  parallel  zur 
Grundfläche,  welche  die  Seitengeraden  SA  und 
SB  in  A^  und  B^  treffe,  so  ist  die  Schnitt- 
linie dieser  Ebene  mit  dem  Kegel  ein  Kreis 
(2);  die  Schnittgerade  XY  der  zur  Grundfläche 
parallelen  und  der  antiparallelen  Ebene  ist  nor- 
mal zur  Ebene  SAB  (§.  5,  i'  und  §.  4,  3e) 
und  somit  KY  normal  zu  A^B^  und  zu  A^B^, 
Die  Ordinate  XY  des  Durchmessers  A^B^  giebt 
die  Gleichung  XT  =  A^X-  XB^  =  A^X-  XB, ; 
das  letztere  folgt  daraus,  dafs  Aj^B^  antiparallel  B^A^  (Teil  II  §.  8,  i). 
Daher  ist  jeder  Punkt  Y  der  Schnittlinie  ein  Punkt  des  um  A^B^ 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  (Teil  II  §.  9,  3  c). 

§.  19.  Die  Kugel  nnd  andere  Rotationsflächen. 

1.  Eine  Ebene  teilt  eine  Kugelfläche  in  2  Teile,  deren  jeder 
Kugelhaube  genannt  wird.  Der  durch  die  Haube  und  die  Schnitt- 
ebene  begrenzte  Körper  heifst  Kugelabschnitt 
oder  Segment.  Unter  der  Höhe  der  Haube 
oder  des  Kugelabschnitts  versteht  man  die  Nor- 
malstrecke von  dem  Mittelpunkt  der  Grund- 
fläche (d.  i.  des  Schnittkreises)  bis  zur  Haube. 
—  Zwei  parallele  Ebenen  begrenzen  auf  der 
Kugelfläche  eine  zwischen  ihnen  liegende  Kugel- 
zone;   der  entsprechende  Körperteil  der  Kugel  Kg.  52. 

heifst  körperliche  Zone;  der  Abstand  beider  parallelen  Ebenen 
oder  Grundflächen  heifst  die  Höhe  der  Zone. 

Wie  die  Kugel  durch  Rotation  eines  Halbkreises  um  einen  Durch- 
messer entsteht,  so  erhält  man  einen  sich  an  die  Kugel  anschliefsen- 
den  Rotationskörper,  wenn  ein  den  Halbkreis  berührender  Geraden- 
zug um  denselben  Durchmesser  rotiert.  Letzterer  Körper  besteht 
alsdann  aus  Kegeln,  bezw.  Kegelstumpfen  oder  Gjlindem,  deren  Mantel- 
flächen sich  um  so  mehr  an  die  Kugel  anschlief sen ,  je  kleiner  die 
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Seiten    derselben    angenommen    werden.     Ist    s^    eine    Seite    eines 

solchen  Mantels^  q^  der  Radius  des  mittleren  Schnittkreises^  so  ist  der 

Mantel  2ä(>iSi  (§.  18,  4,  Zusatz).     Auch  för  den  Fall,  dafs  der  Kegel 

zu  einem  ebenen  Kreis   abgeflacht  ist,  gilt  diese 

Formel.     Zieht  man  von  einem  Grenzpunkt  von 

s^    die    Höhe    h^    des   Zonenelementes    und    den 

Kugelradius    r   nach   dem    Endpunkt    des    (nach 

dem  Berührungspunkt  von  $  gezogenen)  Radius  Q^y 

so  entstehen  zwischen  s^  und  h^,  bezw.  r  und  q^ 

ähnliche  Dreiecke,  da  die  Seiten  dieser  Dreiecke 

paarweise    zu    einander   normal    sind;    daher  ist 

5^  :  Äj  =  r  :  (>i  oder  q^  s^  =  rh^.    Folglich  ist  die 

Fläche    des   Zonenelementes   =»   2xr  •  h^ ;    für    ein    zweites,    dessen 

Hohe  h^,   ist  sie  =27cr»h^  u.  s.  w.,  also  für  die  ganze  Zone  oder 

Haube  27tr  (Äj  +  Ag  +  ••••)  "^  23trA,  wenn  h  die  Höhe  der  Haube 

oder  Zone  ist.    Somit: 

H=27trh. 

Der  Flächeninhalt  einer  Haube  oder  Zone  ist  gleich  dem  Produkt 
des  Umfangs  eines  Hauptkreises  mit  der  Höhe  dersdbcfi. 

Diese  Fläche  ist  also  gleich  dem  Mantel  eines  Cylinders  von 
gleicher  Höhe,  dessen  Radius  gleich  dem  Kugelradius  ist. 

Zusatz,  a)  Ist  s  die  Sehne  vom  Umfang  der  Grrundfläche  einer 
Haube  bis  zum  Endpunkt  der  Höhe,  so  ist  s^  »=  2rh,  folglich  die 
Oberfläche  der  Haube  =  äs*,  d.  i.  gleich  dem  Inhalt  eines  Kreises, 
dessen  Radius  s  ist. 

b)  Ist  Q  der  Radius  der  Grundfläche  der  Haube,  so  ist  q^  -j-  h^ 
=  s*,  folglich  der  Inhalt  der  Haube  ä  ((>*  +  A"). 

2.  Die  gesamte  Oberfläche  0  der  Kugel  ist  zusammengesetzt  aus 
Hauben  oder  Zonen,  deren  Gesamthöhe  2r  ist;  daher  ist  0  =  2iir'2r 
oder 

O  =  4^r^ 

Die  Oberfläche  einer  Kugel  ist  viermal  so  grofs  als  die  Fläche  eines 
Hauptkreises, 

3*  Wird  eine  Kugelfläche  von  einem  Keil  durchschnitten,  dessen 
Kante  durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  begrenzt  dieser 
auf  der  Kugeloberfläche  ein  sphärisches  Zweieck. 
Der  Winkel  des  Keils  heifst  Winkel  des  sphä- 
rischen Zweiecks;  er  ist  zugleich  der  Winkel  der 
Tangenten  in  den  Schnittpunkten  der  beiden  Haupt- 
kreise, die  das  Zweieck  begrenzen.  Es  ergiebt  sich 
sofort,  dafs  zu  gleichen  Winkeln  auch  gleiche  sphä-  s^g.  m. 

rische  Zweiecke  einer  Kugel  gehören,  woraus  dann  weiter  folgt: 
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Ein  sphärisches  Dreieck  verhält  sich  zur  Kugeldberfläche^  wie  sein 
WinJcel  m  4R, 

Ist    a    der    Winkel,    so    ist    die    Oberfläche    Z    des    Zweiecks: 

Z  =  -ji 4arr*  oder 

Z  =  Ar*  arc  cc.. 

4.  Drei  Hauptkreise  einer  Kugel,  die  einander  in  den  3  Punkten 
ABC  und  den  diametralen  Punkten  A^B^C^  schneiden,  bestimmen  8 
sphärische  Dreiecke   auf  der  Kugel,  von  ^ 

welchen  je  zwei  z.  B.  ABC  und  A^B^Cy,  y^0f^\     ^^\ 

diametral  sind.    Dem  sphärischen  Dreieck         /V  1  \   \  \ 

ABC  entspricht   am  Mittelpunkt  0  der       /(  /...l- ■V-''^A.i^^     \ 
Kugel  ein  Dreikant  0(^.4  jB  (7);  errichtet  man      e:^^J^^-^A    \ .   \  '^     S 
zu    2    Kantenwinkeln   AOB    und   BOG  ^¥  r\^^ 
desselben  die  Winkelhalbierenden  Normal-       y^*^«*^^^!^ 
ebenen,  welche  einander  in  dem  Durch-       \        ^\   \    I  /./ 
messer  MOM^  schneiden  mögen,  so  ist  \.  \  \  'tj/^ 

^  AOM=BOM=  COM  (§.  10,  la').  ^ -^^ 

Das  sphärische  Dreieck  AMB  ist  daher  Fig.  55. 

in  sich  symmetrisch  (§.  9,  4  b)  und  als  solches  kongruent  dem 
diametralen  Eck  A^M^B^  (§.  14,  3);  ebenso  ist  BMC^ B^M^C^ 
und  CMA?^C^MyAy  Die  beiden  diametralen  Dreiecke  ABC  und 
A^B^C^  bestehu  somit  aus  kongruenten  Teilen,  woraus  folgt: 

a)  Sphärische  Scheiteldreiecke  sind  inlialtsgleidh. 

Sind  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  bei  J.,  if,  C  der  Reihe 
nach  a,  /3,  y,  und  nehmen  wir  dieses  Dreieck  mit  je  einem  an  einer 
Seite  angrenzenden  zusammen  zu  einem  sphärischen  Zweieck,  so  folgt 
wenn  r  der  Kugelradius  ist: 

ABC+BCA,  =  2r2arca 
BCA  +  CAB,  =  2r''2Lrcß 
CAB  +  ABC,  =  2r^iiTCy. 

Die  Addition  ergiebt  [mit  Berücksichtigung,  dafs  BCAi  s=-BiC,i 
und  dafs 

GAB  +  B^C,A  +  CAB^  +  ABC,  =  2%r^ 

nämlich  gleich  der  Halbkugel]  für  die  Oberfläche  den  Wert: 

2 ABC  =  2r«  [arc  («  +  /3  +  y)  -  %\ 
oder 

A  =  r^  arc  (05  +  /?  -f  ^^  —  «K). 

Man  nennt  nun  den  Überschufs  der  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  über  212  den  sphärischen  Excefs  desselben,  woraus  folgt: 
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Fig.  56. 


b)  Der  Inhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  ist 
gleich  dem  Produkt  des  Arcus  des  sphärischen  Exces- 
ses  mit  dem  Quadrat  des  Badius. 

5,  Rotiert  irgend  ein  Geradenzug  AB  CD  um 
eine  Axe  a  und  sind  die  Mitten  der  Strecken  des- 
selben der  Reihe  nach  um  s^,  «g,  s^ . . .  von  der 
Axe    entfernt,   so    ist   die  Rotationsfläche    (§.  18,   4): 

2«5i  .Zb  +  2nSi'BC''{'  2n3^''CD'] 

=  2it  (,<?!  'ÄB+  s^'BC'-\ ). 

Die  Mechanik  lehrt,  dafs  der  Schwerpunkt  des  schweren  Geradenzugs 
ABCD...  von  der  Axe  um  eine  Strecke  8  entfernt  ist,  welche  be- 
stimmt ist  durch  die  Gleichung: 

^  ~  ~"     ÄB  +  BC+GD^ 

Hiernach  ist  die  Oberfläche: 

27is{AB  +  BC+  CD-\ ). 

Da  eine  Kurve  stets  als  aus  unbeschränkt  vielen  und  kleinen  gerad- 
linigen Elementen  zusammengesetzt  betrachtet  werden  kann,  so  folgt  all- 
gemein: 

Der  InJialt  einer  Botationsfläche  ist  gleich  dem  Produkt  der  Länge  der 
Erzeugenden  mit  dem  Weg,  welchen  der  Schwerpu/nkt  derselben  beschreibt 

Der  Satz  gilt  auch  fttr  den  Fall,  dafs  dieser  Weg  kein  vollständiger 
Kreis  ist. 

§.  20.  Vielfläehner,  insbesondere  regelmäfsige  Vielflächner. 

1.  Unter  einem  /"Flächner  (Polyeder)  verstehen  wir  einen  Körper 
d.  i.  einen  allseitig  geschlossenen  Raum^  der  von  /'Ebenen  begrenzt 
ist.  Wir  fassen  im  Folgenden  nur  solche  /"Flächner  ins  Auge,  deren 
Oberfläche  von  einer  Geraden  jeweils  nur  in  2  Punkten  geschnitten 
wird,  die  also  keine  konkaven  Ecken,  d.  i.  keine  solchen^  die  in  den 
Korperraum  hineingewendet  sind,  haben. 

Um  von  einem  solchen  /^Flächner  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Anzahl  seiner  Flächen,  Ecke  und  Kanten  zu  bestimmen,  proji- 
eieren  wir  seine  Flächen  normal  auf  eine  Ebene.  Den  Umrifs  dieser 
Normalprojektion  bildet  ein  Vieleck,  von  welchem  die  Projektionen 
desjenigen  Teiles  der  Flächen,  welcher  der  Projektionsebene  abgewandt 
ist,  eingeschlossen  sind  und  ebenso  die  Projektionen  des  Teiles  der 
Flächen,  welcher  der  Projektionsebene  zugewandt  ist.  Hat  der 
/'Flächner  k  Kanten,  so  bilden  die  Projektionen  des  ersten  und  des 
zweiten  Teils  zusammen  /'Vielecke,  in  welchen  die  Anzahl  der  Winkel  2  Ä- 
ist,  da  jede  Projektion  einer  Kante  2  Vielecken  angehört  und  jedes  Vieleck 
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ebensoviele  Winkel  als  Kanten  hat.  Daher  ist  die  Snmme  aller 
Winkel  der  Projektionen  derFlächen5  =  2/c.2JB-/"-42J  =  (fc  — /^.4«; 
denn  in  jedem  Vieleck  von  p  Winkeln  ist  die  Winkelsumme 
P'2R-4B  (I.  Teil  §.  17,  6). 

Hat  der  /"Flächner  e  Ecke,  so  projiciert  sich  ein  Teil  e^  der- 
selben als  Ecke  des  Umrisses  und  die  übrigen  e^  als  innere  Ecke 
der  Vielecke.  Daher  ist  die  eben  berechnete  Winkelsumme  auch 
gleich  ßg  •  4JB  (um  jeden  Eckpunkt  4jR)  vermehrt  um  die  doppelte 
Summe  der  Winkel  des  Umrisses,  da  diese  ümrifswinkel  erstens  für 
denjenigen  Teil  in  Rechnung  kommen,  welcher  der  Projektionsebene 
femer  liegt  und  zweitens  für  den  näher  liegenden  Teil;  somit  ist 
s  =  68  •  4jB  +  2  (2^1  —  4)li  =  4  (e,  +  e^  —  2)R  =  4{e  —  2)R,  Aus 
beiden  Werten  für  s  folgt:  ifc  —  /*«=  e  — •  2  oder: 

Die  Zähl  der  Kanten  eine^  Vielflächfiers  ist  um  2  Meiner,  als  die 
Summe  der  Zahlen  von  Flächen  und  Ecken  (Euler). 

2.  Regelmäfsig  nennen  wir  einen  /Tlächner,  dessen  Berührungs- 
flächen regelmäfsige  kongruente  Vielecke  und  dessen  Ecke  kongruent 
sind.  Ein  solcher  kann  kein  konkaves  Eck  haben,  da  in  diesem  Fall 
alle  Ecke  konkav  sein  müssten,  was  undenkbar. 

Die  Zahl  der  kongruenten  regelmäfsigen  Vielecke,  die  ein  Eck 
bilden  können,  ist  dadurch  beschränkt,  dafs  die  Summe  der  Kanten- 
winkel s  nicht  422  betragen  darf  (§.  9,  8  a). 

Es  können  ein  Eck  bilden: 

I.  Drei  regelmäfsige  Dreiecke  (s  =  2ü). 


III.    Vier  regelmäfsige  Drei- 
ecke (5=3^  -R). 

V.  Fünf  regelmäfsige  Dreiecke 


IL  Drei  regelmäfsige  Vierecke 
{s  =  31?). 

IV.   Drei  regelmäfsige  Fünf- 
ecke    (S  =      -  JB).  y^«   

Dagegen  kennen  3  regelmäfsige  Sechsecke,  sowie  6  regelmäfsige 
Dreiecke  u.  s.  w.  kein  Eck  bilden,  da  ihre  Winkelsumme  4R  erreicht 

Wird  jedes  Eck  des  /'Flächners  von  p  Flächen  gebildet,  deren 
jede  z  Seiten  oder  Ecke  hat,  so  treten  an  jedem  der  e  Ecke  p  Kan- 
ten zusammen  und  es  ist  pe  =  2k,  da  jede  Kante  von  2  Ecken  be- 
grenzt wird;  ferner  ist  zf  =2k,  da  jede  Kante  2  Flächen  begrenzt 

zf  2k         zf 

Somit  ist  Ä  =  Y,  e=  —  ==  —  und  es  folgt  aus  1: 


p     '    '  2      "^     '  '         2p  —  z  {p  —  t)' 

ergiebt  sich  daher  für  obige  5  Fälle: 
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I.  i)  =  3,  ;8i  =  3;  /  =  4. 
Das  Tetraeder. 


11.  ii  =  3,  ;8f  =  4;  f=&. 

Das  Hexaeder. 
IV.  1)==  3,  i?  =  5;  /•=12. 
Das  Dodekaeder. 


m.  p  =  4,  ^  =  3;  /'=8. 

Das  Oktaeder. 
V.  p  =  5,  ^  =  3;  f=20. 

Das  Ikosaeder. 


Fig.  58 1. 


Fig.  57 1. 


Diese  Körper,  welche  die  Pythagoreischen,  oft  auch  die  Platonischen 
heifäen,  wurden  ihrer  Begelmäfsigkeit  halber  wiederholt  zu  physikalischen 
Hypothesen  benutzt  (Plato,  Kepler). 

3.  Das  Tetraeder  ist  eine  dreiseitige  Pyra- 
mide (Fig.  57 1),  deren  3  Seitenfiächen^  sowie  die 
Grundfläche  regelmäfsige  Dreiecke    sind.     Seine 
Ecke  sind  kongruent  da  die  3  Kan- 
tenwinkel übereinstimmen. 

Das  Netz  des  Körpers  (Fig.  58 1), 
d.  i.   die  Figur,  welche  bei  der  Ab- 
wickelung der  Flächen  in  einer  Ebene 
entsteht^  ist  zusammengesetzt  aus  einem   gleichseitigen   Dreieck  und 
3  weiteren  solchen,  welche  sich  an  die  Seiten  des  ersteren  anschliefsen 

Ist  die   Seitenkante  a,   so   ist  eine   Seiteufläche  y  j/S   und  die 

ganze  Oberfläche  0^  =  a*  |/3. 

Das  Hexaeder  ist  der  Würfel  (Fig.  5711)- 

Das  Netz  (Fig.  58  ii)  besteht  aus  4  ein  Recht 
eck  bildenden  Quadraten  und  zwei 
weiteren  Quadraten,  die  sich  an 
je  eine,  auf  einer  der  beiden  länge- 
ren Seiten  des  Rechtecks  liegenden 
Quadratseite  anschliefsen. 

Ist    die   Kante    a 


Fig.  57  n. 


Fig.  58  n. 

80   ist   die   Oberfläche  Oß 
4,  Das  Oktaeder  (Fig.  57 in)  wird  von  2  quadratischen  Pyra- 
miden gebildet,  deren  Seitenflächen  gleichseitige  Dreiecke  sind  und 
die  mit  ihrer  Grundfläche  beiderseits  dieser  Ebene 
an  einander  gelegt  sind.    Dafs  die  Ecke  derselben 
kongruent  sind,  ergiebt  sich  in  folgender  Weise. 
Eine    Diagonale    des    Quadrats    bildet    mit    den 
beiden   angrenzenden  Seitenkanten  der  Pyramide 
ein  Dreieck,     welches    mit    der    durch    dieselbe 
Diagonale   begrenzten  Hälfte    des  Quadrats  kon- 
gruent ist  wegen  der  Übereinstimmung  der  Seiten. 
Daher  ist  auch  der  Winkel  jener  Seitenkanten  ein 
JB  und  die  Ebene  derselben  bildet  mit  zwei  Seitenflächen  ein  Drei- 
kant,  welches   kongruent   ist   dem  Dreikant   aus   der  quadratischen 


Fig.  57 III. 
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Fläche  und  denselben  beiden  Seitenflächen  (wegen  der  Übereinstimmung 
der  3  Kantenwinkel);  jedes  Eck  des  Oktaeders  ist  aber  aus  2  solchen 
kongruenten  entsprechend  liegenden  Teilen  zusammen- 
gesetzt. 

Das  Netz  des  Oktaeders  (Fig.  58iii)  besteht  aus 
vier  aneinander  angrenzenden  gleichseitigen  Dreiecken 
mit  einem  gemeinsamen  Eck  und  aus  einer  zu  dieser        Fig.  58  m. 
Figur  diametralen  in  Bezug  auf  die  Mitte  einer  nicht  an  dieses  Eck 
angrenzenden  Seite  als  Centrum. 

Die  Oberfläche  ist  Og  =  8  •  ^V^  =  2a^  )/3. 

5.  Wenn  man  an  jede  Seite  eines  regelmäfsigen  Fünfecks  (Fig. 
57  iv)  ein  kongruentes  Fünfeck  so  anschliefst,  dafs  je  2  benachbarte 
derselben  eine  Kante  gemeinsam  haben,  so  ent- 
stehen an  den  Ecken  des  ersteren  Fünfecks 
5  kongruente  Dreikante.  Die  gemeinsame 
Kante  zweier  der  angelegten  Fünfecke  bildet 
mit  2  freien  Kanten  derselben  ein  Dreikant, 
welches  mit  ersteren  Dreikanten  kongruent  ist, 
da  2  Kantenwinkel  und  der  eingeschlossene 
Ebenenwinkel  übereinstimmen  und  überein- 
stimmend auf  einander  folgen.  Daher  ist  der 
Winkel  der  beiden  freien  Seiten  ebenfalls  gleich  ^^*  *'  ''^■ 

dem  Winkel  des  regelmäfsigen  Fünfecks;  es  läfst  sich  somit  der  too 
den  genannten  6  Flächen  teilweise  begrenzte  Raum  durch  eine  zu 
dieser  Zusammenstellung  von  Flächen  kongruente  Gestalt  vollständig 
begrenzen.     Man  erhält  so  das  Dodekaeder. 

Das  Netz  (Fig.  58  iv)  besteht  aus  einem  regelmäfsigen  Fünfeck, 
an  dessen  Seiten  5  weitere  angrenzen 
und   einer  zu  dieser  Figur  diametralen 
in  Bezug  auf  die  Mitte  einer  der  äufse- 
ren  Seiten  als  Centrum. 

Die  Oberfläche  ist 

Oi2  =  12 .  ^' .  cotg  36^  =  15a^  cotg  36\ 

*  Fig.  68  nr. 

6.  Ein  Eck  S,  das  aus  5  kongruenten  Dreiecken  zusammen- 
gesetzt ist,  wird  durch  eine  regelmäfsige  58eitige  Pyramide  SABCE 
(Fig.  57  v)  erhalten,  deren  Seitenkanten  den  Grundkanten  gleich  sind. 
Eine  Diagonale  AC^  welche  ein  Eck  A  der  Grundfläche  mit  dem 
zweitnächsten  C  verbindet,  bildet  mit  den  anschliefsenden  Seiten  ein 
Dreieck  ABC,  welches  dem  Dreieck  ASC  aus  derselben  Diagonale 
und  den  anschliefsenden  Seitenkanten  SA  und  SC  kongruent  ist 
Daraus   folgt,   dafs   das  Dreikant   an   dem  Eck  B   der  Grundfläche 
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Fig.  57  V. 


koDgruent  ist  dem  an  der  Spitze  S  liegenden  Dreikant  dreier  auf- 
einander folgenden  Seitenkanten.  Letzteres  macht  einen  Teil  des 
5  kantigen  Ecks  an  der  Spitze  aus;  indem 
wir  an  das  Dreikant  an  der  Grundfläche  den 
übrigen  Teil  des  5  kantigen  Ecks  anlegen, 
erhalten  wir  zu  dem  Eck  JS  der  Grundfläche 
als  Spitze  wiederum  eine  öseitige  regelmäfsige 
Pyramide,  von  deren  Grundfläche  ASCE^D^ 
drei  Punkte  mit  den  Punkten  ASC  der 
ersten  Pyramide  zusammenfallen,  während  ^K 
die  beiden  weiteren  Punkte  E^D^  eine  Seiten- 
strecke bestimmen,  welche  mit  der  gemein- 
samen Diagonale  AC  der  Grundflächen  beider 
Pyramiden  parallel  ist  und  somit  auch  parallel  und  gleich  einer  Grund- 
kaute ED  der  ersteren  Pyramide.  Diese  beiden  Seiten  liegen  diametral 
zum  Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  der  Grenzpunkte  DD^  und 
EE^,  Ein  regelmäfsiges  Fünfeck  D^E^A^B^G^,  das  in  Bezug  auf  dieses 
Centrum  diametral  zu  der  Grundfläche  der  ersten  Pyramide  ist,  be- 
stimmt also  durch  seine  Seiten  und  Ecken  im  Verein  mit  den  Ecken 
und  Seiten  der  ersten  Grundfläche  10  Flächen,  welche  an  den  Ecken 
der  ersten  Grundfläche  mit  den  Seitenflächen  der  ersten  Pyramide 
kongruente  5  kantige  Ecke  bilden.  Der  Körper  wird  geschlossen 
durch  eine  der  ersten  in  Bezug  auf  dasselbe  Centrum  diametrale 
Pyramide,  welche  mit  dieser  auch  kongruent  ist,  da  bei  der  Gleich- 
heit der  Winkel  deren  Reihenfolge  nicht  in  Betracht  kommt.  Der 
Körper  ist  somit  von  20  kongruenten  regelmäfsigen  Dreiecken  be- 
grenzt, er  ist  das  Ikosaeder. 

Die   10  mittleren  Dreiecke  bilden,  wenn  sie  an  einer  Seite  von 
einander  getrennt  und  iu  die  Ebene   abgewickelt  werden  (Fig.  58  V), 
zusammen  ein  Parallelogramm,  da  je  3  an  einem 
Eck      zusammen  stofsende     Winkel      zusammen 

2 

3  •  —  J2  =  2-B  betragen;  je  5  Dreiecke  an  jeder 

längeren  Seite  des  Parallelogramms,  ange- 
schlossen an  je  eine  Dreieckseite,  vervollständigen 
das  Netz  des  Körpers. 

Die  Oberfläche  desselben  ist  O^o  =  20  •  ^  ")/ 3  =  5a^  j/3. 

Anmerkung.  Halbregelmäfsige  (oder  Archimedische)  Körper  heifsen 
die,  welche  bei  gleichen  Kanten  und  kongruenten  Ecken  von  regelmäfsigen 
Vielecken  verschiedener  Art  umgrenzt  sind. 


Fig.  68v. 
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Sechstes  Kapitel. 
Die  Kubikinhalte  der  Körper. 

§.  21.  Volnmen-fileichheit. 

.1.  Unter  dem  Kubikinhalt  oder  Volumen  eines  Korpers 
versteht  man  die  Gröfse  des  von  seinen  begrenzenden  Flächen  ein- 
geschlossenen Raumes.  Die  Volumen  zweier  Körper  heifsen  gleich, 
wenn  sie  entweder  als  Ganze  oder,  geteilt  durch  irgend  welche 
Flächen,  mit  ihren  Teilen  so  zur  Deckung  gebracht  werden  können, 
dafs  je  ein  Teil  des  einen  Körpers  einen  Teil  des  anderen  deckt. 

Die  Summe  und  Differenz  solcher  Gröfsen  sind  in  ähnlicher 
Weise  zu  erhalten  wie  im  I.  Teil  §.  45  für  die  ebenen  Flächen  an- 
gegeben wurde. 

2.  Wenn  zwei  gerade  Prismen  kongruente  Grundflächen  und 
gleiche  Höhen  haben,  so  sind  sie  kongruent  und  haben  somit  gleiche 
Volumen.  Wenn  von  zwei  geraden  Prismen  die  Höhen  überein- 
stimmen und  die  Grundflächen  einander  gleich  sind,  so  lassen  sich 
ihre  Grundflächen  in  paarweise  kongruente  Teile  zerlegen  (I.  TeD, 
§.  45,  2)  und  über  diesen  je  Paare  von  kongruenten  Prismen  er- 
halten; daher  sind  auch  die  Summen  dieser  Prismen,  d.  i.  die  Volumen 
der  beiden  ursprünglichen  Prismen  einander  gleich.  Auch  für 
gerade  cylindrische  Körper  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  gilt 
dasselbe,  indem  man  ihre  Grundflächen  als  aus  unbeschränkt  kleinen 
geradlinig  begrenzten  Flächenteilen  zusammengesetzt  ansehen  kann. 
Daraus  folgt: 

Gerdde  Prismen  und  Cylinder  von  gleicher  Grundfläche  und  Hohe 
sind  inhaltsgleich. 

3.  Gesetzt  es  lassen  sich  zwei  Körper  so  zwischen  zwei  parallele 
Ebenen  legen,  dafs  jede  beliebige  weitere  parallele  Ebene  in  dem 
einen  Körper  eine  Schnittfläche  von 
demselben  Flächeninhalt  wie  in 
dem  andern  Körper  giebt  und  den- 
ken wir  durch  beide  so  gelegte 
Körper  unzählig  viele  solche  Ebenen 
gelegt  und  zwischen  je  zwei  auf- 
einander folgenden  Ebenen  auf  jede 
Schnittfläche  ein  gerades  Prisma 
(bez.  Cylinder)  errichtet,  so  sind  je 

zwei    solche    Prismen    der    beiden  _,    ^^ 

flg.  59. 

Körper  zwischen  denselben  Schnitt- 
ebenen einander  gleich,  da  sie  gleiche  Grundfläche  und  gleiche  Höhe 
haben.     Somit  ist  auch  das  Gesamtvolum  dieser  Prismen  bei  beiden 
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Körpern  das  gleiche.  Der  Unterschied  zwischen  einem  solchen  Prisma 
und  dem  mit  ihm  zwischen  einerlei  Schnittebenen  liegenden  Korperteil 
wird  unbeschränkt  klein  im  Verhältnis  zu  dem  Vohim  des  Prismas  oder 
Körperteils,  sobald  die  Schnittebenen  unmefsbar  nahe  zusammen- 
rücken; der  Unterschied  hat  dann  auch  bei  der  Addition  der  Prismen 
bez.  Körperteile  keine  Bedeutung.  Es  stimmen  in  diesem  Fall  die 
Volumen  der  Körper  mit  dem  Gesamtvolumen  ihrer  Prismen  überein 
und  somit  auch  unter  sich.  Dies  ist  der  Satz  von  Cavalieri  (f  1647): 

Zwei  auf  eine  Ehern  gelegte  Körper,  in  weldien  jede  parallele 
Ebene  ein  Paar  inhaltsgleiche  Schnitt/locken  ergiebt,  haben  gleicJies 
Volumen. 

4,   Solche  Cavalieri'sche  Körper  sind  Cylinder  und  Prismen  von 
gleicher  Gnmdfläche  und  Höhe,  da  jede  zur 
Grundfläche  parallele  Schnittfläche  mit  dieser 
p.  t  ist;  d.  h.: 

a.  Prismen    und   Cylinder    von  gleicher 
(trund fläche  und  Höhe  haben  gleiches  Volumen. 

Ferner  sind  solche  Körper  Pyramiden 
und  Kegel,  da  hier  die  Schnittflächen  sich 
verhalten  wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände 
von  der  Spitze  (§.  18,  i)  und  da  diese  Ab- 
stände bei  gleicher  Höhe  der  Körper  für 
eine  Schnittebene  parallel  der  Grundfläche  in  beiden  ebenfalls  ein- 
ander gleich  sind;  somit  gilt: 

b.  Pyramiden  und  Kegel  von  gleicher 
Grundfläche  und  Höhe  haben  gleiches  Vo- 
lumen. 

Zusatz.  Auch  Pyramiden  und  Kegel- 
stumpfe von  gleicher  Grundfläche  und 
Höhe  sind  Gavalieri'sche  Körper. 

6.  Zur  Vergleich ung  der  Volumen  von  Prismen  und  Pyramiden 
bietet  die  Zerlegung  eines  dreiseitigen  Prismas  ABC AiB^C^  in  drei 
Pyramiden  den  Weg. 

Eine  Schnittebene  von  r^^- — ^ — —^  r^*^;^- — ^ — _^^ 
einem  Eck  A  nach 
einer  Diagonale  BC^ 
der  gegenüberliegen- 
den Seitenfläche  und 
eine  Schnittebene  nach 
der  dem  Eck  gegen- 
überliegenden Kante 
B^G^  der  anderen  Grundfläche  zerlegt  das  Prisma  in  drei  Pyramiden. 
Von  zweien  derselben  ist  das  erste  Eck  A  die  Spitze,  während  ihre  Grund- 
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flächen  BCC^  und  BB^^C^  die  beiden  Hälften  der  Seitenfläche  sind; 
beide  haben  daher  gleiches  Volumen.  Von  einer  dieser  beiden 
Pyramiden  kann  aber  auch  die  dem  Eck  A  zugehörende  Grundfläche 
ABC  des  Prismas  als  Grundfläche  und  ein  Eck  C^  der  gegenüber- 
liegenden Grundfläche  als  Spitze  angenommen  werden;  diese  Pyramide 
stimmt  daher  in  Grundfläche  und  Höhe  mit  der  dritten  Pyramide 
überein,  welche  ihre  Spitze  A  in  dem  ersten  Eck  und  als  Grund- 
fläche die  gegenüberliegende  Grundfläche  A^B^C^  des  Primas  hat. 
Es  ist  also  das  Prisma  in  drei  inhaltsgleiche  dreiseitige  Pyramiden 
zerlegt.  Umgekehrt  kann  jede  dreiseitige  Pyramide  zu  einem  drei- 
seitigen Prisma  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  ergänzt  werden, 
welches  das  dreifache  Volumen  hat. 

Es  folgt  hieraus  allgemein: 

Das  Volumen  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  ist  der  dritte  Teä 
des  Volumen  eines  Prismas  oder  Oylinders  von  gUieher  Grundfläche 
und  Höhe. 

Denn  die  Pyramide  kann  stets  in  dreiseitige  Pyramiden  zer- 
legt werden,  indem  man  die  Grundfläche  in  Dreiecke  zerlegt  mid 
von  deren  Seiten  Ebenen  nach  der  Spitze  legi  Die  •  Volumen 
dieser  dreiseitigen  Pyramiden  sind  ein  Drittel  der  Volumen 
dreiseitiger  Prismen  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe;  das 
Gesamtvolumen  solcher  dreiseitiger  Prismen  läfst  sich  aber  zu 
einem  einzigen  Prisma  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  ver- 
einigen. 

§.  22.  Volumen  von  Prisma,  Cylinder,  Pyramide  und  Kegel. 

1.  Als  Mafs  des  Kubikinhalts  oder  Volumen  wird  am  besten 
ein  Würfel  gewählt,  dessen  Kante  gleich  der  Längeneinheit  ist  Ist 
die  Kante  eines  Würfels  a  Längeneinheiten,  so  enthält  die  Grand- 
fläche a^  Flächeneinheiten  und  man  kann  auf  dieselbe  a^  Würfel- 
einheiten setzen.  In  den  ganzen  Würfel  gehen  dann  a  solcher 
Schichten  übereinander,  also  a^  Kubikeinheiten.  Teilt  man  die 
Würfelkante  in  n  gleiche  Teile  und  konstruiert  zu  diesem  Teil  als 
Kante  den  Würfel,  so  gehen  w*  solcher  Würfelchen  in  die  Würfel- 
einheit;  eines  derselben  ist  also  -g  der  Volumeneinheii 

2.  Gesetzt  es  gehen  auf  die  Grundfläche  eines  geraden  Prismas 
^Flächeneinheiten,  so  kann  man  auf  dieselbe  ^Kubikeinheiten  setzen 
und  wenn  auf  die  Höhe  A Längeneinheiten  gehen,  so  kann  man  in 
das  Prisma  h  solcher  Schichten  übereinander  legen;  also  enthält  das 
Prisma  gh  Kubikeinheiten.  —  Ist  die  Grundfläche  nicht  in  eine  An- 
zahl ganzer  Quadrateinheiten  zerlegbar,  so  kann  man  sie  in  eine  An- 
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zahl  kleinerer  Quadrate  zerlegen,  deren  Seite  =  -  der  Längeneinheit 
ist;  der  Rest,  welcher  hierbei  am  Umfang  der  Fläche  möglicherweise 
übrig  bleibt,  ist  um  so  kleiner,  je  kleiner  -    angenommen  wird,  kann 

also  bei  unbeschränkt  kleinem  —  kleiner  als  irgend  eine  mefsbare  Gröfse 

angenommen,  bezw.  vernachlässigt  werden.     Das  Quadrat  zu       der 


n 


Längeneinheit  ist  dann  ^  der  Flächeneinheit;  wenn  p  solcher  Qua- 
drate  in  die  Grundfläche  gehen,  so  ist  deren  Inhalt  g=  \  und  es 
gehen  auf  die  Grundfläche  j)  Würfel,  deren  Kante  -  der  Längen- 
einheit und  deren  Inhalt    r  der  Kubikeinheit  ist.  Ist  die  Höhe  des  Prismas 

A==g-— ,  so  gehen  q  solcher  Schichten  übereinander,  somit  q-p 
solcher  Würfelchen  in  das  ganze  Prisma.    Daher  ist  der  Kubikinhalt 

«•p^.=(«-i)(i'i)-*<7. 

Ein  schiefes  Prisma,  das  dieselbe  Grundfläche  g  und  Höhe  h  hat, 
hat  auch  dasselbe  Volumen.  Ein  Gylinder  ist  als  besonderer  Fall 
des  Prismas  aufzufassen. 

Indem  wir  für  die  Multiplikation  der  Mafszahlen  von  Strecken 
und  Flächen,  die  im  H.  Teil  §.1,7  eingeführte  Ausdrucksweise  ge- 
brauchen, ergiebt  sich  für  die  abgeleitete  Beziehung  folgender  Satz: 

Das  Volumen  eines  Pristnas  oder  Cylinders  ist  gleich  dem  Produkt 
seiner  Grundfläche  und  Höhe. 

Zusatz.  Der  Inhalt  eines  Quaders,  dessen  an  einem  Eck  zu- 
sammenstofsende  Kanten  a,  b,  c  sind,  ist  abc;  der  Inhalt  eines  Würfels, 
dessen  Kante  a,  ist  a'.  Das  Volumen  eines  Prismas  von  der  Höhe  A, 
dessen  Grundfläche  ein  regelmäfsiges  neck  mit  der  Seite  a  ist,  be- 
trägt — -  —  cotg  — ;  das  Volumen  eines  Cylinders,  dessen  Grundfläche 

ein  Kreis  mit  dem  Radius  r  und  dessen  Höhe  h  ist,  nrr^A;  ist  die  Grund- 
fläche eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  bj  so  ist  das  Volumen  stabh. 

8.   Aus  2  und  §.  21,  ö  folgt: 

Das  Volumen  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  ist  ein  Drittel 
des  Produkts  aus  Grundfläche  und  Höhe. 

Zusatz.     Von   einer  nseitigen    regelmäfsigen  Pyramide  mit  der 

Grundkante  a  und  Höhe  h  ist  das  Volumen  -   ^  ~  ^^^S   „  >  ^^^  einem 

TT       1  nr^h 
Kegel  -^- 
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4.  Der  Inhalt  eines  Pyramiden-  oder  Kegelstumpfes  (Fig.  49 
und  50)  ist  die  Differenz  zweier  von  den  Grundflächen  begrenzten 
Korper.  Ist  G  der  Inhalt  der  gi-öfseren  Grundfläche,  g  der  der  kleineren 
und  h  der  Abstand  beider,  während  die  kleinere  um  x  von  der  Spitze 

entfernt   sei,    so    ist   der   Inhalt   des   Stumpfes    V=         33 
—  l  [<?A  +  {G  —  9)i^l     Nun    ist  (§.  18,  1):  (h  +  xf  :x-==G  :g 

-*«'  '4"  =  ^'  1=  -^A  '^iV~G-V9l-hVg,  woraus 
durch  Multiplikation  mit  (]/(?  +  Yg)  folgt:  x (G  —g)  =  h  (YGg  +  g) 
Dies  oben  eingesetzt  ergiebt:   V=  j[Gh-\-h (YGg  +  g)]  oder 

Zusatz.  Für  den  Kegel,  dessen  Grundkreise  die  Radien  r^  und 
r^  haben,  ist  V=''f  [^1*  +  n*"»  +  V]- 

5*  Zur  Berechnung  eines  schief  abgeschnittenen  drei- 
seitigen Prismas  ABCA^B^C^^  dessen  Kanten  JL^i 
=  a,  BB^'^bj  CCi  =  c  seien,  zerlegen  wir  dasselbe 
durch  eine  Ebene  von  einem  Eck  A  nach  der  gegen- 
überliegenden Kante  BiC^  in  eine  vierseitige  und  eine 
dreiseitige  Pyramide.  Die  Spitze  der  ersteren  ist  in  dem 
Eck  A  und  die  Grundfläche  ist  die  gegenüberliegende 
Seitenfläche  BCC^By,  Die  Spitze  der  dreiseitigen  Py- 
ramide sei  JBi,  ihre  Grundfläche  AA^C^,  Im  Normal- 
schnitt A^B^C^  =  ^  sei  \  die  Höhe  zu  B^C^,  \  die  zu 
C^A^.    Die  vierseitige  Pyramide  hat  nun  das  Volumen  ^-  ^- 

^^'  •  Äft  4  =  '4-^  •  ^,   die  dreiseitige  ?--p*  •  ^3^  =  J  •  J; 

daher  ist  das  Volumen  des  Körpers  F  =  ~  - -«""^  '  -^' 

3 

Das  Volumen  eines  schief  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas  ist 
gleich  dem  Produkt  des  Norfnalschnitts  mit  dem  arithmetischen  MitM 
der  Seitenkanten, 

6.  Sind  Sj,  Sg  *  *  '  «»»  «n  +  i  •  •  •  5««  (Fig.  47)  die  Seitenkanten  eines 
schief  abgeschnittenen  axialen  Prismas,  so  wird  der  Korper 
mittels  Ebenen  von  der  Axe  m  nach  den  Seitenkanten  in  n  Paare 
dreiseitiger    Prismen    zerlegt.      Die    Prismen    an    zwei    axialsymme- 

trischen  Seitenflächen  ergeben  zusammen  den  Inhalt  J^  •  -—-3"  """ 
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=  2^i-f»,  wobei  ^^  der  Inhalt  des  Normalschnitt^  vod  beiden 
dreiseitigen  Pyramiden;  für  ein  zweites  Prismenpaar  folgt  ebenso 
2^2 -w  ^'  8.  w.  Da  (2^i  +  2zi2H 2zi,)  =  f,  dem  Flächen- 
inhalt des  Normalschnitts  ist;  so  ist  der  Gesamtinhalt  s=^m*  f. 

Dctö  Volumen  eines  sdiief  abgeschnittenen  axialen  Prismas  bejstv.  eines 
Cylinders  ist  gleich  dem  Produkt  des  Normalschnitts  mit  der  Axe. 

7.  In  zwei  ähnlichen  dreiseitigen  Pyramiden,  in  welchen  a^ 
und  Og  entsprechende  Kanten  sind;  verhalten  sich  die  entsprechenden 
Grondfiächen  wie  a^^:a^  und  die  Höhen  wie  a^ia^^  daher  die  In- 
halte wie  a^ia^.  Ahnliche  Körper,  welche  von  irgend  welchen 
Ebenen  begrenzt  sind,  lassen  sich  durch  Schnittebenen  in  ähnliche 
dreiseitige  Pyramiden  zerlegen ,  deren  Volumverhältnis  mit  dem  der 
dritten  Potenzen  entsprechender  Kanten  übereinstimmt.     Daher  folgt: 

Die  Inhalte  ähnlicher  Körper  verhalten  sich  wie  die  dritten  Potenzen 
entsprechender  Strecken. 

§.  23.  Volamen  von  Kngelteflen  und  andern  RotationskSrpern. 

1.  Beschreiben  wir  um  eine  Kugel  einen  Gylinder,  dessen  Mantel 
und  Grundflächen  die  Kugel  berühren,  und  heben  aus  diesem  Cylinder 
einen  Doppelkegel  heraus,  dessen  Spitze  in  den 
Kugelmittelpunkt  fällt  und  dessen  Grundflächen 
mit  denen  des  Cylinders  zusammenfallen,  so  bleibt 
ein  Gavalieri scher  Körper  zur  Kugel  übrig.  Ist 
nämlich  der  Kugelradius  r,  und  wird  parallel  zu 
den  Grundflächen  eine  Schnittebene  gelegt  im  Ab- 
stand e  vom  Mittelpunkt,  so  schneidet  diese  aus 
der  Kugel  einen  Kreis  von  der  Fläche  n  (r*  —  ^) 
und  aus  dem  Körper  einen  Ring  von  der  Fläche 
{jtf^  —  %^  =  Ä  (r*  —  £f*);  denn  auch   der  Radius  *' 

des  Kegelschnitts  ist  z^  weil  die  Seitengeraden  des  Kegels  mit  der 
Axe  einen  Winkel  von  45®  bilden. 

Der  Kubikinhalt  der  Kugel  ist  somit  gleich  dem  des  genannten 

Rest-Körpers  oder  Ä"««  %r^  •  2r  —  «r*  •  -  oder 

wenn  d  der  Durchmesser  der  Kugel. 

Das  Volumen  einer  Kugel  ist  gleich  dem  Produkt  seiner  OberfUiche 
mit  dem  dritten  Teil  des  Radius. 

Zusatz.     Für  ein  körperliches  Zweieck,    dessen   Winkel   a  ist, 

ergiebt  sich  der  Inhalt  -  r*  •  arc  a. 
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2.  Das  Yolumen  eines  Segmentes  von  der  Hohe  h  stellt  sich  in 
dem  zugehörigen  Cavalierischen  Körper  dar  als  die  Differenz  eines 
Cy linders  Jtr^h  und  eines  Kegelstumpfes,  dessen  Radien  r  und  r  —  A 
und  dessen  Höhe  h.     Daher  ist: 

2;  =  Är«A-^[r»  +  r(r  — Ä)  +  (r-A)T=Är«A  — ^(3r«  — 3rA  +  k') 

i;  =  ^(3r-Ä). 
Ist  Q  der  Radius  des  Grundkreises  des  Segmentes,  so  ist^  =2r—h, 

wovon  der  erste  Summand  sich  als  Inhalt  eines  Cy  linders,  der  zweite 
als  der  einer  Kugel  deuten  läfst. 

3.  Ein  Segment  und  ein  Kegel,  dessen  Grundfläche  mit  der 
des  Segments  und  dessen  Spitze  mit  dem  Kugelmittelpunkt  zu- 
sammenfällt, bilden  einen  Kugelsektor.     Der  Inhalt  desselben  ist: 


S  = 


8 


8      • 

Da  2icrh  die  Oberfläche  der  zugehörigen  Haube  ist,  so  folgt: 

Das  Volumen  eines  Sektors  ist  gleich  dem  Produkt  der  Oberfläche  der 
ztigehörigen  Haube  mit  dem  dritten  Teile  des  Radius, 

Es  folgt  dies  auch  unmittelbar  daraus,  dafs  der  Sektor  als  ans 
elementaren  Pyramiden  zusammengesetzt  gedacht  werden  kann,  deren 
Spitze  der  Kugelmittelpunkt,  deren  Höhe  der  Radius  und  deren  Grund- 
flächen zusammen  die  Haube  bilden. 

*•  Für  eine  körperliche  Zone  (Fig.  52),  deren  Grundflächen 
die  Abstände  x  und  y  {x>  y)  von  dem  Mittelpunkt  haben,  ergiebt 
sich  aus  dem  zwischen  beide  Flächen  fallenden  Teil  des  oben  be- 
schriebenen Körpers: 

Z  =  «r*A  -  ?^(a^  +  ^y  ^.  y«)  ==  ?^(6r«  -  2a?-2xy-'if) 
=  ?^  [3  (yi  _  -B»)  +  3  (ys  _  y»)  ^  (a;  _  y)*].   Wenn  nun  A  die  Höhe 

9,    und    ^2   die  Radien   der   Grundflachen   sind,   so   ist  x  —  y  =  ^, 
r»  —  x'^  Pi*,  y«  —  y»  =  Pj«.     Hiemach  bleibt  für  Z: 

Z=:?^  [3  (^/  +  ^,»)  +  Ä»]  =  ^(^,»H- (>,»)  + ^'- 

5.  Rotiert  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  um  eine  Axe,  welche  mit 
einer  Kathete  a  parallel  ist  und   von   den   Ecken  des   Dreiecks  die  Ab- 
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punkts  des  Dreiecks  von  der  Axe  (IL  Teil,  Aufg. 
§.  2,  6),  und  a  (r^  —  r^)  =  2i  ist  der  doppelte 
Inhalt  des  Dreiecks;  daher  das  Volumen  =  2  Jt5t. 
Irgend  eine  Fläche  läfst  sich  in  eben  solche 
elementare  Dreiecke  zerlegen,  deren  Inhalte  ij, 
«2,  -  -  *  und  Schwerpunktsabstände  s^^  ^a  '  ' 
seien.  Daher  ist  der  Inhalt  des  Rotations- 
körpers der  Fläche:  ^Tt  {s^i^ '\'  ^H -\-  -  •  •  •)• 
Der  Schwerpunktsabstand  s  einer  solchen  Fläche 
f  von  de!"  Axe  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt:  si  =  Sit'i  +  ^jij  +  •  •  •  • 

Somit  ist  der  Inhalt:  J=  2 «5«. 

Das  Volumen  eines  Botationskörpers  ist  gleich  dem  Produkt  der  erzeugen- 
den  Fläche  mit  dem  Weg  ihres  Schwerpunktes. 

Dieser  Satz  und  der  entsprechende  in  §.  19,  6  ftthren  den  Namen: 
„Guldin'sche  Regeln/' 

§.  24.  Volamen  der  regelmäfsigen  KSrper. 

1.  Das  Volumen  eines  Hexaeders  mit  der  Kante  a  ist  V^  ==  a\ 
Das  Tetraeder,   dessen  Kante   a,   ist  eine  Pyramide  mit  der 

Grundfl^phe  j-  •  K  3.  Die  Höhe  h  (Fig.  57, 1.)  ist  die  Kathete  eines  recht- 

2 
winkeligen  Dreiecks^  dessen  Hypotenuse  a  und  andere  Kathete  —  der  Hohe 

der  Grundfläche,  |  •  J  >^  =  f  /S  •  Daher  ist  h  =  ]/a«  -  J  =  a  j/| 

und  das  Volumen  des  Tetraeders  ^4  =  f  l/|  •  j  V^  =  ä"  ^• 

Das  Oktaeder  mit  der  Kante  a  ist  zusammengesetzt  aus 
zwei  Pyramiden  mit  der  Grundfläche  a^  und  der  Höhe  — 1/2 ,  d.  i 
der  halben  Diagonale  der  Grundfläche.  Daher  ist  das  Volumen  des 
Oktaeders  I  a« .  ^  oder  F«  =  y  l/2 . 

2.  Aus  der  in  §.  20^  5  angegebenen  Entstehungs weise  des  Dodeka- 
eders folgt,  dafs  der  Körper  centrisch  ist  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
der  Mittelparallelebene  zu  zwei  parallelen  Seitenflächen.  Der  Schnitt 
dieser  Ebene  (Fig.  57,  IV.)  geht  durch  die  Mitte  von  zehn  Kanten 
und  bildet  ein  regelmäfsiges  Zehneck,  dessen  Seiten  s  die  Hälften  der 
mit  ihn^i  parallelen  Diagonalen  der  Fünfecke  sind.     (Die  Überein- 

6* 
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Stimmung  der  Winkel  des  Zehnecks  folgt  aus  der  Kongruenz  der 
Dreikante^  welche  die  Schnittebene  mit  den  Ebenen  des  Dodekaeders 
bildet.)  Die  Zebnecksseite  ist  daher  s  =  a  cos  36^,  wenn  a  die  Kante 
des  Dodekaeders;  der  Radius  des  dem  Zehneck  umgeschriebenen  Kreises 
.,«008  36^        a  C08  86°  C08 18®  .     «^^  ^q«       y^.        .,    j         *, 

^«*  älTn  18»  =  Y^wToTW'  =  «  •'<>*«  ^  •=««  18  •  ^*««  "*  ^^  ^^ 
stand    der   Mitte   einer   Seitenkante   von   dem  Centrum.     Die  Mitte 

der  Seitenkante  ist  von  der  Mitte  der  Fläche  um  -^  cotg36®  ent- 
fernt. Daher  ist  der  Abstand  vom  Centrum  zu  einer  Seitenfläche 
p='|/a«cotg^36«cosM8«  — ^cotg«36ö  =  acotg2  36«]/cos«  18<^  -  \, 
Nun  folgt  aus  IL  Teil  §.  30,  i  Zus.  a,  dafs  (2r  sin36ö)*  =  (2r  sin  18*»)«  +  r 
oder  sin«  36^  =  sin«  18<*  + 1 ,  somit  auch  cos«  36«  =  cos«  18<>  —  |.    Also 

ist  9  =  a  cotg  36^  cos  36«. 

Nehmen  wir  das  Centrum  als  Spitze  von  Pyramiden,  die  Seiten- 
flächen als  Grundflächen,  so  zerfällt  das  Dodekaeder  in  12  Pyramiden 
von  der  Höhe  q.    Das  Volumen  derselben  ist  das  Produkt  der  Oberfläche 

loa«  cotg 36«  mit  |,  d.  i. 

Fi2  =  5  a«  cotg«  36«  cos  36«. 

3.  Auch  das  Ikosaeder  ist  centrisch  zu  einem  Punkt  der  Mittel- 
parallelebene der  Grundflächen  beider  fönfseitigen  Pyramiden.  Diese 
Ebene  ergiebt  als  Schnitt  ein  regelmäfsiges  Zehneck,  dessen  Seiten  5 
(Fig.  57,  V)   parallel  zu  den  Grundkanten  der  beiden  Pyramiden  und 

gleich  deren  Hälften  -  sind;  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises 

ist  somit  r-A  -  j  =  a  cos  36",  da  4  sin  IS«  cos  36°  ==  1  (ygl.  II.  Teil, 
4  am  18"  '  \  o  ^ 

§.  29,  2  d  und  8  c).    Dies  ist  der  Abstand  des  Centrums  von  der  Mitt« 
der  Kante.    Letztere  ist  von  der  Mitte  der  Seitenflächen  um  j  ■  ^  / 3 

=  -  f/S  entfernt;  somit  ist  der  Abstand  des  Centrums  von  der  Fläche 

l/\        9Qßo     "^*         2aco9  36®T/¥  1 

P  =    1/  a«  cos«  36«  —  rz  = -^       -   ]/  \    —  7^ T^To  =* 

^  r  12  ys         '     ^         16  €08*36* 

2  o  cos  36*^  1  /3  ~7T^       2  a  cos  36*    t  /  ~~TT^o        i        ^  a  cos* 36* 

= -:. —  |/---smM8«  = ;    —   l/cosM8«— •--  = ~'    * 

Da  die  Oberfläche  =  5  a^  YS,  so  ist  das  Volumen 

Zusatz.  Q  ist  zugleich  der  Radius  der  eingeschriebenen  Kugel; 
der  Radius  der  umgeschriebenen  Kugel,  sowie  der  Winkel  der  Ebenen 
an  einer  Kante  sind  hiemach  ebenfalls  bestimmbar. 


§.  25 
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Siebentes  Kapitel, 
strecken  und  Winkel  Im  Banm. 

Elemente  der  sphäiiBOhen  Trigonometrie. 
§.  25.  Raum-Koordinaten. 

1.  Wie  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  durch  seine  Ent- 
fernung von  zwei  zu  einander  normalen  Azen  bestimmt  wird,  so  die 
Lage  eines  Punktes  im  Raum 
durch  seine  Entfernungen  von 
drei  zu  einander  normalen  Ebe- 
nen ^  die  einander  somit  in  drei 
zu  einander  normalen  Axen 
OX,  OY,  OZ  schneiden.  Legen 
wir  durch  den  Punkt  P  drei 
weitere  zu  diesen  Ebenen  paral- 
lele Ebenen^  so  entsteht  ein 
Quader^  dessen  Kanten  OX  =  x, 
OY^y,  OZ  ^  e  die  recht- 
winkeligen Koordinaten  d.  i.  •"*■  ^*- 
die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Ebenen  YOZ,  ZOX,  XOY 
darstellen.  Die  drei  Axen-Ebenen  teilen  den  Raum  in  8  Oktanten; 
die  auf  den  Halbaxen  eines  (des  ersten)  Oktanten  gemessenen  Koor- 
dinaten werden  positiv  genommen^  dagegen  die  auf  den  Gegenstrahlen 
negativ. 

Die  drei  Koordinaten  sind  die  Projektionen  der  Strecke  OP=r 
auf  die  Axen.  Sind  somit  g,  i/,  f  die  Winkel  von  OP  mit  den  Axen, 
so  ist: 

a;  =  rcosS,        j/  =  rcosiy,        0  =  rcosg, 

wobei  das  Zeichen  des   cos  bestimmt,  ob  die  betreffende  Koordinate 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  PP,  ±X0  Y,  PP^  =  z,  so  gilt  für  die  Projektion  OP^  von  OP 

OP,""  =  x^  +  y'  und  ÖP*  =  ÖPi*  +  PPi^  oder 
r«  =  ar?*  +  y«  +  ar% 
woraus  weiter  folgt: 

Zusatz:  a)  Entsprechend  ei^ebt  sich  fOr  eine  Strecke  q,  deren 
Grenzpunkte  die  Koordinaten  x^,  y^,  e^  und  o^,  y^,  js^  haben, 

p»  =  (oi  -  x,y  +  (y,  -  y,y  +  (g,  -  z,y. 
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b)  Die  DiflPerenz  der  beiden  auf  einer  Axe  gemessenen  Koordi- 
naten der  Grenzpunkte  einer  Strecke  stellt  die  Projektion  der  Strecke 
auf  die  Axe  dar.  Die  im  II.  Teil  §.  37,  2  gegebenen  Sätze  über  die 
Projektion  eines  Geradenzugs  lassen  sich  auch  auf  einen  beliebigen 
Geradenzug  im  Baum  ausdehnen. 

c)  Die  Winkel  der  Geraden  OP  mit  den  drei  Axenebenen  XOY, 
XOZ  und  YOZ  ergänzen  die  Winkel  g,  iy,  |  je  zu  einem  B.  Daher 
gilt  für  diese  Winkel  cc,  ß,  y: 


sin*  a  +  sin*  ß  +  sin*  y  =  1 , 


woraus  auch  folgt: 

cos*  «  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  2 . 

2,  Eine  zweite  Bestimmungsart  der  Lage  eines  Punktes,  entr 
sprechend  den  Polarkoordinaten  der  Ebene  (IL  Teil  §.  34,  4),  ist 
folgende.  Die  Lage  eines  Punktes  B 
wird  in  Bezug  auf  einen  Punkt  0,  einen 
Halbstrahl  OX  desselben  und  eine 
Halbebene  XOM  des  letzteren  bestimmt 
durch  1)  die  Entfernung  des  Punktes 
B  von  0,  OB  ==  r,  2)  den  Winkel  dieses 
Pahrstrahls  mit  der  Axe,  ^  XOB  =  c, 
und  3)  den  Winkel  a  der  Ebene  BOX 
mit  der  Ebene  MOX 

Ist  OA  die  Projektion  von  OB  auf  die  Axe  OX,  OC  die  Pro- 
jektion auf  die  Ebene  XOM,  so  ist  auch  CA  J_  OA  (nach  §.  6,  2  c 
da  CA  die  Projektion  von  BA)  und  die  drei  rechtwinkeligen  Koor- 
dinaten von  B  sind:  OA  =  x,  AC  =  y,  CB  =  0.    Nun  ist 

X  ==r  cosc,        y  =  AB  cos a,        z  =  AB  sin a 


Fig.  67. 


oder,  da  AB  =  r  sine: 

X  =  r  cos c,        y  =  r  sine  cos « , 


0  =  r  sincsma. 


§.  26.  Das  rechtwinkelige  sphärische  Dreieck. 

1.  Die  drei  eben  betrachteten  Halbstrahlen  OA,  OB,  OC  bilden 
ein  Dreikant,  dessen  Ebenenwinkel  an  der  Kante  OC  ein  iJ  ist 
Führen  wir  die  Kantenwinkel  ^  BOG  =  a  und  ^ COA=b  in  Rech- 
nung, so  läfst  sich  jede  der  drei  Koordinaten  x,  y,  0  auf  zweifache 
Weise  ausdrücken;  dies  führt  uns  zu  Gleichungen  zwischen  den  Kanten- 
und  Ebenenwinkeln. 

a)  a;  =  OA  ist  die  Projektion  von  OB  und  OC,  also 

X  =  r  cos  c  =  OC  cos  b  =  r  cos  a  cos  b,  woraus: 
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I.  cosc  =  co9a'Cosb. 

b)  z  =  BC  ist  Projektion  von  OB  und  AB: 

z  =  r  sina  =  AB'siaa  =  r  sine  sin«,  woraus: 

c)  y  =  ÄC  ist  Projektion  von  AB  und  OC: 

y  =  r  sine  cos  a  =  OC  sin  6  ==  r  cos  a  •  sin6, 

coB  a  sin  5  ■,   j  cos  c 

cos  a  =  — : ,        und  da         cos  a  =  — = 

sine      '  coab  ' 

substituiert  werden  kann^  so  ergiebt  sich  schliefslich: 

in.  co#Ä  =  g^- 

tg  c 

Dem  Dreikant  OA,  OJB,  OC  entspricht  auf  einer  um  0  gelegten 
Kugel  ein  rechtwinkeliges  sphärisches  Dreieck  mit  den  Seiten 
a,  b,  c  (Eantenwinkel)  und  den  Winkeln  a,  ß^  B  (Ebenenwinkel). 
Nennen  wir  a  und  b  die  Katheten,  c  die  Hypotenuse  des  sphärischen 
Dreiecks ;  so  entsprechen  obige  Formeln  dem  Satze: 

Im  rechttmnkeligen  sphärischen  Dreieck  ist: 

a)  der  Cosinus  der  HypoteniAse  gleich  dem  Produkt  der  Cosinus  der 
beiden  Katheten. 

b)  der  Sinus  eines  Winkels  gleich  dem  Quotient  des  Sinus  der 
Gegenkathete  zum  Sinus  der  Hypotenuse. 

c)  der  Cosinus  eines  Winkels  gleich  dem  Quotient  der  Tangens  der 
Ankathete  mr  Ta/ngens  der  Hypotenuse. 

2,  Wenn  von  den  5  aufeinander  folgenden  Gröfsen  a,  6,  a,  c,  ß 
zwei  gegeben  sind,  so  können  die  anderen  berechnet  werden.  Von 
drei  Stücken,  den  beiden  gegebenen  und  dem  gesuchten,  wird  immer 
eines  so  liegen,  dafs  es  entweder  von  den  beiden  andern  in  der  Ord- 
nung a,  by  a,  c,  ß,  a,  b  unmittelbar  eingeschlossen  wird,  oder  so,  dafs 
es  nicht  unmittelbar  an  die  beiden  andern  angrenzt  (wobei  der  R 
aufser  Betracht  bleibt).  Für  diese  beiden  Fälle  hat  Neper  die  Regel 
aufgestellt: 

Im  rechtwinkeligen  sphärischen  Dreieck  ist  der  Cosinus  eines  SUUikes 
gleich  dem  Produkt 

a)  der  Cotangenten  der  einschliefsendtn  Stückcy 

b)  der  Sinus  der  nicht  angremenden  Stücke, 

wobei  jedoch  für  jede  Kathete  statt  der  hierdurdi  bestimmten  Funktion 
die  Coßmktion  m  setzen  ist. 

Zu  der  Gleichung  zwischen  den  drei  Seiten  (I),  den  Gleichungen 
zwischen  einer  Kathete,  der  Hypotenuse  und  einem  Winkel  (H  und 
ni),  welche  dieser  Regel  entsprechen,  folge  hier  noch: 
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cosa 


a^)  Die  Gleichung  zwischen  einer  Kathete  a  und  den  Winkeln  a,  ^; 
a  grenzt  nicht  an  a  und  /3,  also  ist: 

cos  a  •  sin  /3 . 

tg5 
,      .      —  r—  =  cos«. 
C08  0    Bin  c        ig  c 

bi)  Die  Gleichung  zwischen  den  Katheten  a  und  h  und  einem 

Winkel  a;  h  wird  von  a  und  a  eingeschlossen,  also  ist: 

sin& 


xT»     1-  1                   '     a        COS  c    sind 
Namlich  cos  a  •  sm  p  =  — =  •  -= 

•^  nAo  h       am  /» 


Nämlich  tg  a  •  cotg  a 
sin  6. 


tga  •  cotga. 

sin  a     008  a sin  a    tg  6    sin  c sin  6  •  «w  c 

cos  a     sin  a         cos  a    tg  c    sin  a       cos  a  •  cos  6 


Ci)  Die  Gleichung  zwischen  der  Hypotenuse  c  und  beiden  Winkeln 
^  ^^    '^'  cos  c  «*  cotg  a  •  cotg/3 . 

tg  5    sin  c       sin  6  •  cos  c 


Denn  es  ist  cotg  a  =  -    -  = 
°  sina 


tg  c    sm  a 


cotg  j3 


cos  h  •  sin  a  ^ 

sina*008Cji  ,  ,/,  cos*  c 

,  daher  cotg  a  •  cotg  p  = 


ebenso  ist 


cos  a  •  sin  6 ' 


cosa  •  cofr6 


C08C. 


§.  27.  Das  schiefwinkelige  sphärische  Dreieck. 

1,  Ziehen  wir  in  einem  beliebigen  Dreikant,  dessen  Eanten- 
winkel  ^  jBOC  =  a,  ^  GOA  =  &,  ^  AOB  =  c  sind,  von  einem 
Punkt  B  der  einen  Kante  Normale 
sowohl  auf  die  beiden  andern  Kanten, 
BA  J_  OA,  BC±OC,  als  auf  die 
Gegenebene,  BF  ±  AOG,  so  be- 
stimmen die  Winkel  <^  BAF  =  a 
und  ^  BCF=  y  zwei  Ebenenwinkel 
des  Dreikants  (§.  6,  2  c).  Ist  OB  =  r, 
so  ist 


Fig.  68. 


BA  =  r  sine,        BC  =  r  sina. 

Die  dritte  Normale  BF  gehört  den  beiden  Dreiecken  ABF  und  GBF 
an,  woraus  folgt:   - 

BF ^=  BA  sina  =  r  sine  •  sina,        BF '^  BG siny  =  r  sinasiny , 

sin  c  •  sin  a  «»  sin  a  -  sin  y 


oder 
IV. 


sina sina 

sin  y  ~^  sin  c  * 


In  einem  sphärisclien  Dreieck   ist  das  Verhältnis  der  Sinus  0weier 
Winkel  gleich  dem  Verhältnis  der  Sinus  der  Gegenseiten, 
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2.  Die  drei  genannten  Normalen  ergeben  drei  Projektionen  von 
OB.    Wir  nehmen  zunächst  alle  Winkel  als  spitze  an.    Es  ist: 

OA  =»  r  cosc,        OC  *=  r  cosa. 

Von  der  dritten  Projektion  OF  kann  jede  der  ersteren,  z.  B.  OCy 
wiederum  als  Projektion  aufgefafst  werden.  Statt  OF  kann  aber  auch 
der  Geradenzug  OAF  auf  OC  projiziert  werden  (II.  Teil  §.  37,  2;  vgl. 
auch  mit  folgendem  II.  Teil  §.  38).  Die  Projektion  von  OA  ist 
OA  cos  ft  =  r  cos  6  cos  c.    Femer  ist: 

AF  =  BA  cos  a  =  r  sin  c  •  cos  a . 

Ist  a  <iJ,  so  fällt  F  mit  OG  auf  einerlei  Seite  von  OA  und  es 
ist  der  Winkel  der  Richtung  AF  mit  OC  =  6  +  270^;  daher  die 
Projektion  von  AF  auf  OC 

AFcos(b  +  270*^)  =  AFsinb  =  r  sin6  sine  cos«. 
Somit: 

r  cos a=>  r  cos b  cos c  -{-  r  sinb  sine  cos a, 

y.  cosasscoscc  Hnb  sin c  -{-  cos b  cos c . 

Dies  ist  die  Cosinus-Formel  für  die  Seite. 

Ist  a  >  JB,  so  ist  der  Winkel  von  AF  mit  OC  (6  +  90^).  Da 
J.2^  positiv  zu  nehmen,  so  ist  J.F=  —  AB  cos a  «=  —  r  sine  •  cos« 
und  seine  Projektion  auf  OC 

AF  cos  (6  +  90®)  =  —  AF  sin  6  =  r  sin  b  sin  c  cos  a,  wie  oben. 

Ist  c  >  JB,  so  ist  OA  =  —  r  cos  c  und  es  macht  OA  mit  OC  den 
Winkel  (6  +  180®);  daher  ist  die  Projektion  von  OA  auf  OC: 

—  r  cos  c  cos  (6  +  180®)  =  r  cos  &  •  cos  c  wie  oben. 

Ist  a>B,  so  föUt  die  Projektion  von  OB  auf  die  Gegenrichtung 
des  Strahles  des  Dreikants-,  es  ist  daher  in  der  vorhergehenden  Ab- 
leitung überall  (b  +  180®)  für  b  zu  setzen,  wobei  alle  Glieder  ihre 
Zeichen  ändern,  somit  die  Gleichung  dieselbe  bleibt. 

3.  Um  die  der  Formel  V  entsprechende  Gleichung  für  die  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  zu  erhalten,  nehmen  wir  das  Polareck 
des  betr.  Dreikants  zu  Hilfe,  in  welchem  die  Kanten winkel  2JB  —  a, 
2iJ  —  ft  2i?  —  y,  die  Ebenenwinkel  2 JB  —  a,  2B  —  6,  2 JB  —  c  sind. 
Daher  ist  nach  V: 

cos (2B  —  a)  =  cos(2B  —  a) sin  (2R  —  ß) sin (2JB  —  y)  + 

cos  (2B  —  ß)  cos  (2  JB  —  y), 

—  cos  a  =  —  cos  a  sin  /J  sin  y  +  cos  ß  cos  y , 

VI.  coscc=s  cosa  sin ß  sin  j^  —  cosß  cosy. 

Dies  ist  die  Coßfcinus-Formel  für  den  Winkel. 
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§.  28.  Berechnung  der  Seiten  und  Winkel  des  sphirigchen  Dreiecks. 


1.  Es  seien  die  drei  Seiten  a,  b^  c 
gegeben.     Die   Formel  V   liefert: 
cos  a  —  coB  b  cos  c 


cosa 


sin  6  sin  c 


!'•  Es  seien  die  drei  Winkel  c, 
ß,  y  gegeben.  Die  Formel  VI  giebt: 
cosa  -f-  cos^  cosy 


cosa 


sin^  siny 


Zusatz.    Für   logarithmische  Rechnung   geeignete  Formeln  er- 
geben sich  durch  Berechnung  von 


sm- 


cos 


2 


a 


cos- 


nach  den  Formeln  IL  Teil  §•  38,  VII,  V  und  VIII,  wobei  wir  setzen: 


Es  folgt  so: 


|(«+/'  +  y)  =  <^, 


sm 


u 

cos  2 


-V' 


sin  h  sin  c 


sin  s  sm  8i 
sin  h  sin  c 


sm- 


cos 


t- 

V 


-  cos  a  cos  01 
sin  ^  sin  y 

cosa,  costf, 
sin |}  siny 


(Vgl.  IL  Teil  §.  43,  3.)   Die  Gleichungen  rechts  können  aus  denen 
links  auch  mittels  des  Polarecks  abgeleitet  werden. 
Durch  Division  folgt: 


tg^ 


Y    8 


rsins,  sina, 
2  Y   sin  8  sin  s. 

2.  Es  seien  zwei  Seiten  a  und  b 
und  der  eingeschlossene  Winkel  y 
gegeben.  Die  Formel  V  giebt  durch 
cyklische  Vertauschui^: 

cos  c= cosy  sin  a  sin  & + cos  a  cos  6. 


igi-i/ 


—  cos  c  cos  tf, 


cos  0,  cos  0, 
2', Es  seien  zwei  Winkel«  und  fi 
und  die  anliegende  Seite  c  gegeben. 
Die  Formel  VI  liefert: 

cosy  =  cosc  sin  a  sin/J — cosa  eos^. 


Die  übrigen  Stücke  folgen  dann  nach  Formel  VI: 


sm  a  =  sm  y  • 


smc 


Zusatz,  a)  Bestimmen  wir  tp  so, 
dafs 

cos  y  tg  a  =  tg  9 , 

so  folgt: 


cosa. 


cosc=-       (sinftsinco  +  costcosg?) 

cos  qp  ^  ^  ^^ 


cosc 


008  a  cos  Q)  —  (p) 
cos  9 


sma 


smC' 


siny 


a')  Bestimmen  wir  9  so,  dafs 

cosc  tga  =  tg^), 
so  folgt 

cosy= (sin/J  sin  9>—cos^cosf) 


cosy  = 


cos  a  cos  (P  4*  y) . 

«         COSqO 
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b)  Um  Formeln  zu  erhalten,  welche  die  anmittelbare  Berechnung 
Ton  a  und  ß,  bezw.  a  und  b  gestatten,  setzen  wir  in  den  Formeln 

sm  — j-^  =  sin  -  cos  ^  +  cos  -  sin  |^ , 

cos     -r  ^  =  COS  -  cos  l"  4-  sm  —  sm  ^ 

rechts  die  Werte  aus  1.  Zus.  ein  und  benutzen  die  prosthaphäretischen 
Formehl  IL  Teil  §.  38,  vm.    Es  folgt  so  z.  B. 

2  sin  i-i-i  008  *»~^ 

sin  "  +  <^  =  ^  ^«  +  ^^°  *i  1 /sin  g  Bin  g,  ^ ? ?__  .  ^^g  r 

2  Bin  c  r   sin  a  sin  &  o  -4«  ^  ^^o  *  ^ 

a  —  b 

== -c— <^0«2- 

cos- 

So  erhält  man  die  von  Mollweide  bewiesenen,  meist  nach  Gaufs 
genannten  Formeln: 

.    a  +  b  a  —  ß  .    a  —  h         .    u  —  ß 

Bin— ^         cos— ^  sin— y~         Bin-y!: 

7 


.    c  .     y  .     c  y 

Bin—  sin^  ^^ir  ^^^i 

+  b  «  + 

— = COS — 

2  "^"2 


cos — :5 —        cos — ~i-  cos — - —        sin — :^— 


; 


c  ,    y  c  y 

cos-  sm-  cos-  cos|- 

Um  diese  Formeln  sofort  anschreiben  zu  können,  beachte  man, 
dafs  für  irgend  einen  die  Seiten  enthaltenden  Ausdruck  der  entspre- 
chende Ausdruck  der  Winkel  gefunden  wird,  indem  man  im  Zähler 
dem  Sinus  das  minus,  dem  Cosinus  das  plus  gegenüberstellt  und 
umgekehrt  dem  minus  den  Sinus,  dem  plus  den  Cosinus;  im  Nenner 
steht  bei  den  Winkeln  die'Eofunktion  der  Funktion  des  Zählers. 

Für  die  Berechnung  der  Winkel  bezw.  Seiten  folgen  durch  Di- 
vision der  entsprechenden  Formeln  die  sog.  Nep er' sehen  Analogien: 

a  —  b  a  —  ß 

I    /■        cos — s —  I    r        cos — -— -^ 

,    a  +  ß  2  .y  j.    a  +  b  2         ,c 

cos  — ^ —  cos ~i- 

2  2 

.    a  —  b  .a  —  ß 

sm — - —  ,         sm — ~- 

,    a—  ß  2  .y  ,     a  —  b  2         .c 

Zur  Berechnung  von  c  bezw.  y  können  dann  die  Gaufa'schen  Formeln 
benutzt  werden. 
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Wenn  z.  B.  a,  /)  und  c  gegeben,  so  entspricht  der  Berechnung 
Ton  a,  h  und  y  folgendes  Schema,  welches  demjenigen  im  IL  Teil 
§.  43,  2b  nachgebildet  ist: 


I. 

IL 

III. 

IV. 

(I+II.) 

V. 

(i  +  m.) 

VI. 

VII. 

(IV -VI.) 

7      •        C 

l  Sin  — 


isin^ 


3.  Es  seien  zwei  Seiten  a  und  &  '  3'.  Es  seien  zwei  Winkel  er  uod^ 
gegeben  und  der  Gegenwinkel  der  und  die  Gegenseite  des  ersteren  a 
ersteren  a.     Die  Formel  IV  |  gegeben.    Die  Formel  IV 


sin  /3  «=  sin  a 


8in& 


I 


sin  6  < 


sina 


sinß 
sintf 


ergiebt  im   allgemeinen  zwei  Winkel,  die  einander  zu  2  2!  ei^anzea 


Der  Winkel  y  ist  direkt  aus  der 
Gleichung 


Die  Seite  c  ist  direkt  aus  der 
Gleichung 

cos  a  =  cos  a  sin  6  sin  c  -(-  cos  6  cosc  cos a  =  cosa  sin/J  siny  —  cos^ 

nach  der  im  11.  Teil  §.  40,  3  c  erläuterten  Weise  zu  berechnen. 

Zusatz.     Aus  den  Neper'schen  Analogien  folgen  ebenfalls  die 
übrigen  Stücke,  wenn  eines  berechnet  ist. 

Da  in  den  umgeformten  Gaufs'schen  Gleichungen: 


.   a  —  p 
.    ä~—  b 


COB 


2_ 

a+b 
2 


•   y 

sin- 


008- 


die   rechten  Seiten   stets   positiv   sind,  so   entsprechen  einander  die 
Werte: 


a  =  /3  und  a-^b, 


«  +  /3  =  2Ü  und  a  +  6^2JB. 


Diese  Beziehungen  sind  bei  Bestimmung  der  fraglichen  Grofsen 
zu  berücksichtigen. 


ni.  Abschnitt. 
Abbildung  der  Floren  einer  Ebene  auf  eine  zweite  Ebene. 

Achtes  Kapitel. 
Abbildung  geradliniger  Figuren. 

§.  29.  Perspektive  von  Punkten  und  Geraden,  Pnnktreihen  nnd 

Strahlenbflsebeln. 

1.  Wir  nehmen  an,  von  einem  Punkt,  dem  Centrum  der  Pro- 
jektion, gehe  ein  Strahlenbündel  aus  nach  allen  Punkten  einer  ebenen 
Figur.  Wenn  man  nun  diesen  Bündel  von  Centralstrahlen  durch 
eine  andere  Ebene  schneidet,  die  willkürlich  im  Räume  liegen  mag, 
so  entsteht  auf  letzterer  Ebene  eine  neue  Figur,  welche  die  Pro- 
jektion oder  das  Bild  der  ersteren,  des  Originals  sein  wird.  Die 
Beziehung  beider  Figuren  ist  der  Art  wechselseitig,  dals  das  Original 
auch  als  das  Bild  der  neuen  Figur  betrachtet  werden  kann;  wir 
nennen  daher  beide  Figuren  perspektivisch  (p)  zu  einander,  und 
zwei  Figuren,  welche  in  perspektivische  Lage  gebracht  werden  können, 
projektivisch  (a). 

Die  perspektivische  Geometrie  ist  die  Geometrie  des  Sehens,  insofern 
das  Centram  mit  seinen  Strahlen  das  Auge  mit  dessen  Sehstrahlen  ver- 
tritt; auch  insofern,  als  ofb  ein  blofses  Betrachten  einer  geeigneten  Pro- 
jektion der  Figur  genügt,  um  Eigenschaften  der  Figur  selbst  zu  erkennen. 
Die  geometrische  Projektion  unterscheidet  sich  von  der  unserer  Sehstrahlen 
dadurch,  dafs  die  Centralstrahlen  nicht  im  Centram  einseitig  begrenzt  an- 
genommen werden,  sodafs  auch  entsprechende  Pmikte  auf  den  Gegenstrahlen 
einer  Centralen  liegen  können. 

2.  Wie  ein  Punkt  mittels  eines  Centralstrahles,  so  wird  die  Ge- 
rade mittels  einer  Centralebene  (des  Scheines  der  Geraden,  vgl. 
Entstehung  der  Ebene  Teil  I  §.  4,  i)  abgebildet;  das  Bild  der  Ge- 
raden ist  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Bildebene. 

a)   Die  Frqjektwn  eines  Punktes       a')  I>ie  Projektion  einer  Geraden 


ist  ein  Punkt. 


ist  eine  Gerade, 
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Nehmen  wir  den  schon  früher  betrachteten  Fall  (§.  15,  3)  aus, 
dafs  die  Original-  und  Bildebene  parallel  sind,  so  schneiden 
einander  stets  beide  Ebenen  in  einer  Geraden,  der  Axe  der  Projektion. 
Nun  wird  irgend  eine  Centralebene  beide  Ebenen  in  perspektivischen 
Geraden  schneiden,  welche  einander  in  einem  Punkt  der  Axe  treffen 
müssen  (§.  1,  5a').     Somit  entsprechen  einander  die  Sätze: 


b)    Zwei  perspektivische    Punkte 
liegen  auf  einem  Strähl  des  Centrums. 


b')   Zwei  perspektivische  Gerade 
schneiden  einander  auf  einem  Punkt 

der  Axe, 


Insbesondere  gilt: 

c)  Jeder  Axenpunkt  entspricht  sich  selbst  perspektivisch. 


3.  Die  Gentralstrahlen  zweier 
Punkte  ^  und  JB  (Fig  69)  be- 
stimmen mit  dem  Gentrum  eine 
Gentralebene  SAB,  welche  auch 
die  Strecke  AB  und  deren  Pro- 
jektion A^B^  enthält,  d.  h.: 

a)  Die  Projektion  der  Verbindungs- 
geraden^  zweier  Punkte  ist  die  Ver- 
bindungsgerade  der  Projektionen  der 
Punkte. 


Gemäfs  2  c  entsprechen  einander  nun' auch  die  Sätze 


3/  Die  Centralebenen  zyeier 
Geraden  a  und  6  (Fig.  69)  be- 
stimmen durch  ihre  Schnittgerade 
einen  Centralstrahl,  auf  welchem 
der  Schnittpunkt  ab  und  der  ihrer 
Projektionen  aj>^  liegt,  d.  h.: 

a')  Die  PrcjdUion  des  Sehmü- 
Punktes  zweier  Geraden  ist  der 
Schnittpunkt  der  Projektionen  der 
Geraden. 


b)  Die  Verbindungsgeraden  zweier 
p.  Punkte    mit    einem 
sind  p, 


4t.  Hieraus  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 


b')  Die  Schnittpunkte  zweier  f. 
Geraden  mit  einem  Centralstrahl 
sind  p. 


Mit  einem  StrahlenMschd  ist  c?« 
Strahlefibüschel  p. 

Die  Centralebenen  eines  Strahlen* 
büschels  bilden  einen  Ebenen- 
büschel;  dessen  Kante  ist  der  Cen- 
tralstrahl des  Scheitels. 


Mit  einer  Punktreihe  ist  eine 
Punktreihe  p. 

Die  Gentralstrahlen  einer  Punkt- 
reihe bilden  einen  Strahlenbüschel 
des  Gentrums;  dessen  Ebene  ist 
die  durch  das  Gentrum  und  die 
Punktreihe  bestimmte. 

Zusatz.  Die  in  diesem  §.  abgeleiteten  Beziehungen  zwischen  per- 
spektivischen Figuren  nennt  man  graphisch-projektivische  Be- 
ziehungen. Metrische  Beziehungen  zwischen  projektivischen 
Punktreihen  und  Strahlenbüscheln  wurden  schon  im  II.  Teil  §.  21 
abgeleitet;  bei  diesen  Ableitungen  ist  es  einerlei,  ob  wir  die  beiden 
perspektivischen  Gebilde  als  solche  einer  oder  zweier  Ebenen  an- 
nehmen.    (S.  §.  42.) 


§.  30. 
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§.  30.    Perspektivische  Dreiecke  und  Dreiseite,  Vierecke  und 

Vierseite, 


1.  Wenn  die  Ecken  eines  Drei- 
ecks ABC  mit  den  Ecken  eines 
zweiten   Dreiecks 
-4.1  B^  Ci  paarweise 
auf  den  Strahlen 
s^s^s^  eines  Punk- 
tes S  liegen,   so 
sind  beide  Figuren 
p.     Denn    durch 
3  Punkte  läfstsich 
stets  eine  Ebene 
legen;  die  beiden  * 
Ebenen -4  jBC  und 
Ä^  2?i  Cj  schneiden 
einander  in  einer 
Geraden,  auf  wel- 
cher, als  der  Axe, 
die   Schnittpunkte    der   p.    Seiten- 
paare der  Dreiecke  liegen.  Daraus 
folgt: 

Liegen  die  Ecken  zweier  Dreiecke 
paarweise  auf  3  Strahlen  eines  Gen- 
trums,  so  sind  beide  Dreiecke  p.;  — 
ihre  Seiten  schneiden  einander  paar- 
weise in  3  Punkten  einer  Geraden. 

2,  Vier  Punkte  einer  Ebene 
ABCDy  von  welchen  nicht  drei 
auf  einer  Geraden  liegen,  bilden  die 
Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
ecks; ihre  Verbindungsgeraden  er- 
geben 3  Paar  Gegenseiten  und 
in  deren  Schnittpunkten  3  Neben - 
ecken. 

Legen  wir  von  einem  Centrum 
S  Strahlen  nach  den  4  Ecken 
ABCD  und  einem  Nebeneck  P 
und  nehmen  wir  auf  diesen  5  Cen- 
tralstrahlen  entsprechend  die  4 
Ecke  AiB^C^D^  und  ein  Nebeneck 
Pj  eines  zweiten  Vierecks  an,  so 


1.'  Wenn  die  Seiten  eines  Drei- 
seits  abc  mit  den  Seiten  eines 
zweiten  Dreiseits 
^i^i^i  paarweise 
in  den  Punkten 
S^S^S^  einer  Ge- 
raden s  zusam- 
mentreffen, so  sind 
beide  Figuren  p. 
Denn  die  Ebenen 
aS^a^jbS^bj^fCS^Ci 
schneiden  einan- 
der in  3  Geraden 
SiSg&j,  welche  die 
Ecke  der  Drei- 
seite paarweise 
^^'  ^*-  verbinden;     diese 

3  Geraden  schneiden   einander  in 
einem  Punkt  (§.1, 5  a').  Daraus  folgt : 


Gehen  die  Seiten  zweier  Dreiseite 
paarweise  durch  3  Punkte  einer  Axe, 
so  sind  beide  Dreiseite  p.;  —  ihre 
Ecken  liegen  paarweise  auf  3  Strah- 
len eines  Punktes. 

2/  Vier  Gerade  einer  Ebene 
abcd,  von  welchen  nicht  3  durch 
einen  Punkt  gehen,  bilden  die 
Seiten  eines  vollständigen 
Vierseits;  ihre  Schnittpunkte  be- 
stimmen 3  Paar  Gegenecke  und 
durch  deren  Verbindungsgeraden 
3  Nebenseiten. 

Schneiden  nun  die  4  Seiten 
abcd  und  eine  Nebenseite  p  eine 
Axe  5  in  5  Punkten  und  legen 
wir  durch  diese  Punkte  entsprechend 
die  4  Seiten  .a^bj^c^d^  und  eine 
Nebenseite  jp^  eines  zweiten  Vier- 
seits, so  ist  abcd)f.  a^bj^c^d^.  Denn 
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ist  ABCDp.Aj^BiC^Di.    Denn  esles  ist  nach  1';  abp  p,  a^bjti,  pcd 
ist  AB  Pp.Aj^B^Pj^,  PCDp.Pi  C^D^  \  p.  p^c^d^  in  den  Ebenen  sp  und  Sj>,. 


Fig.  70. 


ZU  dem  Centrum  S.  Es  liegen 
aber  ABP  und  PCD  in  einer 
Ebene,,  ebenso  AiB^Py  und 
P,C,D,. 


Es  haben  aber  beide  Paare  p. 
Dreiseite  als  gemeinsames  Centrum 
den  Schnittpunkt  der  Strahlen  der 
Gegenecken  von  p  und  p^ 


Damit  sind  nun  auch   die  übrigen  Teile  der  Figuren  paarweise 
Insbesondere  folgt  hieraus: 

a')   Wenn  irgend  wddie  voUstäft 


a)  Wenn  irgend  toelche  vollstän- 
dige Vierecke  die  Strahlen  eines  Gen- 
trums  nach  den  Ecken  und  nach 
einem  entsprechenden  Nebeneck  ge- 
meinsam haben,  so  sind  für  sie  auch 
die  Strahlen  nach  den  beiden  andern 
Nebenecken  eindeutig  bestimmt 


dige  Vierseite  die  Schnittpunkte  einer 
Asm  mit  den  Seiten  und  mit  eiiur 
entsprechenden  Nebefiseite  gemehmm 
haben,  so  sind  für  sie  audi  * 
Schnittpunkte  mit  den  beiden  andtrn 
Nebenseiten  eindeutig  bestimmt. 


Wir  ziehen  nun  noch  eine  Folgerung  aus  a',  während  der  eni- 
sprechende  Satz  nach  a)  ebenso  leicht  gefunden  werden  kann. 

Nehmen  wir  eine  Nebenseite  selbst  als  Axe  s  an,  sodafs  wir 
statt  der  4  Schnittpunkte  ^er  Seiten  mit  der  Axe  nur  die  2  Gegenecken 
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LM  diese  Nebenseite  erhalten ,  wäh- 
rend ein  Nebenseitenpaar  p  und  p^ 
durch  einen  bestimmten  Punkt  P  der 
Axe  geht^  so  ist  hiermit  auch  der 
Schnittpunkt  R  des  dritten  Neben- 
seitenpaar.es  auf  der  Axe  eindeutig  be- 
stimmt; d.  h.: 

b)  Auf  einer  NAenseite  eines  voll- 
ständigen Vierseits  ist  durch  den  Schnitt- 
pufüct  mit  einer  zweiten  Nebenseite  auch 
der  Schnittpunkt  mit  der  dritten  eindeutig 


Vgl.  Teil  II  §.  19,  3b'.  '''^' " 

3.  Indem  wir  das  Centrum  ^fier  in  1  und  2  behandelten  räum- 
lichen Gebilde  so  bewegen,  dafs  es  nahezu  in  die  Ebene  der  einen 
Figur  gelangt,  wird  an  der  p.  Lage  beider  Figuren  nichts  geändert; 
dabei  kommt  auch  die  zweite  Figur  mit  den  Centralstrahlen  nahezu 
in  einerlei  Ebene  mit  der  ersten.  Ebenso  wenig  ändert  sich  die  p. 
Lage  der  in  1  und  2  betrachteten  Gebilde,  wenn  wir  die  Ebene  der 
einen  Figur  so  um  die  Axe  drehen,  dafs  sie  der  Ebene  der  zweiten 
Figur  unbeschränkt  nahe  kommt.  Es  gelten  obige  Sätze  daher  auch 
für  den  Fall,  dafs  die  Gebilde  in  einer  einzigen  Ebene  liegen.  Da  durch 
Aneinanderreihung  von  Dreiecken,  welche  obigen  Bedingungen  genügen, 
irgend  welche  p,  Figuren  entstehen  können,  so  gilt  allgemein  der  Satz: 

a)  Liegen  in  zwei  Figuren  einer  Ebene  je  zwei  entsprediende  Punkte 
auf  einem  Strahl  eines  Centrums  und  schneiden  einander  je  zwei  entspre- 
cJiende  Geraden  in  einem  Punkt  einer  Axe,  so  können  dieselben  als  Grenz- 
lagen  von  p.  Figuren  zweier  Ebenen  aufgefafst  werden,  welch  letztere 
unbeschränkt  nahe  zusammengerückt  sind. 

Dem  Satze  §.  29,  2  c  steht  alsdann  der  folgende  gegenüber: 

b)  In  p.  Figuren  einer  Ebene  entspricht  jeder  CentralstrcJil  sich  selbst  p. 
Es  können  nun  die  im  IL  Teil,  §  22  gegebenen  Sätze  leicht  aus 

den  Beziehungen  der  Figuren  zweier  Ebenen  abgeleitet  werden. 

4,  Zwei  p,  Figuren  einer  Ebene  können  auch  in  der  Weise  ent- 
stehen, dafs  zwei  zu  einem  Centrum  S  p.  Figuren  zweier  Ebenen 
a  und  ß  von  einem  weiteren  Centrum  5^  aus  auf  die  erstgenannte 
Ebene  projiciert  werden.  Es  wird  alsdann  die  Projektion  von  S  das 
Centrum  S^  und  die  Projektion  der  Schnittgeraden  aß  die  Axe 
für  die  Figuren  der  ersteren  Ebene  geben.  Auf  diese  Weise  entsteht 
z.  B.  als  Bild  einer  schief  abgeschnittenen  Pyramide  eine  ebene  Figur, 
in  welcher  die  beiden  Grundflächen  als  p.  Flächen  abgebildet  sind. 
Anch  diese  Auffassung  p.  Figuren  einer  Ebene  kann  statt  der  in  3 
angegebenen  benützt  werden. 

Lehrbuch  der  ElemenUr-Geomeirie  III.  6 
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§.  31.  Die  Projektion  der  nnendlieh  fernen  Punkte  und  Geraden. 


1.  Während  jedem  Punkt  einer 
Geraden  a  in  der  Projektion  a^ 
ebenfalls  ein  Punkt  entspricht,  ist 
dies  nicht  der  Fall  für  den  Punkt 
F  des  zu  «1  parallelen  Central- 
strahls,  SF  \  a^.  Dieser  Punkt  F, 
der  Fluchtpunkt,  hat  eine  solche 
Lage,  dafs,  je  näher  ihm  ein  Punkt 
P  oder  Q  von  der  einen  oder  der 


1'.  Während  jeder  Geraden  einer 
Ebene  a  in  der  Projektionsebene 
a^  ebenfalls  eine  Gerade  entspricht, 
gilt  dies  nicht  für  die  Gerade  /* 
der  zu  «  parallelen  Centralebene, 
Sf  II  «1-  Diese  Gerade  /",  die 
Fluchtgerade,  hat  eine  solche 
Lage,  dafs,  je  näher  ihr  eine  Gerade 
jP  oder  g  von  der  einen  oder  andern 


Kg.  72». 

andern  Seite  auf  der  Geraden  a 
kommt,  desto  mehr  rückt  die  Pro- 
jektion Pi  oder  öl  auf  der  Geraden 
a^  in  der  einen  oder  andern  Richtung 
in  unbeschränkt  grofse  Entfernung 
hinaus  (L  Teil,  §.  3,  4).  Da  im 
Übrigen  jedem  Punkt  der  Geraden 
a  ein  Punkt  von  a^  entspricht,  so 
nennt  man  auch  l^die  Projektion 
des  unendlich  fernen  Punktes 
von  ttj,  als  ob  die  Gerade  nur 
einen  unbeschränkt  weit  entfernten 
Punkt  hätte. 

a)  Die  Frqjektion  des  unendlich 
fernen  Punktes  einer  Geraden  unrd 
durch  den  zu  dieser  Geraden  paral- 
lelen CentralstraJil  auf  der  Projektion 
der  Geraden  bestimmt. 


Fig.  78  b. 

Seite  mit  allen  ihren  Punkten 
kommt,  desto  mehr  rückt  die  Pro- 
jektion j?j  oder  Ji  auf  der  Ebene 
a^  in  unbeschränkt  grofse  Ent- 
fernung hinaus  (§.  1,  ?).  Da  im 
Übrigen  jeder  Geraden  der  Ebene 
a  eine  Gerade  von  a^  entspricht^ 
so  nennt  man  die  Fluchtgerade 
auch  die  Projektion  der  unend- 
lich fernen  Geraden  von  ffi, 
gleichsam  als  ob  es  nur  eine  solche 
Gerade  in  der  Ebene  gäbe. 

a')  Die  Projektion  der  unendlich 
fernen  Geraden  einer  Ebene  icird 
durch  die  zu  dieser  Ebene  paraUde 
Centralebene  in  der  ProjäcHons- 
ebene  bestimmt 


Damit  soll  nur  ausgesprochen  sein,  dafs,  sobald  der  betr.  Punkt 
oder  die  betr.  Gerade  unmefsbar  weit  hinausgerückt  ist^  zugleich  seine 
oder  ihre  Projektion  dem  Fluchtpunkt  bezw.  der  Fluchtgeraden  un- 
beschränkt nahe  gekommen,  d.  i  mit  diesem  Gebilde  zusammen  ge- 
fallen ist. 

Gemäfs  §.  1,  7b  folgt  noch  für  die  Fluchtgerade: 
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Fig.  73. 


b)  Die  PrcjekÜon  der  unendlich  fernen  Geraden  einer  Ebene  auf 
einer  eweiten  Ebene  ist  paraüel  der  Axe  beider  Ebenen. 

2.  Zu  irgend  welchen  Geraden  a^^  b^,  c^  einer  Ebene  a^  sind  die 
Centralstrahlen  der  Fluchtpunkte  parallel,  SFl  a^y  SVl\,  8W\c^ 
und  liegen  somit  (§.  1,7  c)  in  einer  zu  jener 
Ebene  parallelen  Centralebene,  d.  i.  in  der 
Ebene  der  Fluchtgeraden;  somit  folgt : 

Die  Prqjdctionen  der  tmendlich  fernen 
Punkte  edler  Geraden  einer  Ebene  liegen  auf 
der  Bildebene  in  einer  eineigen  Geraden  y  der 
Projektion  der  unendlich  fernen  Geraden. 

3.  Da   es  für  parallele  Gerade  a^  \\  b^ 
(Fig.  74)  nur  einen  parallelen  Centralstrahl  < 
SF  giebt,  so  folgt: 

a)  Die  Projektionen  von  parallelen  G(raden  liaben  einen  gemein- 
samen Fluchtpunkt  Ein  Parallelstrahlenbüsdiel  wird  als  ein  Strahlen- 
hüsdiel  projiciert,  dessen  Scheitel  der 
Fluchtpunkt  zu  den  parallelen  Geraden  ist 

Wir  schreiben  daher  auch  in  der 
Originalfigur  allen  parallelen  Geraden 
einen  gemeinsamen  unendlich 
fernen  Punkt  zu,  natürlich  nur  in 
Rücksicht  auf  die  Projektionen  dieser 
Geraden. 

Sind  a,  b  irgend  welche  einander 
in  F  schneidende  Geraden,  so  können 
diese  auch  so  projiciert  werden,  dafs 
ihre  Projektionen  a^  und  \  parallel  werden.  Die  Bedingung  dafür 
ist  die,  dafs  der  Centralstrahl  des  Scheitels  SF  parallel  der  Bild- 
ebene ist  (§.  1,  6a);  daraus  folgt: 

b)  Irgend  ein  Strahlenbüschel  kann  als  Paratlelstrahlenbäschel 
projiciert  werden  der  Art,  dafs  der  Scheitel  des  ersteren  die  Projektion 
des  unendlich  fernen  Punktes  des  letzteren  ist 

4.  Mit  Rücksicht  auf  2  ergiebt  sich  noch  weiter: 

a)  Die  Projektionen  von  zwei  oder  mehreren  ParallelstraJdenbüscJieln 
einer  Ebene  sind  ebensoviele  Strahiefibüschely  deren  Scheitel  auf  eitler 
Geraden,  der  Projektion  der  ufiendlieh  fernen  Geraden,  liegen. 

Dabei  ist  auszunehmen: 

b)  Parallele  zur  Axe  werden  stets  tvieder  als  solclie  projiciert; 

ihr  Fluchtpunkt   ist   der   unendlich   ferne  Punkt  der  Fluchtgeraden, 
d.  h.  sie  sind  letzterer  parallel  (1,  b). 
umgekehrt  gilt: 

c)  Jede  Figur  kann  so  projiciert  werden,  dafs  die  Projektion  von 


Fig.  74. 
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irgend  einer  Geraden  in  ihr  mit  alien  Punkten  in  unendli^ihe  Entfernung 
hinausrückt  Irgend  welche  Strdhlenbüsclidy  deren  Scheitel  in  der  Geraden 
liegen,  werden  dabei  als  ebensoviele  Paralldstrahienbüschel  prajiciert 

Es  ist  hierzu  nur  notwendig;  dafs  die  Bildebene  parallel  znr 
Centralebene  jener  Geraden  ist. 

5.  Durch  die  Projektion  ist  uns  hiernach  ein  Mittel  gegeben,  zq 
irgend  einer  Figur  ein  Bild  zu  erhalten,  welches  einfachere  Beziehungen 
darbietet  als  die  Originalfigur.  So  kann  z.  B.  ein  Viereck  oder  Vierseit 
abcd  (Fig.  74)  stets  als  ein  Parallelogramm  a^b^c^di  projiciert  werden : 

a)  Wird  ein  vollständiges  Viereck  oder  Vierseit  so  prajiciert,  dafs 
die  Verbindungsgerade  zweier  N^enecke,  bezw.  eine  Nebenseite  in  un- 
endliche Entfernung  ßllt,  so  entsieht  ein  Parallelogramm. 

Umgekehrt: 

b)  Die  Projektion  eines  Parallelogramms  ist  ein  vollständiges  Vier- 
eck bezw.  Vierseit,  von  welchem  die  Projektion  der  unendlich  fernen 
Geraden  eine  Nehensdte  ist 

Können  wir  an  einem  solchen  einfachen  Bilde  projektivisehe 
Eigenschaften  nachweisen,  wie  dafs  drei  oder  mehrere  Punkte  auf 
einer  Geraden  liegen  oder  dafs  einander  drei  oder  mehrere  Gerade 
in  einem  Punkt  (in  endlicher  oder  unendlicher  Entfernung)  schneiden, 
so  gelten  diese  Eigenschaften  auch  für  die  Originalfigur.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist  aufser  diesen  graphisch-projektivischen  Eigen- 
schaften noch  die  im  folgenden  Paragraphen  gegebene  Beziehung 
zwischen  der  Projektion  des  Mittelpunktes  und  des  unendlich  fernen 
Punktes  zu  einer  Strecke.  Wir  können  hierbei  auf  das  VI.  Kapitel 
des  II.  Teils  verweisen,  wollen  aber  im  folgenden  Paragraph  die 
genannte  Beziehung  unabhängig  von  metrischen  Verhältnissen  dar- 
legen. Sind  die  betr.  Sätze  aus  dem  zweiten  Abschnitt  des  II.  Teils 
bekannt,  so  kann  hier  sofort  zum  X.  Kapitel  übergegangen  werden. 

§.  32.  Die  Projektion  des  Mittelpunktes  einer  Strecke  in  VerbindnBg 
mit  der  des  unendlich  fernen  Punktes. 

1.  Sind  mit  den  Grenzpunkten  einer  Strecke  AC,  mit  deren  Mittel- 
punkt B  und  dem  unendlich  fernen  Punkt  F^^^  der  zugehörigen  Ge- 
raden die  Punkte  A^,  C^,  jB^,  F^  auf  einer 
zweiten  Geraden  perspektivisch,  so  nennen 
wir  letztere  beiden  Punkte  jB^,  F^  harmo- 
nisch zugeordnet  in  Bezug  auf  die  Strecke 
A^Ci.  Ebenso  heifsen  die  Strahlen  von 
irgend  einem  Centrum  nach  B^  und  F^  har- 
monisch zugeordnet  in  Bezug  auf  den  Win- 
kel der  Strahlen  nach  A^  und  C^. 

Wir  können  eine  Strecke  A^  C^  (Fig.  76  b)  Kg.  75. 
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stets  als  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  und  ihren  Mittelpunkt 
Pj  als  den  Schnittpunkt  der  zweiten  Diagonale  auffassen;  da  die 
Projektion  einer  solchen  Figur  ein  vollständiges  Vierseit  ergiebt,  in 
welchem  die  Projektion  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Original- 
ebene Nebenseite  ist,  also  der  Schnittpunkt  R  der  Nebenseite  Flucht- 
punkt wird,  so  folgt: 

Eine  Strecke  mit  zwei  hamwnisch  mgeordneten  Punkten  läfst  sich 
als  Nebenseite  eines  vollständigen  Vierseits  mit  den  Schnittpunkten  der 
beiden  anderen  Nebenseiten  betrachten, 

2.  Umgekehrt  kann  jedes  vollständige  Vierseit  ABCD  so  pro- 
jiciert  werden,  dafs  eine  Nebenseite  EF  in  unendliche  Entfernung 


Fig.  76  ».u.  76b. 


fällt,  wodurch  die  Figur  als  Parallelogramm  A^B^G^D^  abgebildet 
wird,  in  welchem  die  andern  Nebenseiten  einander  halbieren.  Dann 
ist  APCR  p.  A^P^CiRi^]  daher  folgt  nach  der  in  1  gegebenen 
Erklärung: 


In  Bezug  auf  zwei  Gegenecke 
auf  einer  Nei)enseite  eines  vollstän- 
digen Vierseits  sind  die  Schnittpunkte 
der  beiden  anderen  Nd)enseiten  har- 
monisch zugeordnet 


In  Bezug  auf  zum  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  sind  die 
Verbindungsgeraden  ihres  Schnitt- 
punktes nach  den  beiden  andern  Nd>en- 
ecken  liarmonisch  zugeordfiet. 


Das  letztere  ergiebt  sich  leicht  aus  ersterem,  da  z.  B.  die  Strahlen 
von  E  nach  den  Punkten  P  und  Q  in  Bezug  auf  die  nach  B  und  D 
harmonisch  zugeordnet  sein  müssen. 

8.  Da  die  Projektion  eines  vollständigen  Vierseits  stets  wieder 
ein  solches  ist,  so  folgt  aus  1  und  2: 


a)  Jede  Projektion  der  Grenz- 
pujikte  einer  Strecke  und  zweier 
Jiarmonisch  zugeordneten  Punkte  er- 
giebt wiederum  solche. 


a')  Jede  Projektion  der  Sdumkel 
eines  Winkels  und  zweier  harmonisch 
zugeordneten  Strahlen  ergiebt  wiede- 
rum solche. 


Ferner  schliefsen  wir  aus  1,  da  durch  zwei  Gegenecke  einer 
Nebenseite  und  den  Schnittpunkt  der  zweiten  Nebenseite  auch  der 
Schnittpunkt  der  dritten  eindeutig  bestimmt  ist  (§.  30,  2  b): 
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b.  In  Bemg  auf  zwei  Punkte 
einer  Geraden  giebt  es  m  einem 
dritten  Punkte  derselben  nur  einen 
vierten  harmonisch  sugeordtieten 


b'.  In  Beztfg  auf  zwei  Strahlen 
eines  Punktes  giebt  es  zu  einem 
drittmi  Strald  desselben  nur  eimn 
vierten  harmonisch  zugeordnettm. 


Das  letztere  V  folgt  aus  b,  da  andernfalls  auf  einer  Transver- 
salen zwei  solche  Strahlen  auch  zwei  Punkte  als  dem  dritten  zu- 
geordnet ergeben  müfsten. 

4.  Aus  dem  in  2  hervorgehobenen  Fall  der  Projektion  folgt  ferner: 
Wird  eine  Strecke  mit  ztvei  harmonisch  zugeordneten  Funkien  so 
projiciert,  dafs  die  Projektion  des  einen  Punldes 

a)  in  die  Mitte  der  betr.  Strecke  fällt,  so  rückt  die  PrqjekHoth  des 
anderen  in  unbegrenzte  Entfernung  hinaus. 

b)  in  unendliclie  Entfernung  hinausrückt,  so  fällt  die  Projektion 
des  anderen  in  die  Mitte  der  betr.  Strecke. 

Für   harmonisch    zugeordnete   Strahlen  ergeben    sich   leicht  folgende 
entsprechende  Sätze: 

a\  Wenn  von  zwei  harmonisch  zugeordneten  Strahlen  in  Bezug  auf 
zwei  andere  Strahlen  der  eine  den  Winkel  der  letzteren  halbiert,  so  stdt 
der  andere  normal  auf  ersterem. 

b\  Wenn  zwei  Juirmonisch  zugeordnete  Strahlen  in  Bezug  auf 
zwei  andere  Strahlen  normal  zu  einander  sind,  so  halbieren  sie  dit 
Winkel  der  beiden  anderen  Strahlen. 

Es  sind  nämlich  solche  Strahlen  bestimmt  durch  zwei  benach- 
barte Seiten  einer  Raute,  eine  Diagonale  und  die  Richtung  der  au- 
deren  Diagonale. 

6.  Sind  nun  E,  F  die  Gegenecken  einer  Nebenseite  eines  voll- 
ständigen Vierseits  ÄBCD,  Q  und  jB  die  Schnittpunkte  der  beiden 


Fig.  77  ft. 


0,^ 
Fig.  77  b. 


anderen  Nebenseiten  und  verbindet  man  den  Schnittpunkt  P  der 
letzteren  mit  E  und  F,  so  schneiden  diese  Verbindungsgeraden  die 
vier  Seiten  in  vier  Punkten  aßyd.  Projicieren  wir  die  Figur  so, 
dafs  EF  in  unendliche  Entfernung  hinausrückt,   so  wird  A^B^CiBi 
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ein  Parallelogramm,  a^y^  ||  A^B^  ||  CjDi,  ßid^  H  Ä^D^  \\  B^C^  so  dafs 
die  Punkte  aißiyi^i,  wie  leicht  nachzuweisen,  die  Seiten  des  Paral- 
lelogramms halbieren  und  wiederum  ein  Parallelogramm  bestimmen, 
in  welchem  «ijS^  ||  B^D^  ||  y^di,  ftyi  ||  Ä^C^  |  «1*1;  diesen  beiden 
Parallelstrahlenbüscheln  entsprechen  daher  in  der  Originalfigur 
Strahlenbüschel,  deren  Scheitel  in  Q  und  B  liegen  (vgl.  U.  Teil,  §.19 
4  b).  Es  sind  somit  auch  Q  und  B  die  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  aßyd,  und  E,  F  sind  die  Schnittpunkte  der  Neben- 
seiten ay  und  jSd^mit  der  Nebenseite  QB.    Daraus  folgt  (2): 

Wenn  zwei  Punkte  {oder  Strahlen)  Jiannonisch  zugeordnet  sind  in 
Bezug  auf  zwei  andere^  so  sind  es  auch  letztere  in  Bezug  auf  erstere. 

Wir  nennen  daher  die  vier  Punkte  kurz  harmonische  Punkte  und 
die  zugehörigen  Strahlen  harmonische  Strahlen. 

In  Verbindung  mit  4  folgt  nun,  dafs,  wenn  die  Projektion  irgend 
eines  der  vier  Punkte  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung  hinaus- 
rückt, der  zugeordnete  die  Strecke  der  beiden  anderen  halbiert  und 
umgekehrt.  Wir  werden  hiervon  im  folgenden  den  ausgedehntesten 
Gebrauch  machen. 


Neuntes  Kapitel. 
Abbildung  des  Kreises  als  Kreis. 

§.  33.  Pol  und  Polare  im  Kreis. 

1«  Wird  ein  Kreis  von  einer  Ebene  auf  eine  zweite  projiciert, 
so  ist  die  Gesamtheit  der  Gentralstrahlen,  der  Schein  des  Kreises,  eine 
Kegelfläche.  Wenn  der  Kreis  von  irgend  einer  Linie  geschnitten  wird, 
so  geht  der  Centralstrahl  des  Schnittpunkts,  als  gemeinsamer  Strahl 
der  Scheine  beider  Linien,  auch  durch  den  Schnittpunkt  der  Projek- 
tionen dieser  Linien;  für  den  Fall,  dafs  beide  Linien  der  Originalfigur 
in  unmefsbar  nahe  gerückten  Punkten  zusammentreffen,  gilt  das 
gleiche  auch  für  die  Projektionen  der  Linien.     Ganz  allgemein  gilt: 

a.  Die  Projektion  eines  SchnittspunJctes  zweier  Linien  ist  der 
SchnittpuM  der  Projektionen  dieser  Linien. 

&.  Die  Projektion  einer  Tangente  und  ihres  Berührungspunktes  ist 
Tangente,  hezw.  Berührungspunkt  in  den  Projektionen  der  betr.  Linien. 

2.  Nehmen  wir  auf  dem  Durchmesser  AB  (Fig.  78)  eines  Kreises 
irgend  einen  Punkt  P  und  den  mit  ihm  harmonisch  zugeordneten 
Punkt  Q  an'  und  ziehen  in  beiden  Punkten  die  Normalen  des 
Durchmessers  MN ±.ABj  QR 1,  AB,  so  heifsen  P  und  Q  zu- 
geordnete Pole,  Jlf ^  und  QR  zugeordnete  Polaren;  P  und  QB 
heifsen  in  Bezug  auf  einander  Pol  und  Polare,  ebenso  Q  und  MN. 
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Ziehen  wir  8Q  ±.  QR  und  machen  SQ^  =  QÄ  •  QB  und  nehmen 
wir  nun  8  als  Centrum  der  Projektion  und  eine  zu  SQR  parallele 
Ebene  als  Bildebene,  so  er- 
halten wir  als  Projektion  des 
Kreises  wiederum  einen  Kreis. 
Es  ist  nämlich  in  der  proji- 
cierenden  Kegelfläche  die  Ebene 
SAB  der  Hauptaxenschnitt,  da 
SQ  und  AQ  normal  zu  QR 
(§.  4,  la  u.  3  a);  ferner  wird 
ein  durch  ABS  gelegter  Kreis 
von  QS  berührt  (IL  Teil,  §.  9,  ^ig.  78. 

2b);  daher  ist  ^  BSQ  =  BAS,  und  da  A^  B^  ||  SQ,  so  ist  ^  A.B^S 
«:=  BSQ  =  SAB]  d.  h.  die  Bildebene  ist  antiparallel  zur  Grundfläche, 
somit  ihr  Schnitt  mit  der  Kegelfläche  ein  Kreis  (§.  18,  5). 

In  dieser  Projektion  ist  A^B^  ein  Durchmesser,  und  da  die  Pro- 
jektion von  Q  in  unmefsbare  Entfernung  hinausrückt,  so  wird  P, 
Mittelpunkt  von  A^B^,  d.  i.  Mittelpunkt  des  Kreises.  Wie  MN ±  ÄBy 
so  bleibt  auch  M^N^^  A.A^B^,  da  sowohl  MN  als  MiN^  |  QR  und 
parallel  der  Axe  (§.  31,  4b.) 

*  Wir  haben  hierbei  P  beliebig  angenommen;  ebensowohl  hätten 
wir  von  der  Geraden  QR  ausgehen  und  darnach  den  Pol  P  bestimmen 
können.     Es  ergiebt  sich  hieraus: 

Ein  Kreis  kann  stets  ah  Kreis  prqjiciert  werden,  tmhrend  eine  der 
beiden  folgenden  Bedingungen  erßlllt  ist: 

a,  Ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  des  Kreises  mrd  als  Mittd- 
punkt  projiciert  und  seine  Polare  als  unendlich  ferne  Gerade,  Dar 
Durchmesser  des  Punktes  und  die  zu  ihm  normale  Sehne  derselben  werde» 
hierbei  als  zwei  zueinander  normale  Durchmesser  abgd)üdet. 

b.  Eine  beliebige  Gerade  aufserhcUb  des  Kreises  wird  als  unendlich 
ferne  Gerade  projiciert  und  ihr  Pol  als  Mittelpunkt  Die  zugeordnete 
Polare  und  der  zu  ihr  normale  Durchmesser  tverdeti  als  zwei  zu  ein- 
ander normale  Durchmesser  abgebildet. 

3.  Aus  dieser  perspektivischen  Beziehung,  ergiebt  sich  nun  für 
Sekanten  eines  Kreises: 

a.    In  Bezug  auf  die  Schnittpunkte   aller  StraJden   eines  Putdcies 
liegen  die  diesem  har- 
monisch zugeordne- 
ten PunJcte  auf  der 
Polare  desselben. 

Denn  wenn  der 
Punkt  innerhalb 
des   Kreises    liegt,  Fig.  79. 
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Fig.  80. 


In  beiden  Fällen  folgt  somit 


so  läfst  er  sich  als  p,  zu  dem  Mittelpunkt  eines  p.  Kreises  auffassen^ 
während  den  Punkten  der  Polare  die  unendlich  feme9  Punkte  ent- 
sprechen. 

Liegt  der  Punkt  aulserhalb  des  Kreises,  so  läfst  er  sich  als  un- 
endlich femer  Punkt  eines  Durchmessers  in  einem,  p.  Kreis  projicieren^ 
so  dafs  alle  Geraden 
durch  ihn  parallel 
sind,  während  die 
Polare  des  Punktes 
als  zu  ersterem 
Durchmesser  nor- 
maler Durchmesser 
abgebildet  wird,  der  die  Sehnen  halbiert 
obiger  Satz  aus  der  Erklärung  §.  32,  l. 

Da  die  harmonischen  Punkte  in  der  Projektion  eben  solche 
bleiben,  so  folgt  für  den  Fall,  dafs  der  Kreis  als  Kreis  projiciert 
wird: 

b)  Pol  und  Polare  bleiben  auch  m  der  Projektion  Pol  und  Polare. 

Indem  wir  von  der  in  §.  31  eingeführten  Redeweise  Gebrauch 
machen,  können  wir  nun  dem  in  2  betrachteten  Fall  der  Projektion 
auch  folgenden  Ausdruck  geben: 

c.  Der  Mittelpunkt  und  die  unmdlicli  ferne  Gerade  entdecken  einr 
ander  als  Pol  und  Polare, 

d.  Ein  Durchmesser  und  der  unendlich  ferne  Punkt  der  zu  ihm 
normalen  Richtung  entsprechen  einander  als  Polare  und  Pol, 

4,  Ziehen  wir  in  den  Schnittpunkten  der  Strahlen  eines  gege- 
benen Punktes  P  mit  einem  Kreis  Tangenten,  so  läfst  sich  der  Punkt, 
falls  er  innerhalb  des  Kreises 
liegt,  als  Mittelpunkt  P^  eines 
p.  Kreises  projicieren,  wodurch 
die  betr.  Tangenten  paarweise 
als  Parallele  projiciert  wer- 
den. Die  Schnittpunkte  sind 
somit  in  unendliche  Entfer- 
nung projiciert  und  es  ent- 
sprechen diesen  in  der  Origi- 
nalfigur die  Punkte  der  Polare 
des  gegebenen  Punktes; 
Schnittpunkte  der  Tangenten. 


Fig,  81. 


es 


liegen  also  auf  dieser  Polare  die 
Falls  der  gegebene  Punkt  P  aufser- 
halb  liegt  (Fig.  82),  läfst  sich  die  durch  ihn  gezogene  Normale  der 
Centralen  als  unendlich  ferne  Gerade  projicieren,  wodurch  alle  Sekan- 
ten des  Punktes  als  Parallele  zu  der  Centralen  und  die  Polare  des 
Punktes  als  zu  ihnen  normaler  Durchmesser  projiciert  werden;   auf 
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diesem  Durchmesser   liegen   aber   die  Schnittpunkte   der  Tangeuteu^ 
daher  in  der  ursprünglichen  Figur  ebenfalls  in  der  Polare  des  Punktes. 


9,)  Die  Schnitt- 
punhte  der  Tan- 
gentenpaare Zti 
aUen  Strebten 
eines  Punktes 
liegen  auf  der 
Polare  des 
Pufiktes, 


Insbesondere  folgt: 
b)  Die  Berühnmgssehne 
des    Tangentenpaxircs     eines 
Punktes  ist  Polare  desselben.  ^ 

Rückt  der  Punkt  dem 
Kreisumfang  unmefsbar 
nahe,  so  wird  seine  Polare 


a')  Die  Bc- 


Vig.  82. 


der  Tangenten- 
2Xiar(^von  aUen 
Punkten  eintr 
Geraden  sdim- 
den  {in  der  Ver- 
längerung) ein- 
ander im  Pol 
der  Geraden. 


Pig.  83. 


nahezu  mit  seiner  Tangente  zusammenfallen,  m.  a.  W.: 

c)  Zu  einem  Punkt  des  Umfangs  ist  seine  Tangente  Polare. 
5.  Bestimmen  wir  von  beliebigen  Strahlen  eines  Punktes  im 
Innern  des  Kreises  die  Pole,  und  projiciereu  wir  den  Kr^is  als  Kreis 
so,  dafs  der  Punkt  als  Mittelpunkt,  die  Strahlen  als  Durchmesser 
abgebildet  werden,  so  liegen  deren  Pole  in  unendlicher  Entfernung) 
somit  in  der  Originalfigur  auf  der  Polare  des  gegebenen  Punktes. 
Liegt  der  Punkt  auf  serhalb  des  Kreises,  so  projicieren  wir  ihn  als 
unendlich  fernen  Punkt  eines  Durchmessers,  während  die  Polare 
dieses  Punktes  als  Durchmesser  abgebildet  wird,  welcher  zu  ersterem 
Durchmesser  normal  ist.  Auf  diesem  Durchmesser  liegen  alle  Pole 
der  zu  ihm  normalen  Geraden,  welche  die  Projektionen  der  Strahlen 
des  gegebenen  Punktes  sind.     In  beiden  Fällen  folgt: 


a)  Für  alle  Punkte  einer  Geraden 
gellen  die  Polaren  durch  den  Pol 
der  Geraden. 


a)  Für  aUeStraUen  eines  Punktes 
liegen  die  Pole  auf  der  Polare  des 
Punktes. 


§.  34.  Viereck  nnd  Vicrseit,  Sechseck  und  Seclisseit  des  Kreises. 


1.   Projicieren   wir  einen  Kreis 
mit    dem    Sehnenviereck    AB  CD 
dafs  der  Kreis  als  Kreis  ab- 


so 


gebildet  wird,  während  das  Neben- 
eck jß,  das  innerhalb  des  Kreises 


1/  Projicieren  wir  einen  Kreis 
mit  dem  Tangentenvierseit  ahcd 
so,  dafs  der  Kreis  als  Kreis  ab- 
gebildet wird,  während  die  Neben- 
seite   Tj,    welche    außerhalb  des 
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liegt,  Mittelpunkt  wird,  so  wird 
die  Projektion  des  Sehnenvierecks 
ein  Rechteck  und  die  Projektionen 
der    Nebenecke    Q   und   S   fallen 


Kreises  liegt,  in  unendliche  Ent- 
fernung fällt,  so  wird  die  Projektion 
des  Tangentenvierseits  eine  Raute 
und  der  Schnittpunkt  JB  der  beiden 


Fig.  84  a  u.  84  b. 


in  unendliche  Entfernung,  da  die 
Seiten  paarweise  parallel  werden. 
Es  ist  somit  R  Pol  zu  QS,  Da 
zugleich  die  Projektion  von  JRQ 
ein  zu  der  Projektion  von  BS  nor- 
maler Durchmesser  ist,  so  ist  auch 
S  Pol  zu  RQ,  ebenso  Q  Pol  zu  HS. 


In  dem  Sehnenviereck  ist  die  Ver- 
hindungsgerade  zweier  Nebenecke 
Polare  des  dritten  Nebenecks, 

2.  Ziehen  wir  noch  in  ABCD 
die  Tangenten,  so  folgt  ebenfalls 
leicht  aus  der  Projektion  oder  aus 
§.  33,  4a,  dafs  die  Schnittpunkte 
der  Tangentenpaare  paarweise  auf 
den  Geraden  BS,  SQ,  QB  liegen. 


andern  Nebenseiten  wird  als  Schnitt- 
punkt der  Diagonalen  der  Raute 
zugleich  Mittelpunkt  des  einge- 
schriebenen Kreises.  Daher  ist  r^ 
Polare  zu  B,  Da  zugleich  die  an- 
dern Nebenseiten  als  zu  einander 
normale  Durchmesser  projiciert 
werden,  so  ist  A^Gy  Polare  zu  Q 
und  ByB^  Polare  zu  S. 

In  dem  Tangentenvicrseit  ist  der 
Schnittpunkt  zweier  Nebenseiten  Pol 
der  dritten  Nebenseite. 

2/  Zeichnen  wir  noch  das  durch 
die  Berührungspunkte  bestimmte 
Sehnen  Viereck,  so  folgt  aus  der 
Projektion  oder  aus  §.  33,  4  a',  dafs 
die  BerQhrungssehnen  einander 
paarweise  in  den  Schnittpunkten 
^'i^'i;  ^i9i9  ffi^i  schneiden. 
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Vier  Punkte    des    ümfangs  und  deren   Tangenten  bestimmen  em 
Sehnenviereck  und  Tangentenvierseit, 


in  welchen  die  Nebenseiten  des  letz- 
tem auf  die  Verbindungsgeraden  der 
Nebenecke  des  ersteren  fallen. 

3.  Sechs  Punkte  auf  einem  Kreis 
123456  bestimmen  durch  die  Ver- 
bindungsgeraden je  zweier  auf- 
einander folgenden  Punkte  ein 
Sechseck,  von  welchen  die  3 
Schnittpunkte  der  3  einander 
gegenüber  liegenden  Seitenpaare, 
P  von  12  und  45,  Q  von  23  und 
5  6,  R  von  3  4  und  6  i,  auf  einer 
Geraden  liegen. 


m  welchen  die  NAenecke  des 
ersteren  in  die  Schnittpunkte  der 
Nebenseiten  des  letzteren  faUen, 

3/  Sechs  Tangenten  eines  Kreises 
I II III IV  V  VI  bestimmen  durch 
die  Schnittpunkte  je  zweier  auf- 
einander folgenden  Geraden  ein 
Sechsseit,  von  welchen  die  3 
Verbindungsgeraden  der  3  einander 
gegenüber  liegenden  Eckenpaare, 
p  von  I II  und  IV  F,  q  von  II III 
und  V  VI,  r  von  ///  IV  und  VI  I 
durch  einen  Punkt  gehen« 


Fig.  85  a. 

Es  ist  dies  der  Satz  von  Pascal: 

In  einem  Sehnensechseck  liegen 
die  Schnittpunkte  der  Paare  gegen- 
überliegender Seiten  auf  einer  Ge- 
raden, 


von 


flg.  85  b. 

Es     ist     dies     der     Satz 
Brianchon: 

In  einem  Tangentensechsseü  gehen 
die  Verbindungsgeraden  der  3  Paare 
gegenüberliegender  Ecke  durch  einen 
Punkt. 


Um  zunächst  den  ersten  Satz  zu  beweisen,  projicieren  wir. den 
Kreis  als  Kreis  so,  dafs  die  Gerade  PQ  in  unendliche  Entfernung 
rückt,    dafs    also   12  \\4  5,    23\\56    wird.     Da 

dann  Bogen  2  34  =  561  und  612  =  3  45  ist,  so 

ergiebt   die    Addition,    dafs    612  3  4  =  3  4561 
und  die  Subtraktion  dieser  Bögen  von  dem  ganzen 

Umfang,  dafs  456  =  123,  somit  ^ i  ||  5 4  ist,  d. i.  "^      Q^ 

der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  liegt  in  der  Kg.  85»,. 

Projektion  ebenfalls  auf  der  unendlich  fernen  Geraden.    Daher  mufs  in 
der  Originalfigur  der  Schnitt  B  auf  der  Geraden  PQ  liegen. 
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Der  Lehrsatz  gilt  jedoch  nicht  blos  für  den  Fall,  dafs  die  6 
Punkte  in  der  Ordnung  des  Umlaufs  der  Kreislinie  aufeinander  folgen; 
die  Reihenfolge  ist  ganz   willkürlich.     Dabei  kann  die  Schniti^erade, 


Fig.  85  a,. 


Fig.  86  aV 


Pascal'sche  Gerade^  möglicher  Weise  den  Kreis  schneiden,  sodafs 
die  angeführte  Projektionsart  nicht  möglich  ist.  Liegt  nur  ein  Schnitt- 
punkt aufserhalb  des  Kreises,  wie  in  Fig.  85 a^  der  von  34  und  6 ly 
so  projiciere  man  so,  dafs,  während  der  Kreis  als  Kreis  abgebildet 
wird,  der  Schnittpunkt  3  4  mit  PQ  in  unendliche  Entfernung  fallt. 

Es  ist  dann  3M=  N4,  SM-^-äN^  2N+  N4  oder  ^2QN=  452 
(L  Teil  §.  3*,  3a).      Daher   ist   25QP  ein    Sehnen viereck,   ^  5Q2 

=  5F2  oder  52  +  fß  =  52  +  41,  36  ^  Tl,  6l'^34  ||  P§,  wor- 


Fig.  85  a,. 

aus   folgt,   dafs   in  der  Originalfigur  61,  34  und  PQ  durch  einen 
Punkt  gehen. 

Fallen  alle  3  Schnittpunkte  in  den  Kreis, 
wie  in  Fig.  85  a,,  so  projicieren  wir  den  Kreis 
als  Kreis  so,  dafs  in  dem  Sechseck  123654  der 
Schnittpunkt  P|  von  12  und  6  5  und  der 
Schnittpunkt  Q^  von  23  und  54  in  unendliche 
Entfernung  fallen,  bezw.  12  J  65,  23  ||  54  wird. 

Dann  ist 73  ~  '^,  55  =  J^,  also /55  =^'^24  f*«-  »ö*.- 

somit  5^1  41  j  woraus  folgt,  dafs  der  Schnittpunkt  B    von  41  und 
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.9^  in  der  Originalfigur  auf  der  Geraden  PiQt  ^^^g^  Alsdann  ist 
das  Dreiseit  14P  p.  63Q  (nach  §.  30,  i').  Daher  geht  die  Gerade 
61  durch  den  Schnittpunkt  R  von  PQ  und  34:  als  dem  Centrum  der 
Projektion. 

Wenden  wir  uns  zu  dem  Tangentensechsseit,  so  wird  in  einer 
Projektion  des  Kreises  als  Kreis,  in  welcher  2  Paar  Berührungssehnen 
parallel  sind,  nach  Torangehendem  auch  das 
dritte  Paar  parallel  und  die  Verbindungsgeraden 
der  Tangentenschnittpunkte  mit  dem  Mittel- 
punkte fallen  paarweise  in  eine  Gerade  (T.  T. 
§.  24,  9),  bzw.  die  3  Verbindungsgeraden  der 
gegenüber  liegenden  Schnittpunkte  schneiden 
einander  im  Mittelpunkt,  daher  auch  in  der 
Originalfigur  in  einem  Punkt. 

Übrigens    sind   auch  p^  q,  r  die  Polaren 
der   Schnittpunkte    der    Berührungssehnen    zu  ^^-  ***»•• 

/  //  und  IV  r,  bezw.  Hill  und  V  VI,IIIIV  und  VIL  Da  diese  Schnitt- 
punkte auf  einer  Geraden  liegen  nach  dem  Satz  von  Pascal,  so 
schneiden  einander  pqr  in  einem  Punkt  (§.  33,  6a). 

Zusatz:    Zu  weiteren  Ableitungen  aus  diesen  SätUn  verweisen 
wir  einerseits  auf  Teil  II  §.  17,  6 — 7,  andrerseits  auf  §.  38,  i  u.  6. 


§.  35.  Perspektivische  Lage  zweier  Kngelschnitte. 

1.  Wird  eine  Kugel  von  irgend  zweien  (nicht  parallelen)  Ebenen 
geschnitten  und  legen  wir  eine  weitere  Ebene  durch  die  Normalen 
des  Mittelpunkts  nach  den  beiden  Ebenen,  so  steht  diese  Ebene  auf 
den  beiden  Kugelschnitten 
normal,  schneidet  sie  in 
zwei  Durchmessern  AB  und 
A^B^  und  schneidet  die 
Kugel  in  einem  Hauptkreis 
in  welchem  die  Grenzpunkte 
jener  Durchmesser  ein  Seh- 
nenviereck ÄA^BBi  be- 
stimmen. In  diesem  Sehnen- 
viereck kann  nun  jedes  der 
beiden  nicht  auf  den  Durch- 
messern liegenden  Neben- 
ecke S  oder  S^  als  Centrum 
der  Projektion  für  beide  Kreise  betrachtet  werden.  Denn  die  Winkel 
des  Sehnen  Vierecks  ergeben,  dafs  in  dem  projicierenden  K^el  die 
Ebene  des  einen  Kreises  antiparallel  zu  der  des  andern  ist;  es  mufs 


Fig.  86. 
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also  der  betr.  Kegelschnitt  ebenfalls  ein  Ereis  um  den  Durchmesser 
sein^  der  auch  dem  Eugelschnitt  angehört 

a)  Irgend  ewei  Kreise  einer  Kugel  sind  p.  der  Art,  dafs  die  Durchr 
messer  heider  Kreise^  welche  auf  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  gelegten 
Norfnald)ene  liegen,  einander  p,  entsprechen. 

Umgekehrt  gilt  aber  auch: 

b)  Wenn  zwei  Kreise  auf  zweien  einander  schneidenden  Ebenen  )f. 
sind,  so  kann  man  eine  Kugel  durch  sie  legen. 

Denn  in  solchen  Kreisen  müssen  die  zur  Axe  p  parallelen  Tan- 
genten p.  sein,  somit  auch  die  zur  Axe  normalen  Durchmesser  AB 
und  A^B^]  die  das  Centrum  der  Projektion  enthaltende  Ebene  AB A^Bi 
dieser  Durchmesser  ist  somit  normal  zur  Axe,  also  auch  normal  zu 
den  Ebenen  beider  Kreise;  eine  ümkehrung  der  in  §.  18,  6  gegebenen 
Ableitung  zeigt,  dafs  beide  letztere  Ebenen  antiparallel  sind  in  Bezug 
auf  den  projicierenden  Kegel,  so  dafs  ein  Kreis  um  ABA^B^  gelegt 
werden  kann,  dessen  Rotation  eine  Kugel  ergiebt,  und  dieser  Kugel 
gehöre^  ebenfalls  die  Kreise  um  AB  und  A^B^  an. 

3.  Aus  Ib  folgt  in  Verbindung  mit  §,  7,  5  c: 

Bei  zwei  p.  Kreisen  auf  zweien  einander  schneidenden  Ebenen  ist: 

a)  das  Produkt  der  Abschnitte  von  jedem  Strahl  des  Centrums  nach 
mei  p.  Funkten  konstant 

b)  die  Potenz  irgend  eines  Punktes  der  Axe  ßr  beide  Kreise  die 
gleiche. 

Die  Axe  heifst  daher  auch  Potenzgerade  beider  Kreise. 

3.  Als  besondere  Fälle  der  p.  Lage  auf  zwei  Ebenen  sind  hervor- 
zuheben: 

a)  Irgend  zwei  einander  in  ztvei  Punkten  schneidende  Kreise  zweier 
Ebenen  sind  p.  in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Sekante  als  Axe. 

b)  Irgend  ztvei  einander  berührende  Kreise  zweier  Ebenen  sind  p. 
in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Tangente  als  Axe. 

In  beiden  Fällen  gehören  nämlich  die  beiden  Kreise  der  Kugel 
an,  welche  durch  die  Kotation  des  Kreises  entsteht,  der  durch  die 
Grenzpunkte  der  zur  Axe  normalen  Durchmesser  gelegt  werden  kann. 

4.  Drehen  wir  die  eine  Ebene  beider  p.  Kreise  um  die  Axe,  so 
wird  in  den  Bedingungen  für  die  p.  Lage  nichts  geändert  Dabei 
kann  die  zweite  Ebene  der  ersteren  unmefsbar  nahe  kommen.  Daher 
gelten  obige  Sätze  auch  für  zwei  Kreise  einer  einzigen  Ebene. 

Irgend  zwei  Kreise  einer  Ebene  können  betrachtet  werden  als  die 
Grenzlagen  p.  Kreise  zweier  einander  schneidenden  Ebenen  der  Art,  dafs 
die  in  dem  Punkt  gleidwr  Potenzen  auf  der  Centralen  gezogene  Normale 
die  Axe  ist  und  der  Ähnlichkeitspunkt  beider  Kreise  Centrum  der  Pro- 
jektion. Es  entsprecJien  einander  die  nicht  \>.  ä.  liegenden  Punkte  eines 
CeniralstraMs. 
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Dafs  hierbei  in  der  That  das  Centrum  der  Projektion  in  den 
Ahnlichkeitspunkt  fälH;  folgt  aus  2  a;  da  nach  diesem  Satze,  wenn  r 
und  r^  die  Radien,  m  und  m^  die  Abstände  der  Kreismittelpunkte  von 
dem  auf  den  Centralen  liegenden  Centrum  der  Projektion  sind,  die 
Gleichung  gelten  muTs: 

(w  +  r)  (w,  —  r,)  =  (m  —  r)  (m^  +  r,) 

oder  J   ,    '  =  ^-L~^>  woraus  folgt;  J?  =  -  ,  -  -  =  -• 

Es  schliefsen  sich  hier  die  schon  im  IL  Teil  §.  23  abgeleiteten 
Sätze  an. 


Zehntes  Kapitel. 

Abbildung  des  Kreises  als  Elegelsohnitt. 

§.  36.  Oraphisch-projektivische  Eigenschaften  der  Kegelsdyiitte. 

1.  Unter  dem  Namen  Kegelschnitt  begreifen  wir  das  perspek- 
tivische Bild  eines  Kreises  sowie  irgend  eine  perspektivische  Projektion 
eines  solchen  Bildes,  den  Kreis   selbst  natürlich  mit  eingeschlossen. 

Anmerkung.  Die  in  §.  7,  2  angegebene  Entstehungsart  von  Kegel- 
schnitten ist  ein  besonderer  Fall  der  hier  gegebenen.  Dafs  die  ans  jenem 
Fall  abgeleiteten  Sätze  auch  bei  dieser  allgemeinen  Begriffsbestimmung 
ihre  Giltigkeit  behalten,  wird  im  folgenden  (§.  41  und  43)  nachgewiesen 
werden. 

Da  irgend  welche  projektivische  Eigenschaft  einer  Figur  auch 
bei  der  Projfe^tion  eines  Bildes  derselben  sich  nicht  ändert,  so  haben 
alle  solche  für  den  Kreis  geltende  Eigenschaften  auch  ihre  Giltigkeit 
fiir  alle  Kegelschnitte.     Gemäfs  §.  33,  i  folgt  somit: 

a)  Eine  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelsdmitts  schneidet  denseS)en 
enkveder  in  zwei  Funkten^  oder  sie  berührt  ihn  oder  sie  Jiat  keinen  FUnki 
mit  dem  Kegelschnitt  gemein. 

b)  Von  einem  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  können 
an  denselben  entweder  zwei  Tangenten  gezogen  werden,  oder  keine, 
oder  eine;  das  letztere  nämlich,  sobald  der  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt 
seihst  liegt 

Im  ersteren  Fall  sagt  man,  der  Punkt  liege  aufs  erhalb  des 
Kegelschnitts,  im  zweiten  Fall  innerhalb. 

2.  Wird  ein  Kreis  oder  Kegelschnitt  so  abgebildet,  dafs  eine 
Gerade,  welche  das  Original  nicht  schneidet.  Fluchtgerade  wird,  so  hat 
das  Bild  keinen  unendlich  fernen  Punkt  und  heifst  Ellipse  (Fig. 87a); 
berührt  die  Fluchtgerade  das  Original,  so  hat  das  Bild  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  und  eine  unendlich  ferne  Tangente  und  heifst  Parabel 
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(Fig.  87b);  schneidet  die  Fluchtgerade  das  Original,  so  hat  das  Bild  zwei 
unendlich  ferne  Punkte  und  heifst  Hyperbel  (Fig.  87c).  Im  letzteren 
Fall  heifsen  die  Projektionen  der  Tangenten  jener  Schnittpunkte  die 
Asymptoten  des  Kegelschnittes;  dieselben  sind  als  Tangenten  aufzu- 
fassen, deren  Be- 
rührungspunkte 
in  unendliche 
Feme  hinausge- 
rQckt  sind,  denen 
sich  also  der  Ke- 
gelschnitt mehr 
und  mehr  nähert, 
ohne  sie  in  end- 
licher Entfernung 
zu  erreichen. 

Da  bei  einer 
Projektion  nur 
eine  Gerade  in 
unendliche  Ent- 
fernung hinaus- 
rucken kamt,  so 
folgt  aus  a,  dafs 
jeder  Kegelschnitt 
einer  der  drei  genannten  Formen  angehören  mufs. 

3.  Ist  das  Centrum  S,  die  Axe  a  und  die  Fluchtgerade  f  gegeben 
so  findet  man  zu  einem  Punkt  P  des  Originals  den  p.  Punkt,  indem 
man  durch  den  Punkt  P  eine 

Gerade  p  in  der  Originalebene 
zieht,  welche  die  Axe  in  Q, 
die  Fluchtgerade  in  F  schneide. 
Das  Bild  dieser  Geraden  ist 
die  durch  Q  parallel  zu  SF 
gezogene  Gerade.  Der  Schnitt- 
punkt dieser  Geraden  mit  dem 
Centralstrahl  SP  ist  das  Bild 
des  Punktes  P.  Wählt  man 
als  Gerade  p  die  Tangente  in 

P,  so  ist  deren  Projektion  eben-  j^ig.  ^75. 

falls  Tangente. 

4.  Bei  der  Ellipse  und  Parabel  erhält  man  alle  Punkte  des  Bildes 
durch  die  Halbstrahlen  des  Centrums  nach  den  Punkten  des  Originals, 
bei  der  Hyperbel  dagegen  nur  den  Teil  einerseits  der  Fiuchtgeraden 
auf  diese  Weise,  den  andern  Teil  dagegen  durch  die  Gegenstrahlen 

Lehrbuch  der  Elementar-Geoiuetrie  III.  7 
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der  betr.  Punkte. 
Deshalb  liegen  bei 
der  Ellipse  und 
Parabel  wie  beim 
Kreis  alle  Punkte 
des  Kegelschnittes 

einerseits     von 

einer   Geraden^ 
welche  den  Kegel- 
schnitt  in   einem 

Punkt  berührt 
oder  in  keinem 
Punkt  trifft;  da- 
gegen besteht  die 
Hyperbel  aus  zwei 
Teilen,  welche  je  auf  den  Gegenseiten  solcher  Geraden  liegen. 

§.  37.  Hittelpunkt  und  zugeordnete  Durchmesser  in  Kegelschnitten. 

1.  Aufser  den  graphisch-projektivischen  Eigenschaften  des  Kreises 
lassen  sich  sofort  auch  alle  auf  harmonische  Punkte  und  Strahlen 
bezügliche  den  Kegelschnitten  zuschreiben.     Aus  §.  33,  *3  folgt: 

a)  In  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  der  StraJUen  eines  Punktes  mit 
einem  Kegelschnitt  liegen  die  dem  Funkt  harmonisch  isugeordneten  Punkk 
auf  einer  Geraden,  der  Polare  des  Punkts, 

Der  Punkt  selbst  heifst  auch  hier  der  Pol  der  Geraden. 

Auch  die  in  §.  33;  4  und  §.  34  gegebenen  Sätze  gelten  f&r  die 
Kegelschnitte ;  da  sie  sich  nur  auf  Pol  und  Polare  und  die  Schnitt- 
punkte von  Geraden  beziehen. 

Zur  Konstruktion  der  Polare  eines  Punktes  P  kann  daher  ein 
Sehnenviereck  gezeichnet  werden,  von  welchem  der  Punkt  ein  Neben- 
eck ist;  die  Polare  ist  die  Verbindnngsgerade  der  beiden  andern  Neben- 
ecke. Liegt  der  Punkt  aufserhalb  des  Kreises,  so  ist  damit  auch  die 
Aufgabe  gelost,  die  Berührungspunkte  seiner  Tangenten  zu  bestimmen 
(§.  33,  4  b). 

Um  zu  einer  beliebigen  Geraden  den  Pol  zu  finden,  bestimmt 
man  die  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden,  deren  Schnittpunkt  dann 
den  gesuchten  Pol  liefert  (nach  §.  33,  5  a). 

b)  Zu  jedem  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  giebt  es  eine 
Polare,  m  jeder  Geraden  einen  Pol. 

2.  Bei  der  Entstehung  eines  Kegelschnitts  durch  Projektion  eines 
Kreises  oder  irgend  eines  Originalkegelschnittes  wird  immer  das  Bild 
einer  Geraden  der  Originalebene  in  unendliche  Entfernung  hinans- 
rücken,  nämlich  die  Projektion  der  Fluchtgeraden  f,  welche  durch  die 
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zar  Bildebene  parallele  Centralebene  bestimmt  ist.  Der  Pol  M  dieser 
Geraden  wird  daher  im  Bild  als  Mittelpunkt  M^  aller  durch  ihn  ge- 
zogenen Sehnen  erscheinen  (Fig.  87).  Bei  der  Ellipse  liegt  dieser 
Punkt  im  Innern^  da  die  Fluchtgerade  das  Original  nicht  schneidet; 
bei  der  Hyperbel  liegt  er  aufsen,  im  Schnittpunkt  der  Asymptoten, 
da  diese  die  Projektionen  der  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  XY 
der  Fluchi^eraden  sind  und  somit  (nach  §.  33,  4b)  ihr  Schnittpunkt 
Pol  der  Berührungssehne  ist.  Bei  der  Parabel  ist  der  Pol  der  Flucht- 
geraden ihr  Berührungspunkt  (nach  §.  33,  4  c)  und  seine  Projektion 
fallt  somit  ebenfalls  in  unendliche  Entfernung.  Indem  wir  von  der 
früher  eingeführten  Redeweise  Gebrauch  machen ,  die  jedoch  stets 
nur  in  Bücksicht  auf  die  Projektion  ihre  Bedeutung  hat,  können 
wir  alle  drei  Fälle  in  der  Form  zusammenfassen  (vgl.  §.  33,  3  c): 

a)  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  eines  Kegelschnitts  ist 
Mittelpunkt  desselben,  d,  h.  alle  Sehnen  durch  ihn  u?erden  in  ihm  halbiert. 

b)  Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ist  der  Schnittpunkt  der  Asymptoten, 

c)  Der  Mittelpunkt  der  Paräbd  ist  ihr  unendlich  femer  Punkt 
3.   Alle  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  gezogenen 

Sehnen  heifsen  Durchmesser  desselben. 

a)  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  sind  die  Grenepunkte  eines  Durch- 
messers  vom  Mittelpunkt  gleichweit  entfernt]  bei  der  Parabel  sind  aUe 
Durchmesser  parallel  und  einerseits  unbegrenzt 

Die  Tangenten  in  den  Grenzpunkten  eines  Durchmessers  müssen 
einander  auf  der  Polare  des  Mittelpunktes  schneiden  (§.  33,  4a),  in 


Fig.  88 1. 


Fig.  88 II. 


dem  Original  zu  dem  Kegelschnitt  auf  der  Fluchtgeraden,  in  dem  Kegel- 
schnitt selbst  in  unendlicher  Entfernung,  m.  a.  W.: 

b)  Die  Ta/ngenten  an  den  Ghrenzpunkten  eitles  Durchmessers  sind 
paraUd. 

Die  Richtung  der  Tangente  an  dem  Grenzpunkte  eines  Durch- 
messers heifst  diesem  zugeordnet  (konjugiert),  ebenso  die  ihr 
parallelen  Sehnen  und  der  ihr  parallele  Durchmesser. 

In  der  Originalfigur  schneiden  einander  diese  Geraden  im  Schnitt- 
punkt der  betr.  Tangenten,  dem  Pol  der  Berührungssehne,  m.  a.  W.: 
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c)  Ein  Burchmesscr  ist  di€  Polare  des  unendlich  fernen  Pimitfs 
der  zugeordneten  Ridiiung, 

(vgl.  §.  33,  3d)  woraus  dann  folgt: 

d)  Ein  Durchmesser  halbiert  alle  ihm  zugeordneten  Sehnen, 
und  umgekehrt: 

e)  Wird  eine  Sehne  von  einem  Durchmesser  Jialbiert,  so  ist  sie  Um 
zugeordnet. 

4.  Da  die  zu  AB  zugeordnete  Sehne  PR  in  der  Originalfignr 
durch  den  Pol  F  der  Geraden  AB  geht,  so  müssen  die  Tangenten 
in  den  Grenzpunkten  derselben  einander 
in  der  Polare  des  Punktes  F,  d.  i.  auf  der 
Geraden  AB  schneiden  (§.  33,  4a). 

a)  Die  Tangenten  in  den  Grenzpunkten 
der  einem  Durctimesser  zugeordneten  Sehnen 
schneiden  einander  paarweise  auf  dem  Durch- 
messer. 

Insbesondere  müssen  hiernach  die 
Tangenten  in  den  Grenzpunkten  des  zu- 
geordneten Durchmessers  CD  einander  in 
dem  unendlich  fernen  Punkt  des  ersten 
Durchmessers  AB  schneiden.  Daher  ist  dieser  dem  Durchmesser 
CD  zugeordnet,  woraus  dann  folgt: 

b)  Wenn  ein  Durchmesser  einem  anderen  zugeordnet  ist,  so  ist  mch 
letzterer  dem  ersteren  zugeordnet. 

Ist  AC  ein  Durchmesser  und  B  ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  und 
zieht  man  MO  durch  die  Mitten  von  AC  und  2? (7,  so  ist  J5C  eine  zu 
MO  zugeordnete  Sehne,  wobei  MO  ||  AB,  Daraus  folgt: 

c)  Verbindet  man  einen  Punkt  auf  einem  Kegel- 
schnitt mit  den  Grenzpunkten  eines  Durchmessers,  so    f^^xöi<^  ) 
sind    die    zu    diesen     Verbindungsgeraden    parallelen  %^ 
Durchmesser  einander  zugeordnet. 

Aus  a  folgt  sofort  als  Umkehrung: 

d)  Die  Verbindungsgerade  des  Schnittpunktes  zweier  Tangenten  mit 
dem  Mittelpunkt  der  Beriihrungssehne  enthält  den  zu  letzterer  zugeordneten 
Durchmesser. 

Da  die  Berührungssehne  zugleich  Polare  des  Schnittpunktes,  so 
folgt: 

e)  Die  Polare  eines  Punktes  hat  die  dem  Durchmesser  dess^* 
zugeordnete  Richtung. 

Für  den  inneren  Punkt  P  (Fig.  90)  und  dessen  äufsere  Polare 
RS  gilt  dasselbe,  da  die  letztere  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  dem  Durchmesser  APC  zugeordneten  Sehne  BPD  gehen  mufs. 

Die  beiden  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  AC  harmonisch  zn- 
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geordneten  Punkte  P  und  Q  heifsen  auch  hier  zugeordnete  Pole, 
die  Polaren  RS  und  BD  derselben  zugeordnete  Polaren. 

In  dem  YoUständigen 
Vierseit,  von  welchem  ein 
Durchmesser  ÄC  und  eine 
zugeordnete  Sehne  BD 
Nebenseiten  sind,  ist  letz- 
tere die  Berührungssehne 
des  zugehörigen  Poles  Q. 
Wir  werden  im  Folgenden 
die  durch  dasselbe  Vier- 
seit  bestimmte  Nebenseite  ^»8-  ^^-  "^^  ^ob. 

BS  die  ideelle  Berührungssehne  zu  Pnennen.  Hiernach  Mst  sich 
zu  jedem  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  eine  reelle  oder 
eine  ideelle  Berührungssehne  bestimmen. 

5«  Für  die  Parabel  und  Hyperbel  ergeben  sich  aus  Vorangehendem 
noch  besondere  Eigenschaften  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Tan- 
gente oder  Sekante.     So  folgt  für  die  Parabel  aus 
§.  33y  4b^  da  ein  Grenzpunkt   des   Durchmessers   in 
unendliche  Entfernung  rückt,  QA^^  AB,  d.  h.: 

a) .  Die  Bardbel  hdOnerl  die  Strecke  vom  Sdmitt- 
pnnJct  zweier  Tangenten  nach  deni  Mittelpunkt  der  Be- 
riihrungssehne. 

Rückt  in  der  Hyperbel  der  Punkt  P  auf  dem 
Durchmesser  AC  in  unendliche  Entfernung,  so  fallt 
der   zugeordnete    Pol    Q   in   den    Mittelpunkt^    und   man   erhält   als 
ideelle  Berührungssehne  zu  P,  mittels  der  zu  den  Asymptoten  pa- 


Flg.  9«. 


rallelen   Seiten   des  Parallelogramms  ASCB,  den  zum  Durchmesser 
AC  zugeordneten  ideellen  Durchmesser  SR. 

In   dem   Viereck   ASCR   sind   alsdann   die   Asymptoten    QB^ 
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und  QD^  harmonisch  zugeordnet  in  Bezug  auf  QG  und  QS.    Da- 
her folgt: 

b)  In  der  Hyperbel  bilden 
die  Asymptoten  mit  irgend  einem 
Pacur  einander  mgeardneter  Durch- 
messer harmonische  Strählen. 

Hieran  schliefst  sich  ein  für 
die  Construktion  der  Hyperbel 
brauchbarer  Satz: 

c)  Die  Abschnitte  einer  S^cante 
oder  Tangente  ztoischen  der  Hyper-» 
bei .  und  ihren  Asymptoten  sind 
einander  gleich. 

Denn  die  Sehne  VN  wird 
durch  den  zugeordneten  Durchmesser  QP  halbiert,  NP=  PV,  und 
ebenso  der  Abschnitt  der  Sekante  zwischen  den  Asymptoten^ 
WP  —  PZ,  da  der  zu  P  harmonisch  zugeordnete  Punkt  in  unend- 
liche Entfernung  fallt,  indem  der  zugeordnete  Durchmesser  QS  WZ 
ist.    Daher  ist  WP-  NP  =  PZ—PV  oder   WN  =  VZ. 

Eine  ebenso  einfache  Beziehung,  wie  die  eben  abgeleitete,  er- 
geben auch  zwei  Tangenten  a  und  b  und  die  Asymptoten  cd    Diese 


Fig.  93. 


Fig.  94  a. 

vier, Geraden  bilden  nämlich  ein  Tangentenvierseit  A^B^C^D^^  wobei 
eine  Seite  des  zugehörigen  Sehnenvierecks  ABC^  D^  in  unendlicher 
Entfernung  liegt.  Daher  mufs  (nach  §.  34,  2')  der  Schnittpunkt  der 
Nebenseiten  B^D^  und  E^F^  in  den  Schnittpunkt  von  ^B  und 
C^D^j  d.  i.  in  unendliche  Entfernung  fallen,  m.  a.  W.: 

d)  Die  Verbindungsgeraden  der  Schnittpunkte  zu?eier  Hyperbdlan- 
genten  mit  den  Asymptoten  sind  parallel  der  BeriHirungssehm. 


§.  38. 
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§.  38.  Bestimmang  der  Kegelschnitte  durch  Paukte  und  Tangenten. 

1.   Die  beiden  zaletzt  erhaltenen  Sätze  können  dazu  dienen^  die 
Aufgabe  zu  lösen: 

Wenn  van  einer  Hyperbel  die  beiden  Asymptoten  und 


ein  Punkt  gegeben  ist,  umtere  Punkte 
derselben  0u  konstruieren. 


eine   Tangente  gegeben  ist,  weitere 
Tangenten  ders^ben  fsu  konstruieren. 


Fig.  95  ». 

Wir  ziehen  durch  den  Punkt  P  ^^  ^^• 

beliebige  Sekanten  AB  bis  zu  den  Wir  ziehen  durch  die  Schnitt- 
Asymptoten  und  tragen  jeweils  punkte  der  Tangente  und  Asym- 
den  Abschnitt  PA  nach  BGy  so  ptoten  beliebige  Paare  von  Paral- 
ist  C  ein  Punkt  der  Hyperbel.         ^^l^n.       Die      Verbindungsgerade 

der  Schnittpunkte  der  Parallelen 
mit  den  Asymptoten  ist  dann  Tan- 
gente. 

In  der  That  können  stets  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  a  und  b 
die  Asymptoten,  die  dritte  Seite  c  eine  Tangente,  bezw.  deren  Mittel- 
punkt C  ein  Punkt  einer  Hyperbel  sein. 
Denn  beschreibt  man  in  einer  durch  c 
gelegten  Ebene  ein  Quadrat  über 
dieser  Seite  und  den  eingeschriebenen 
Kreis  dieses  Quadrats,  so  wird  dieser 
Kreis  als  die  betr.  Hyperbel  proji- 
ciert  von  einem  Centrum  S,  wel- 
ches auf  der  durch  den  Schnittpunkt 
von  ab  parallel  zu  den  Quadratseiten 
gezogenen    Strecke  in   dem  Abstand 

J  liegt 

Ist  statt  der  Tangente  c  der  Punkt  G  gegeben,  so  kann  immer 
eine  Strecke  zwischen  a  und  b  gefunden  werden,  die  in  C  halbiert 
und  somit  Tangente  isi 


Fig.  56. 


2,  Es  können  ferner  die  Ecke 
ABC  eines  Dreiecks  als  Punkte 
eines  Kegelschnitts    und   je   eine 


2\  Es  können  ferner  die  Seiten 
abc  eines  Dreiseits  als  Tangenten 
eines    Kegelschnitts    und    je    ein 
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weitere  Gerade  durch  zwei  dieser 
Ecke  als  Tangenten  desselben 
Kegelschnitts  betrachtet  werden* 


weiterer  Punkt  auf  zwei  dieser 
Seiten  als  Punkte  desselben  Kegel- 
schnitts betrachtet  werden. 


Denn  projicieren  wir  die  Figur  so,  dafs  die  beiden  letztgenannten 
Punkte^  bezw.  jene  beiden  Ecke  in  unendliche  Entfernung  falleu^  so 
läfst  sich  in  dieses  Bild  nach  dem  Vorangehenden  eine  Hyperbel 
zeichnen;  welcher  die  Projektionen  der  Punkte  und  Geraden  angehören. 
Mit  dieser  Hyperbel  ist  alsdann  in  der  Originalebene  der  verlangte 
Kegelschnitt  perspektivisch. 


Man  erhält  zu  den  gegebenen 
Elemente)!  einen  weiteren  Punkt, 
indem  man  durch  den  Schnitt^ 
punkt  JBi  beider  Tangenten  eine  be- 
liebige Gerade  QE^S  zieht,  welche 


6^^v^ 


Fig.  97  a 


AB  in  Q,  BG  in  S  treffe;  der 
Schnittpunkt  D  von  ÄS  und  CQ 
ist  dann  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnitts, Denn  von  dem  durch  die 
Sekanten  ÄS  und  BS  bestimmten 
Sehnenviereck  mufs  (§.  34,  2)  die 
Verbindungsgerade  des  Nebenecks 
S  mit  einem  zweiten  Nebeneck 
auf  einer  Nebenseite  des  zuge- 
hörigen Tangentenvierseits,  d.  i.  auf 
einer  Geraden  durch  Ej^  liegen; 
dieses  zweite  Nebeneck  mufs  der 


Schnittpunkt  von  SE^  mit  AB  sein. 

Daraus    ergiebt   sich   auch,   dafs   die   gegebenen   Elemente  den 


Man  erhält  zu  den  gegebenen 
Elementen  eine  weitere  Tangente^ 
indem  man  auf  der  Verbindungs- 
gerade  Ä  C  der  beiden 

Berührungspunkte 

einen      beliebigen 
Punkt   R    mit    dem 
Schnittpunkt  Ä^  {ab) 
und  Bi  {b  c)  verbindet ; 

die  Verbindungs- 
gerade des  Schnitt- 
punktes Gl  (von  c 
und  Ä^B)  und  D^ 
(von  a,  B^B)  ist 
dann  Tangente.  Denn  von  dem 
durch  die  Punkte  Ä^B^C^  be- 
stimmten Tangentenvierseit  mufs 
der  Schnittpunkt  der  Nebenseite 
Ä^C^  mit  einer  zweiten  von  B^ 
ausgehenden  Nebenseite  in  einem 
Nebeneck  des  zugehörigen  Sehnen- 
vierecks, also  auf  der  Geraden  AC 
liegen;  diese  zweite  Nebenseite 
mufs  durch  den  Schnittpunkt  B 
von  Ä^C^  und  ÄC  gehen. 


Fig.  97  b. 


Kegelschnitt  eindeutig  bestimmen 
Denn  eine  beliebige  Sekante  ÄS 
durch  Ä  kann  nicht  einen  zweiten 
durch  dieselben  Elemente  bestimm- 
ten Kegelschnitt  in  einem  zweiten 
Punkt    D^    schneiden ;    da    dieser 


Denn  von  dem  beliebig  auf  c 
angenommenen  Punkt  0^  kann 
nicht  eine  zweite  Tangente  an 
einen  zweiten  Kegelschnitt  ge- 
zogen werden,  der  durch  dieselben 
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Punkt  ebenfalls   auf  der  Geraden 
CQ  liegen  müfste. 


Es  folgt  somit: 
Die  drei  Ecke  eines  Dreiecks  und 
je  eine  weitere  Gerade  durch  zwei 
dieser  Ecke  bestimmen  als  Punkte, 
bezw.  Tangenten  stets  einen  einzigen 
Kegelschnitt, 


Elemente  bestimmt  wäre^  da  diese 
Tangente  ebenfalls  die  Tangente 
a  in  dem  durch  B^R  bestimmten 
Punkt  treffen  müfste. 

Die  drei  Seiten  eines  Dreiseits 
und  je  ein  unterer  Punkt  auf  zwei 
dieser  Seiten  bestimmen  als  Tangenten^ 
bezw.  Punkte  stets  einen  einzigen 
Kegelschnitt. 

Die  Tangente,  zu  dem  gegebenen  Punkte^  bezw.  der  Berührungs- 
punkt zu  der  gegebenen  Tangente  kann  je  durch  eine  Ergänzung  der 
Figur  gemäfs  Fig.  98  erhalten  werden. 

3.  Es  sei  ein  vollständiges  Viereck  ABCD  gegeben  und  durch 
ein  Eck  A  desselben  eine  weitere  Gerade  AE^j  welche  die  Ver- 
bindungsgerade der  Nebenecke  SQ  in  E^  treffe.  Man  ziehe  E^C. 
Nun  läfst  sich  stets  ein 
Kegelschnitt  zeichnen,  wel- 
cher durch  ABC  geht  und 
welchen  die  Geraden  AEy^ 
und  CE^  berühren.  Neh- 
men wir  in  diesem  Kegel- 
schnitt AB,  BC  und  CQ 
als  drei  Seitengerade  eines 
Sehnenvierecks  an,  so  dafs 
Q  ein  Nebeneck  desselben  Fig.  os. 

ist,  so  ist  E^  ein  Eck  des  zugehörigen  Tangentenvierseits.  Nun  mufs 
QEi  eine  Nebenseite  des  letzteren  sein  (§.  34,  2')  und  auf  ihr  ein 
zweites  Nebeneck  in  S  liegen;  d.  h.  die  vierte  Seite  des  Sehnenvierecks 
ist  AS]  der  Schnittpunkt  D  von  CQ  und  AS  gehört  somit  als  Eck 
dieses  Sehnenvierecks  dem  fraglichen  Kegelschnitt  an.  Es  läfst  sich 
also  stets  ein  Kegelschnitt  bestimmen ^  der  durch  ABCD  geht  und 
AE^  berührt 

Umgekehrt  mufs  nun  auch  in  irgend  einem  so  bestimmten  Kegel- 
schnitt die  zu  C  gehörige  Tangente  durch  den  Schnittpunkt  E^  der 
Tangente  A^A  mit  QS  gehen,  d.  h.  es  mufs  diese  Tangente  E^C 
sein,  woraus  (nach  2)  folgt,  (lafs  durch  jene  Elemente  nur  ein  Kegel- 
schnitt möglich  ist. 

Das  Gleiche  gilt  für  ein  Vierseit  und  einen  Punkt  auf  einer  Seite 
desselben. 


^^ 


Die  vier  Ecke  eines  vollständigen 
Vierecks  und  eine  weitere  Gerade 
durch  ein  Eck  desselben  bestimmen 


Die  vier  Seiten  eines  vollständigen 
Vierseits  und  ein  weiterer  Punkt 
auf  einer  Seite  desselben  bestimmen 
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als  Tangenten  und  Punkt  stets  einen 
ei7i0igen 


als  Funkte  ufnd  Tangente  stets  einen 
einzigen  Kegelschnitt. 

4.   Die  für  alle  Kegelschnitte  geltenden  Sätze   von  Pascal  nnd 
Brianchon  können  dazu  dienen^  die  Aufgaben  zu  losen: 

Es  ist  zu  fünf  Punkten  eines 
Kegelschnitts  ein  sechster  Punkt  zu 
finden. 

Die  fünf  gegebenen  Punkte  seien 
12  3  4  5  und  der  gesuchte  Punkt 
sei  der  Schnittpunkt  der  beliebig 
durch   1    gezogenen   Geraden  IR 


Fig.  99  a. 

mit  dem  Kegelschnitte.  Diese  treffe 
^  ^  im  Punkte  22;  der  Schnittpunkt 
von  1  2  und  4  5  sei  P,  und  PB 
(oder  s)  werde  von  ^  5  in  ^  ge- 
troffen; alsdann  mufs  nach  Pascal 
der  sechste  Punkt  auch  auf  Q5 
liegen,  also  der  Schnittpunkt  von 
m  und  Q5  sein. 

Indem  man  die  Gerade  s  sich 
um  P  drehen  läfst,  gleiten  die 
Schnittpunkte  Q  und  Jß  auf  2  3 
und  3  4  hin  und  man  erhält  durch 
die  Verbindungsgeraden  dieser 
Punkte  mit  5  und  1  beliebig  viele 
Punkte  der  Curve. 

6,  Rücken  zwei  Punkte  des 
Sehnensechsecks  einander  unbe- 
schränkt nahC;  so  wird  die  betr. 
Seite  eine  Tangente ;  wobei  nun 
der  PascaPsche  Satz  auch  für  diese 
Seite  gilt. 


Es  ist  zu  fünf  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  eine  sechste  Tangenk 
zu  finden. 

Die  fünf  gegebenen  Tangenten 
seien  /  II III IV  V  und  die  ge- 
suchte Tangente  schneide  die  Tan- 
gente /  in  dem   beliebigen  Pimkt 
22^;   man   verbinde  denselben  mit 
dem     Schnitt- 
punkt   III   IV 
durch  eine   Ge- 
rade   r.      Die 
Verbindungs- 
gerade    p     der 
Schnittpunkte 
I  II  und  IV  V 
schneide     diese  ^*'  **** 

Gerade  r  in  einem  Punkt  S\  als- 
dann mufs  nach  Brianchon  die 
sechste  Tangente  mit  der  fünf- 
ten in  einem  Punkt  Q^  der  Verbin- 
dungsgeraden g  von  S  und  //  lU 
zusammentreffen. 


Indem  man  den  Punkt  S  auf  f 
hingleiten  läfst^  drehen  sich  q  und 
r  um  ^  und  R  und  man  erhalt 
durch  den  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  mit  V  und  /  beliebig  viele 
Tangenten  des  Kegelschnitts. 

h\  Bücken  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  einander 
unbeschränkt  nahe,  so  kommt  ihr 
Schnittpunkt  selbst  diesen  Punkten 
unbeschränkt  nahe,  ohne  dafs  der 
Satz  von  Brianchon  seine  Geltang 
verliert 


§.  38. 
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Hiernach  lassen  sich  nun  die  Aufgaben  losen: 


Za  fünf  Punkten  eines  Kegd- 
Schnitts  sind  die  Tangenten  zu  Tcon- 
struieren. 


^F^v^ 


Fig.  100  ». 


Wir  numerieren  die  fOnf  Punkte 
so^  dafs  der  Punkt^  in  welchem 
die  Tangente  gezogen  werden  soll, 
die  Nummer  1  und  6  erhalt,  kon- 
struieren die  PascaFsche  Gerade 
PQ,  auf  welcher  durch  3  4  ein 
Punkt  R  der  Tangente  erhalten 
wird. 


Zu  fünf  Tüfigenten  eines  Kegel- 
schnitts sind  die  Berührungspunkte 
zu  konstruieren. 


Fig.  100  b. 

Wir  numerieren  die  fünf  Tan- 
genten so,  dafs  die  Tangente,  deren 
Berührungspunkt  gefunden  werden 
soll,  die  Nummer  /  und  VI  er- 
hält, konstruieren  den  Brianchon- 
schen  Punkt  pq,  durch  welchen 
mit  ///  IV  die  Gerade  r  nach 
dem  Berühnmgspunkt  erhalten 
wird. 

6.  Sind  fünf  Punkte  12  3  4  5  gegeben,  so  läfst  sich  in  der  an- 
gegebenen Weise  (Fig.  lOOa)  durch  den  Punkt  1  eine  Gerade  IR  kon- 
struieren. Durch  die  Punkte  12  3  4  und  zu  der  Geraden  IR  als 
Tangente  ist  aber  nach  3  stets  ein  Kegelschnitt  möglich.  Ein  wei- 
terer Punkt  X  dieses  Kegelschnitts  auf  der  Geraden  4  5  mufs  nun  so 
liegen,  dafs  der  Schnittpunkt  P  von  1 2  und  4X,  der  Schnittpunkt 
R  von  3  4  und  IR  und  der  Schnittpunkt  von  2  3  und  X6  auf  der 
Geraden  PR  liegen,  d.  h.  X  mufs  auch  auf  Q6  liegen  und  sonach  mit 
5  zusammenfallen;  der  Kegelschnitt  durch  die  fünf  Punkte  ist  also 
möglich.  —  Es  ist  aber  auch  nur  einer  möglich;  denn  gäbe  es  zwei 
Kegelschnitte  durch  die  fünf  Punkte  123  4  5  (Fig.  99a),  so  müfste 
es  auf  der  beliebig  durch  1  gezogenen  Geraden  IR  aufser  dem  schon 
gemäfs  4  konstruierten  Punkt  6  noch  einen  zweiten  Schnittpunkt  X 
geben  der  Art,  dafs  1  2  und  4  5  sich  in  Py  IX  und  3  4  in  R  und 
2  3  mit  5X  in  ^  scheiden  müfste,  d.  h.  X  müfste  eben  auch  auf 
Q5  liegen  und  mit  dem  schon  konstruierten  Punkt  6  zusammenfallen. 
Ebenso*  bestimmen  5  Gerade  als  Tangenten  einen  Kegelschnitt. 


Durch  5  Punkte j  von  welchen  keine 
3  auf  einer  Geraden  liegen^  ist  ein 
Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt 


Durch  5  Gerade,  von  welchen 
keine  3  durch  einen  Punkt  gehen, 
ist  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt. 


J09 
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Jeder  Punkt,  tvdcher  mit  jenen 
ein  Pascal'sches  Sechseck  badet,  ge- 
hört dem  Kegelschnitt  an. 


Jede   Gerade,    welche  mit  jenen 
ein  Brianchon'sches  Sechsseit  biUktj 
gehört  dem   KegdscfmiU  cds   Tan- 
gente an. 
Auch    die   in   2  und   3    behandelten  Fälle   können   den  zuletzt 
betrachteten  untergeordnet  werden  ^  indem  man  gemäfs  5  wiederholt 
je  zwei  Punkte  bezw.  je  zwei  Tangeuten  in  eine  zusammenfallen  läfst 


§.  39.  Kegelschnitte  als  Erzeugnisse  projektivischer  Pnnktreihen  und 

Strahlenbfischel. 

1.  Im  II.  Teil  §.  21,  7  haben  wir  gesehen,  wie  durch  einen  Kreis 
projektivische  Punktreihen  und  Strahlenbüscbel  bestimmt  sind.  Da  diese 
Gebilde  auch  in  der  Projektion  projektivisch  bleiben,  so  folgt: 

a)  Die  Schnittpunkte  der  Tangenten*\  a')  Die  VcrUndungsgeraden  der 
eines  Kegelschnitts  mit  ztvei  bestimmten  j  Punkte  eines  Kegdsclmifts  mü  zm 
Tangenten  bilden  auf  diesen  aU  Trägern  bestimmten  Punkien   desselben   bUden 


zwei  projektivische  Punktreihen.  Dem 
gemeinsamen  Punkte  beider  Träger  ent- 
sprechen deren  Berührungspunkte. 


in  diesen  als  Scheiteln  zwei  prqjekii- 
visdie  Strahlenbüschel.  Dem  gemm- 
samen Strahl  beider  Scheitel  enispredie» 
deren  Tangenten. 

Nehmen  wir  umgekehrt  von  den  Ö  Geraden  J,  11^  III ^  IV^  F(Pig.  101a) 
die  Geraden  /  und   7  als  Träger  zweier  Pimktreihen,  welche  durch  die 


fig.  101 A. 


Fig.  101b. 


3   Paare   entsprechender  Punkte  -4-4^,  BB^,  CCi  (in 

von  den  3  Geraden  J7,  ///,  IV  geschnitten  werden) 

sind  (IL  Teil  §.  21,  3  b  oder  III.  Teü  §.  42,  2),  so 

Punktpaar  auf  einer  Geraden  liegen,   das  mit  den  5 

ein  Brianchon'sches   Sechsseit  bildet   (II.  Teil,  §.21, 

Geraden   sind   somit   (§.  38,  6')  Tangenten  des   durch 

stimmten  Kegelschnitts.     Daraus  folgt  die  Umkehrung  zu  a,  welcher  wir 

die  sich  ebenso  ergebende  zu  a'  (Fig.  101b)  zufügen: 


welchen  I  und  V 
eindeutig  bestimmt 

wird  jedes  weitere 
gegebenen  Geraden 

6  a).  '  Alle  solche 
die  5  Geraden  he- 
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b)  Die  Verhindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  zweier  prqjektitH- 
sehen  Punktreihen  einer  Ebene  bilden 
die  Tangenten  eines  Kegelsehnitts. 


b')  Die  ScJmittpunkte  entspreclmider 
Strahlen  tncHer  prcjektivischen  Strahlen- 
bilschel  einer  Ebene  bilden  die  Punkte 
eines  Kegelschnitts. 


Zusatz.  In  besonderen  Fällen  gehen  diese  Gebilde  wie  auch  die 
Kegelschnitte  über  in  zwei  Gerade,  eine  Gerade,  eine  Strecke,  die  Gegen- 
strahlen  der  Grenzpunkte  einer  Strecke  oder  einen  Punkt. 

2«  Die  verschiedenen  Arten  der  Kegelschnitte  ergeben  sich  nun  aus 
projektivischen  Panktreihen  folgendermafsen.  Nehmen  wir  zunächst  an, 
der  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  einen  Reihe  entsprechende 
Punkt  liege  ebenfalls  in  unendlicher 
Entfernung,  so  wird  die  durch  sie 
bestimmte  Tangente  in  unendlicher 
Enifemmig  liegen;  der  Kegelschnitt 
ist  eine  Parabel.  Zwei  solche  pro- 
jektivische  Panktreihen  aber,  in 
welchen  die  unendlich  fernen  Punkte 
einander  entsprechen,  besitzen,  in 
perspektivische  Lage  gebracht,  einen  gemeinsamen  ihnen  parallelen  Strahl; 
d.  h.  die  Träger  müssen  in  dieser  Lage  parallel,  die  Punktreihen  )f.  S. 
sein.  Wir  erhalten  somit  die  Tangenten  einer  Parabel,  wenn  wir  z.  B.  auf 
einer  Geraden  Punkte  in  gleichen  Abständen  auftragen,  ebenso  auf  einer 
zweiten  Geraden,  und  wenn  wir  dann  diese  Punkte  der  Reihe  nach  ver- 
binden. 

a)  Zwei  ähnliche  Punktreihen  erzeugen  durch  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  eine  Parabel. 

Bei  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  können  stets  zwei  parallele  Tangen- 
ten Ä^B^  I  C'jDj  als  Träger  der  Punktreihen  angenommen  werden.     Eine 


Fig.  102. 


^ 


^^ 


Pig.  103  •.  Pig.  lOSb. 

Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  Ä  ergiebt  die  projektivischen  Punkte 
Äj^  und  i)|  und  dio  zu  ihr  parallele  Tangente  in  C  ein  zweites  solches 
Paar  B^,  C^.  Das  Parallelogramm  Ay^B^C^D^  mufs  alsdann  den  Kegelschnitt 
entweder  ganz  ein-  oder  ganz  ausschliefsen,  und  zwar  wird  (nach  §.  34,  1 
und  §.  37,  2a)  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  II  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts sein.  Der  erste  Fall,  da  der  Kegelschnitt  keinen  unendlich  fernen 
Punkt     hat,  tritt  ein,   wenn   die  Berührungspunkte   B   und   D  einerseits 
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von  Ä^D^  liegen  (§.  36,  4),  der  letztere  Fall  dagegen,  wenn  B  und  B 
auf  den  Gegenseiten  von  A^^Dj^  liegen.  Rückt  der  Berührangspankt  Ä 
gegen  D,  so  rückt  D^  gegen  D  und  Ä^  in  der  Richtung  ^^^  in  anend- 
licbe  Entferunung;  D  ist  Fluchtpunkt  zu  ^i^i,  B  zu  CiD^  Im  ersten 
Fall  sind  die  Punktreihen  gegengerichtet  (nach  11.  Teil,  §.  21,  a),  im 
letzteren  gleichgerichtet.  Die  Berührungssehne  zu  R  mulB  in  letzterem 
Fall  in  unendliche  Entfernung  fallen. 

b)  Zwei  paraUele  projektivische  (nicht  perspektivische)  Punläreihen  er- 
eeugen  durch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  eine  Eüg^se^ 
wenn  sie  gegengerichtet^  dagegen  eine  Hyperhet^  wenn  sie  gleichgerichtet  sind. 

Nehmen  wir  nun  B^Äi  und  D^Ci  als  die  Träger  der  Punktreihen,  so 
sind  Ä^  und  C^  die  Fluchtpunkte,  dagegen  A  und  D  die  zu  dem  Schnittpunkt 
Dl  projektivischen  Punkte.  Im  Falle  der  Ellipse  liegt  D  auf  der  Strecke 
D^Cj,  in  dem  der  Hyperbel  aufserhalb  derselben. 

c)  Wenn  in  zwei  prcjeJUiviscJien  (nicht  perspeiktivisdien)  PmJsbreihen 
der  dem  Schnittpunkt  entsprechende  Berührungspunkt  jeweils  auf  der  Streckt 
zwischen  Schnittpunkt  und  Fluchtpunkt  liegt,  so  ist  der  erzeugte  Kegelschnitt 
eine  Ellipse  ]  liegt  der  Berührungspunkt  aufserhalb  dieser  Strecke,  so  ist  oft 
Kegelschnitt  eine  Eyperhet, 

Eine  Drehung  der  Punktreihe  um  den  Punkt  D^  bewirkt  somit  keine 
Änderung  in  der  Art  des  Kegelschnitts. 

3«  Zwei  projektivische,  nicht  perspektivische  Strahlenbüschel  können 
entweder  0,  1  oder  2  Paare  paralleler  projektivischer  Strahlen  haben,  nicht 
mehr.  Denn  hätten  sie  3  solche  Paare,  so  würden  in  irgend  einer  Pro- 
jektion derselben  3  Paare  entsprechender  Geraden  einander  auf  einer 
Geraden,  der  Projektion  der  unendlich  fernen  Geraden,  schneiden;  die 
Strahlenbüschel  wären  in  diesem  Bild  (11.  T.  §.  21,  s)  und  somit  im  Original 
perspektivisch.  Da  parallele  Strahlen  einem  unendlich  fernen  Punkt  ent- 
sprechen, so  folgt: 

Zwei  projektivische  StraJdehbüschel  bestimmen  durch  die  Schni^tmkte 
entsprechender  Strahlen  eine  EUipseti  Parabel  oder  Hyperbd,  trm«  sie  he- 
zilglich  kein,  ein  oder  zwei  Paar  paralleler  projektivischer  Strahlen  haben. 

Die  Verschiebung  der  Scheitel  ändert  die  Richtung  der  Strahlen  nicht; 
somit  bewirkt  '  eine  Verschiebung  auch    keine  Änderung  ; 

in  der  Art  des  Kegelschnitts.  Verschiebt  man  sie  an 
einen  einzigen  Scheitel,  so  werden  parallele  Strahlen  zu 
Doppelstrahlen;  auf  einer  Geraden  bilden  dann  die  Büschel 
konjektivisehe  Punktreihen.  Nach  der  Zahl  der  Doppel- 
punkte dieser  Reihen  kann  daher  die  Art  des  Kegel- 
schnitts bestimmt  werden  (vgl.  IL  T.  §.  21,  8  und  9,  Auf- 
gaben §.11,  29). 

lii   gegenwendigen  Strahlenbüscheln   müssen   immer 
zwei  Paare  entsprechender  Strahlen   parallel   sein.     Ver-  Fig.  lo*. 
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Fig.  105. 


legt  man  nämlich  ihre  Scheitel  an  einen  Punkt,  so  müssen  bei  einer 
halben  Umdrehung  (durch  welche  alle  Lagen  der  Strahlen  beschrieben 
werden,  vgl  I.  Teil,  §.  3,  4)  zweimal  ent- 
sprechende Strahlen  einander  decken,  ein- 
mal im  spitzen  und  einmal  im  stumpfen 
Winkel  zweier  entsprechenden  Strahlen. 
Der  erzengte  Kegelschnitt  mufs  also  eine 
Hyperbel  sein,  und  zwar  entspricht  dies 
dem  Fall,  da  die  Scheitel  beider  Büschel 
auf  zwei  getrennten  Hyperbelasten  liegen. 
Liegen  die  Scheitel  auf  einerlei  Ast 
des  Kegelschnitts,  so  müssen  die  Strahlen- 
büschel wie  beimKreis  gleichwendig  sein.  Es  seien  S  und  S^  die  Scheitel, 
b  und  üi  die  dem  Scheitelstrahl  {ahi)  entsprechenden  Tangenten,  die  sich 
in  P  schneiden;  femer  sei  Q  die  Mitte  von 
SS^,  Alsdann  ist  PQ  die  Richtung  eines  Durch- 
messers, dessen  Grenzpunkt  auf  die  Strecke  PQ 
fsm^  währoid  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts bei  der  Ellipse  auf  die  P  gegenüber- 
liegende   Seite    von   Ä/S'i,    bei   der   Hyperbel  ^ «»s ^ 

auf  einerlei  Seite  mit  P  nnd  bei  der  Para- 
bel, in  unendliche  Entfernung  fallen  mufs.  Ist 
nun  q  der  durch  5  ||  QP  gezogene  Strahl,  g^  der  ihm  entsprechende  Sti-ahl 
durch  /S|,  so  liegt  für  eine  Ellipse  auch  der  Schnittpunkt  Q|  von  qq^ 
auf  der  P  gegenüberliegenden  Seite  von  SS^,  für  eine  Hyperbel  auf  einerlei 
Seite  mit  P,  während  bei  der  Parabel  q  und  q^  als  Durchmesser  parallel 
laufen. 

§.  40.  Perspektivische  Lage  zweier  Eegelsehititte. 

1.  In  §.  38  wurde  die  Zahl  der  Punkte  und  Tangenten  angegeben, 
durch  welche  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt  ist.  Wenn  in 
solcher  Zahl  die  Elemente  zwei  Kegelschnitten  paarweise  p.  sind^ 
so  sind  es  die  Kegelschnitte  selbst.  Denn  projiciert  man  den  ersten 
Kegelschnitt  mit  den  gegebenen  Elementen,  so  erhält  man  einen  mit 
ihm  p,  Kegelschnitt,  welchem  die  Projektionen  der  Elemente  angehören 
und  welcher  somit  identisch  ist  mit  dem  durch  letztere  eindeutig  be- 
stimmten Kegelschnitt. 

Zwei  Kegelschnitte  sind  p.,  wenn  es  sind: 


Fig.  106. 


a)  5  Punkte  desselben, 

b)  4  Punkte  und  die  Tangente 
in  einem  derseThen. 

c)  3  Punkte  und  die  Tangenten 
in  zweien  derselben. 


a')  5  Tangenten  desselben. . 

h')  4  Tangenten  und  der  Be- 
rührungspunkt auf  einer  derselben. 

c)  3  Tangenten  und  die  Berüh- 
rungspunkte  auf  zweien   derselben. 
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2.  Dieäe  Sätze  geben  uns  ein  Mittel,  zu  bestimmen,  in  welchem 
Fall  die  Projektion  eines  Kegelschnitts  ein  Kreis  ist,  bezw.  der  Kegel- 
schnitt selbst  als  die  Projektion  eines  Kreises  erscheint.  Zunächst 
ergiebt  sich  zur  Beurteilung,  wann  ein  Kegelschnitt  Kreis  zu  nennen 
ist,  der  Satz: 

Ein  Kegelschnitt,  in  welchefn  2  zugeordnete  Durchmesser  matukt 
gleich  und  normal  eu  einander  sind^  ist  ein  Kreis. 

Denn  durch  diese  Durchmesser  sind  nicht  blos  4  Punkte  des 
Kegelschnitts,  sondern  auch  die  Tangenten  desselben  gegeben,  da  sie 
parallel  diesen  Durchmessern  sein  müssen;  der  Kegelschnitt  ist  also 
dadurch  eindeutig  bestimmt.  Einem  Kreis  um  einen  der  Durchmesser 
gehören  aber  alle  diese  Elemente  an;  daher  ist  der  betr.  Kegelschnitt 
ein  Kreis. 

3.  Es  kann  nun  ein  Kegelschnitt  stets  als  Kreis  projiciert  wer- 
den oder  als  Projektion  eines  Kreises  aufgefafst  werden  unter  Be- 
dingungen, welche  den  in  §.  33,  2  gegebenen  Bedingungen  för  die 
Projektion  eines  Kreises  als  Kreis  entsprechen. 

Ist  P  ein  Punkt  im  Innern  des  Kegelschnitts,  AB  dessen  Durch- 
messer, CD  dessen  zugeordnete  Sehne  und  RL  dessen  ideelle  6^ 
rührungssehne  (vgl.  §,  37,  4),  und  errichtet  man  in  deren  Mitte  M 
die  Normale  SM 
=  MRy  so  ist  die 
Projektion  des 
Kegelschnitts  yon 
S  als  Centrum 
auf  eine  zu  SRL 
parallele  Ebene 
ein  Kreis^  Denn 
Pj  ist  der  Mittel- 
punkt der  Projek- 
tion als  Projek- 
tion des  Pols  der 

Pluchtgeraden 
RL]    ÄiB,    und 
C^Di   sind   zuge- 
ordnete Durch- 
messer,    da     so- 
wohl  CD  und 
Ci-Di,    als   die 

Tangenten  in  A,  JB,  A^,  B^  parallel  zu  der  mit  RL  parallelen  Axe 
sind.  Ferner  ist  JB^P^  ||  SM  und  B^C^  \\  RS  als  Schnittgeraden  der  pro- 
jicierenden  Ebenen  mit  2  parallelen  Ebenen.  Also  ist  5,C|fi  P-  ^ 
SRM,  woraus  folgt:  jB^Pj  J_  P^C,  und  B^P^  =  PiC^,  da  das  Gleiche 


Fig.  107. 
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für  die  entsprechenden  Geraden  des  Dreiecks  SRM  gilt.  Es  sind  so- 
mit fQr  die  Projektion  die  in  2  gegebenen  Bedingungen  erfüllt. 

Wir  haben  hierbei  P  beliebig  im  Innern  des  Kegelschnitts  an- 
genommen. Wir  hätten  ebensowohl  von  der  aufserhalb  liegenden 
Geraden  RL  ausgehen,  ihren  Pol  P  und  dessen  ideelle  Berührungs- 
sehne  RL  bestimmen  können. 

Es  folgt  hieraus,  entsprechend  §.  33,  2a  u.  b: 

Ein  Kegelschnitt  kann  stets  als  Kreis  prcjiciert  werden,  während 
zugleich  eine  der  folgenden  Bedingungen  erfüllt  ißt: 

a)  Ein  heliebiger  Funkt  im  Innern  des  Kegelschnitts  wird  als  Kreis- 
mittelpunkt  prcjiciert  und  seine  Polare  als  unendlich  ferne  Gerade.  Der 
Durchmesser  des  Punktes  und  seine  augeordnete  Sehne  werden  als  zwei 
m  einander  normale  Durchmesser  äbg^yUdet. 

b)  Eine  beliebige  Gerade  aufserhalb  des  Kegelschnitts  wird  als  un- 
endlich ferne  Gerade  prqjidert  und  ihr  Pol  als  Kreismittelpunkt  Die 
der  Geraden  zugeordnete  Polare  und  der  zugeordnete  Durchmesser  werden 
als  zwei  zu  einander  normale  Durchmesser  abgebildet 

Die  Bedingung  dafür  ist  die,  1)  dafs  das  Cewtrum  der  Projektion 
auf  der  Mittelnormalebene  der  ideellen  Berührungssehne  des  inneren 
Pols  liegt  in  einem  Abstand  von  dieser  Berühru/ngssehne,  welche  gleich 
ihrer  Hälfte  ist,  tmd  2)  dafs  die  Bildebene  der  du/rch  das  Centrum  und 
diese  Berühnmgssehne  gelegten  Ebene  parallel  ist. 

4,  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  so  liegen,  dafs 
einem  und  demselben  Punkt  im  Innern  der  beiden  Kegelschnitte  die- 
selbe ideelle  Berührungssehne  zugehört,  so  können  diese  Kegelschnitte 
als  Projektionen  zweier  koncentrischen  Kreise  aufgefafst  werden  der  Art, 
dafs  der  genannte  Punkt  Projektion  des  Kreismittelpunktes  und  seine 
Polare  Fluchtgerade  für  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  beider 
Kreise  ist.  Zwei  konzentrische  Kreise  sind  aber  p.  ä.  in  Bezug  auf  ihren 
Mittelpunkt  als  Centrum,  woraus  dann  folgt,  dafs  beide  Kegelschnitte 
p.  sind  in  Bezug  auf  jenen  Punkt  als  Centrum  und  seine  Polare  als  Axe. 

.  Wenn  dagegen  die  beiden  Kegelschnitte  zu  einem  bestimmten 
aufserhalb  liegenden  Punkt  eine  gemeinsame  Berührungssehne  haben 
und  beide  Kegelschnitte  innerhalb  oder  beide  aufserhalb  des  bezüglichen 
Tangentenwinkels  liegen,  so  sind  sie  ebenfalls  p.  zu  jenem  Punkt  als 
Centrum  und  der  Berührungssehne  als  Axe.  Denn  die  Tangenten  von 
jenem  Punkt  an  die  Kegelschnitte  sind  diesen  gemeinsam,  ebenso  ihre 
Berührungspunkte;  es  liegen  somit  2  Tangenten  und  deren  Berührungs- 
punkte p.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  läfst  sich  eine 
Sekante  ziehen,  welche  die  beiden  Kegelschnitte  schneidet,  sobald  sie 
und  die  Kegelschnitte  einerseits  der  gemeinsamen  Tangente  liegen. 
Diese  Schnittpunkte  geben  das  fünfte  p.  liegende  Paar  von  Ele- 
menten; die  Kegelschnitte  sind  p.  nach  Ic. 
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Zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene,  welche  zu  ein  und  demselben  hdi 
eine  gemeinsame  ideelle  bezw.  reelle  Berührungssehne  haben^  ivobei  lästere 
aufserhalb  bezw,  innerhalb  beider  Kegelschnitte  liegt,  sind  p.  in  Bmg 
auf  den  Funkt  als  Centrum  und  seine  Polare  als  Axe, 

5.  Wenn  man  in  2  Kegelschnitten,  welche  eine  gemeinsame  Be- 
rührungssehne zu  einem  Punkt  haben,  ein  Dreieck  ABC  so  bewegt, 
dafs  seine  Ecken  auf  dem  einen  Kegelschnitt  liegen,  eine  Seite  AB 
den  anderen  Kegelschnitt  berührt  und  eine  zweite  Seite  -4  C  stets 
durch  einen  bestimmten  Punkt  P  der   genannten  Geraden  geht,  so 


Fig.  108». 

bleibt  im  ersten  Fall,  da  die  Berührungssehne  ideell  ist,  in  der  Pro- 
jektion der  Figur  (Fig.  108  b),  in  welcher  die  Kegelschnitte  als  kon- 
zentrische Kreise  erscheinen  und  P  in  unendliche  Entfernung  fallt 
die  Seite  AC  in  allen  Lagen  parallel,  A^C^ 
■\  AC,  während  die  Tangente  AB  bei  unver- 
änderter Entfernung  vom  Kreismittelpunkt 
ihre  Gröfse  beibehält,  A^  B^  =  AB,  Daraus 
folgt  nun,  dafs  ^ACB  =  A^C^B^  und^iCi 
II BC.  Im  Original  müssen  daher  auch  die 
Seiten  BC  und  B^C^  stets  durch  einen  und 
denselben  Punkt  Q  der  Polare  gehen. 

Im  zweiten  Fall,  da  die  Kegelschnitte  eine 
reelle  gemeinsame  Berührungssehne  XY  zu  einem  äufseren  Punkt  0 
haben  (Fig.  109a),  bilden  die  Tangenten  AB,  OY,  A^B,,  OX  ein 
Tangentenvierseit  X^Y^Y^X^,  in  welchem  der  Schnittpunkt  L  der 
Nebenseiten  X^Y^  und  Y^Ä^  auf  der  Berührungssehne  YY  liegen  muft 
(§.  34,  2').  Liegt  L  aufserhalb  des  Kegelschnitts  um  ABC,  so  pro- 
jicieren  wir  diesen  als  Kreis  der  Art,  dafs  die  Gerade  LO  in  unend- 
liche Entfernung  fällt  Die  Figur  (Fig.  109  b)  wird  alsdann  axig  ^^ 
Mittelnormale  von  XY,  woraus  folgt,    dafs   auch  AB^l  AiB\  ^^ 


Fig.  108  b. 
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(vgl.  L  Teil,  Aufg.§.  10,  n);  im  Original  schneiden  einander  also  AB^ 
und  A^B  ebenfalls  in  L.  Für  das  Pascarsche  Sechseck  ACBA^C^B^ 
sind  dann  P  und  L  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  AG^  AJO  und 


Fig.  109  b. 


Fig.  109». 

BA^y  B^A\  daher  mufs  auch  der  Schnitt- 
punkt R  von  CB  und  C^B^  auf  FL 
liegen.  —  Liegt  L  innerhalb  des  Kegelr 
Schnitts,  so  projiciert  man  diesen  als 
Kreis,  so  dafs  die  Projektion  von  L 
Mittelpunkt  wird  und  es  folgt  dann  die- 
selbe Sache  aus  einer  centrischen  Figur 
(vgl.  I.  Teil,  Aufg.  §.  10,  16). 

a)  Wenn  in  einem  Kegehchnitt  ein 
Dreieck  so  bewegt  tmrd,  dafs  seine  Ecken  stets  auf  dem  Kegelschnitt 
hießen,  eine  Seite  desselben  stets  einen  zweiten  Kegelschnitt  berührt, 
irelcher  mit  ersterem  zu  einem  Punkt  eine  (reelle  oder  ideelle)  Be- 
nihrungssehne  gemeinsam  hat,  während  eine  ztveite  Seite  des  Dreiecks 
stets  durch  einen  bestimmten  Punkt  dieser  Geraden  geht,  so  dreht  sieh 
auch  die  dritte  Seite  um  einen  bestimmten  Punkt  derselben, 

b)  Auf  der  tangierenden  Seitenstrecke  des  Dreiecks  sind  der  Be- 
rührungspunkt und  der  Schnittpunkt  der  Geraden  harmonisch  zugeordnete 
Punkte. 

Das  letztere  folgt  leicht  im  Fall  der  ideellen  Sehne  aus  der  an- 
gegebenen Kreisprojektion,  im  Fall  der  reellen  Sehne  aus  einer  Pro- 
jektion, in  welcher  X  F  in  unendliche  Entfernung  fallt,  so  dafs  beide 
Kegelschnitte  zu  Hyperbeln  mit  gemeinsamen  Asymptoten  werden, 
wo  dann  AYi=BX^  und  Y^T  =  TX^,  somit  AT  =  TB  wird, 
während  der  auf  X  Y  liegende  Punkt  Z  in  unendliche  Entfernung  fällt. 

Man  erhalt  daher  T,  indem  man  AR  und  PB  zieht  und  deren 
Schnittpunkt  mit  C  verbindet;  diese  Verbindungsgerade  trifft  AB  in  T. 
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§.  41.  Axen,  Brennpunkte  nnd  Leitgeraden  der  Kegelschnitte. 

1.  Beschreiben  wir  um  den  Punkt  M  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
einen  Ereis^  welcher  diese  in  zwei  Punkten  A  und  B  schneidet,  so 
mufs    derselbe    auch   durch    die   diametralen 
Punkte  A^  und  jB^  gehen  ^   da  der  Kreis  und 
der  Kegelschnitt  centrische  Figuren  sind.  Nun 
bestimmen    BA^    und    AB    die    Richtungen 
zweier    zugeordneten   Durchmesser    SS^    und^f 
yVi  (§•  37,  4  c),  wobei  AB  ±BA^. 

a)  In  der  Ellipse  und  Hyperbel  gid>t  es 
mvei  zu  einander  normale  zugeordnete  IJ^rch- 
messer. 

Dieselben  heifsen  Axen  des  Kegelschnitts. 

b)  In  der  Hyperbel  halbieren  die  Axen  die  Winkel  der  Asymploten, 
da  die  zugeordneten  Durchmesser  und  die  Asymptoten  vier  har- 
monische Strahlen  bilden  (§.  37,  5  b  und  §.  32,  4  b').  Von  beiden 
Axen  triflffc  jedoch  nur  eine  die  Hyperbel;  sie  heifst  reelle  Axe. 

Beschreibt  man  um  eine  (reelle)  Axe  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
so  hat  derselbe  mit  dem  Kegelschnitt  in  den  Grenzpunkten  der  Axe 
auch  die  Tangenten  gemeinsam;  dieser  Kreis  kann  somit  den  Kegel- 
schnitt in  keinem  weiteren  Punkt  treffen,  da  er  andernfalls  mit  ihm 
ganz  zusammenfallen  müfste  (§.  38,  2).  Der  Kreis  mufs  somit  den 
Kegelschnitt  ganz  ein-  oder  ganz  ausschliefsen;  jeder  andere  Durch- 
messer mufs  daher  im  ersten  Fall  kleiner,  im  zweiten  grofser  als  die 
betreffende  Axe  sein.  Bei  der  Ellipse  unterscheiden  wir  hiemach  die 
kleine  und  grofse  Axe,  als  kleinsten  und  grofsten  Durchmesser;  M 
der  Hyperbel  ist  die  reelle  Axe  der  kleinste  Durchmesser. 

Zugleich  folgt  hieraus,  dafs  ein  Kegelschnitt,  mit  Ausnahme  des 
Kreises,  nur  ein  Paar  Axen  haben  kann. 

Ziehen  wir  in  einer  Parabel  eine  Sehne  s  normal  zu  einem  Durch- 
messer «1,  so  heifst  der  ihr  zugeordnete  Durchmesser  a  die  Axe  der 
Parabel.  Da  in  ihr  alle  Durchmesser  parallel  sind, 
so  hat  sie  auch  nur  eine  Axe. 

Die  Grenzpunkte  der  grofsen  Axe  einer  Ellipse, 
die  der  reellen  Axe  einer  Hyperbel  und  den  Grenz- 
punkt der  Axe  einer  Parabel  nennt  man  die  Scheitel 
dieser  Kegelschnitte. 

2.  Ein  um  die  grofse  Axe  der  Ellipse  oder  die 
reelle  Axe  einer  Hyperbel  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis  hat 
mit  dieser  eine  reelle  Berührungssehne  gemeinsam.  Bewegt  maD 
daher  (§.  40,  6)  ein  Sehnendreieck  ABC  dieses  Kreises  so,  dafs 
eine  Seite  AB  den  Kegelschnitt  berührt,  eine  zweite  AC  durch  äen 


r 
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Mittelpunkt  0  des  KegelschnittB  geht,  so   geht  auch  die  andere  liC 
stets  durch  einen  bestimmten  Punkt  F  der  Axe.    Dieser  Punkt  heilst 


Fig.  112». 

Brennpunkt  des  Kegelschnitts.  Läfst  man  die  Seite  BC^  durch  den 
Mittelpunkt  gehen,  so  ergiebt  ÄC^  einen  zweiten  Brennpunkt  j^\. 
Da  -4<7j  B  J5C  als  Normale  zu  AB  und  da  -40  =  00,  so  ist  auch 
F,0  =  OF. 

a)  Beide  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  haben  den  gleichen  Abstand 
votn  Mittelpunkt 

Dieser  Abstand  heifst  die  lineare  Excentricität. 

Den  Berührungspunkt  T  auf  AB  findet  man  nach  §.  40,  5  b,  in- 
dem man  AF  und  OB  zieht  und  deren  Schnittpunkt  B  mit  G  ver- 
bindet; CR  trifft  AB  in  dem  Berührungspunkt  T.  Von  dem  Vier- 
seit  BTBF  ist  AC  eine  Nebenseite,  welche  durch  die  Nebenseite  BR 
in  0  halbiert  wird;  daher  mufs  die  dritte  Nebenseite  TF\  AC  sein. 
In  gleicher  Weise  kann  der  Berührungspunkt  Taus  dem  Dreieck  ABG^ 
mit  den  Punkten  F^  und  0  erhalten  werden,  woraus  dann  folgt,  dafs 
TF,  II  BC^.  Nun  ist  ^  FTB  =  OAB  und  ^F,TA=^  OBA  und 
da  ^  OAB  =  OBA,  so  ist  auch  FTB  —  ^rJF\. 

Die  Verbindungsstrecken  eines  Punktes  des  Kegelschnitts  mit 
den  Brennpunkten  nennt  man  die  Fahrstrahlen  des  Punktes.  Daher 
gilt  der  Satz: 

b)  Die  Fahrstrahlen  eines  Punktes  auf  einem  Kegelschnitt  bilden 
mit  dessen  Tangente  gleiche  Winkel 

Schneiden  einander  FB  und  F^T  in  F^,  so  ist  somit  F^  A  F 
in  Bezug  auf  AB  als  Axe  und  TF^  =  TF]  femer  ist  nach  obigem 
F^FiC^B  ein  Parallelogramm,  in  welchem  F^F^  •«  BC^,  d.  i.  gleich 
der  Axe  des  Kegelschnitts  ist  In  der  Ellipse  ist  FiT  und  TF^ 
gleichgerichtet,  in  der  Hyperbel  sind  beide  Strecken  gegengerichtet. 
Da  nun  FiT+  TF^  =  F^F^^BC^,  so  folgt  für  erstere  F^T+  TF 
=  BC^  für  letztere  F^T -  TF=  BC^. 

c)  In  der  Eüipse  ist  die  Summe  der  Fdhrstrdhl^n,  in  der  Hyperbel 
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deren  Differenz  für  jeden  Punkt  konstant,  nätnlich  gleich  der  grofsen,  beste, 
reellen  Axe, 


Fig.  USb. 

Trifft  die  Gerade  TF  den  Kegelschnitt  in  dem  Punkte  T,,  so 
wird  von  dem  zur  Tangente  dieses  Punktes  gehörenden  Sehnendreieck 
die  durch  0  gehende  Seite  ||  FT^  sein  müssen,  d,  h.  AG  wird  diese 
Seite  sein;  das  dritte  Eck  des  betr.  Dreiecks  ist  daher  der  Schnitt- 
punkt l?i  von  AF  und  dem  Kreis.  Die  beiden  Tangenten  zu  TT, 
mögen  einander  im  Punkt  P  schneiden,  dem  Pol  zu  TT^,  Da  dann 
im  A  APC  die  Höhen  BC  und  AB^  einander  in  F  schneiden,  so 
mufs  PF±AC  oder  PF ±  TT^  sein,  d.  h.: 

d)  Der  Pol  eines  Fahrstrahls  liegt  auf  der  in  seinem  Brennpunkt 
errichteten  Normalen. 

3.  Die  Parabel  kann  als  eine  Ellipse  aufgefasst  werden,  in  wel- 
cher der  eine  Grenzpunkt  der  grofsen  Axe  in  unbeschränkt  grofse  Ent- 
fernung hinausgerückt  ist  und 
mit  diesem  Punkt  auch  der 
Mittelpunkt  0  und  der  eine 
Brennpunkt  F^  auf  derselben 
Geraden.  Der  im  Scheitel  be- 
rührende Teil  des  um  die  grofse 
Axe  beschriebenen  Kreises  geht 
dabei  in  eine  im  Scheitel  be- 
rührende Gerade  über.  Der 
Winkel  ABC  des  Dreiecks, 
dessen    eine    Seite    AB    den  Fig.  iwc 

Kegelschnitt  berührt,  während  die  andere  BC  stets  durch  den 
Brennpunkt  geht,  bleibt  hierbei  stets  ein  rechter  Winkel  und  auch 
die  Bestimmung  des  Berührungspunkts  bleibt  die  gleiche. 

a)  Wenn  ein  rechter  Winkel  so  bewegt  unrd,  dafs  s^n  Scheitel 
auf  der  Scheiteltangente  einer  Parabel  hingleitet  und  ein  Schenkel  die 
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Parabel  berührt  ^  so  geht  der  aridere  Schenkel  stets  durch  einen  Punkt 
der  Äxe,  den  Brennpunkt 
Entsprechend  2b  folgt: 

b)  Der  Fahrstrahl  und  der  Durchmesser  eines  Punktes  der  Parabel 
bilden  mit  der  Tangente  desselben  gleiche   Winkel, 

Ist  S  der  Seheitel  der  Parabel,  I\  A  F  zur  Tangente  TB  als 
Symmetrieaxe  und  F^L  ±  FS,  so  ist  FS  =  SL,  da  FB  =  BF^  ist 
Es  Uegt  also  F^  stets  auf  der  Normalen  der  Axe,  deren  Abstand 
vom  Brennpunkt  durch  den  Scheitel  halbiert  wird.  Diese  Normale 
ist  zugleich  die  Polare  des  Brennpunkts  und  heisst  Leitgerade 
der  Parabel.     Da  FT  =  TF^,  so  folgt: 

c)  In  der  Parabel  ist  der  Abstand  eines  Punktes  vom  Brennpunkt 
gleich  dem  von  der  Leitgeraden, 

Zusätze,  a)  Die  Umkehrung  des  Satzes  3a  kann  zur  Konstruktion 
der  Parabel,  bezw.  deren  Tangenten  benutzt  werden.    Allgemein  gilt: 

Dreht  man  einen  rechten  Winkel  so,  dafs  ein  Schenket  stets  durch 
einen  Punkt  geht,  während  der  Scheitel  auf  einem  Kreis  oder  einer  Geraden 
hingleitet,  so  beschreibt  der  andere  ScJienkel  tangierend  einen  Kegelschnitt, 

b)  Die  Sätze  2  c  und  3  c  stellen  die  Kegelschnitte  als  geometrische 
Örter  dar,  deren  einzelne  Punkte  leicht  konstruiert  werden  können. 

4.  Auch  in  der  Ellipse  und  Hyperbel  nennt  man  die  Polare 
eines  Brennpunktes  die  Leitgerade  desselben.  Wir  erhalten  nach 
2d  die  Schnittpunkte  der  Tangente  AB  mit  diesen  Leitgeraden,  in- 
dem wir  auf  den  Fahrstrahlen  des  Berührungspunktes  die  Normalen 
ziehen  (Fig.  112a  und  b),  FP  ±  FT,  F^P^±F^T,  Da  dann 
AFTPi^F.TP^  ist,  so  ist  FT:  F^T  ^  PT:  P^T  oder 

FT :  F,T ±  TF ^  PT :  P^T  +  TP,  oder  wenn  2a    die  grofse 

bezw.  reelle  Axe  ist:   FT  :  2a^  PT:  PP^,  FT  :  PT  =  2a\  PP^, 

Ist  TQ  der  Normalabstand  von  T  und  der  Leitgeraden  LP,  so  ist  auch : 

PT :  TQ  =  PPi :  LL^,  Die  Multiplikation  beider  Proportionen  ergiebt 

FT:TQ  =  2a:LLi=a:0L, 

Dieses  Verhältnis  ist  somit  fOr  alle  Punkte  des  Kegelschnitts 
das  gleiche,  auch  für  den  Scheitel  S: 

FSiSL^aiOL, 

Ist  die  lineare  Excentricität  OF  =  c,  so  ist  hiernach 

(a  —  c):  (OL  ''a)'^a:OL  oder  (a'-c):a  —  {OL  —  ä) :  OL, 

woraus:  c:  a  =^  a:  OL]  somit  allgemein: 

FTiTQ'^cia 

Das   Verhältnis  —  =^  e  heifst  die  Excentrität  des  Kegelschnitts. 

In  jedem  Kegelschnitt  ist  das  Verhältnis  der  Abstände  eines  Punktes 
von  dem  Brennpunkt  und  dessen  Leitgeradeth  konstant,  nämlich  gleich  der 


^ 

r 

Ä 
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Excentricität  e  des  Kegdschmtts,  Es  ist  e  <!  in  der  Ellipse,  c  ==  i 
in  der  Farabely  e>  1  in  der  Hyperbel. 

Hiernach  können  die  Eegelschnitte  zusammengefafst  werden  io 
dem  Begriff  des  geometrischen  Ortes  für  einen  Punkt,  dessen 
Entfernungen  von  einem  Punkt  und  einer  Geraden  ein  kon- 
stantes Verhältnis  haben. 

6.  Ist  FT  die  Ordinate  des  Brennpunkts,  LR  die  Hälfte  der 
ideellen    Berührungssehne    desselben    und    S    der    Scheitel,    so    ist 

e  =  -pj  "^  s'l'^  LE'  woraus  folgt:  LR  =  FL.  Es  liegt  somit  der 
Brennpunkt  so,  dafs  er  die  in  §.  40,  3  gegebenen  Bedingungen  erfüllt 
für  das  Centrum  der  Projektion,  von  welchem 
aus  der  Kegelschnitt  als  Kreis  projiciert  wird, 
wenn  die  Bildebene  \\FLR  ist.  Hier  fallt 
das  Centrum  und  somit  auch  die  Bildebene 
in  die  Originalebene  hinein.  Zugleich  mufs 
nach  dem  angeführten  §.  der  Brennpunkt 
F  als  der  Mittelpunkt  des  p.  Kreises  proji- 
ciert werden. 

Jeder  Kreis  in  der  Ebene  eines  Kegel-  ^*'  "*" 

Schnitts,  dessen  Mittelpunkt  in  einem  Brennpunkt  des  letzteren  liegt,  i^i 
mit  diesem  perspecktivisch  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  als  Centmm 
der  Frojektion  und  die  Leitgerade  ah  Projektion  der  mm  Kreis  gduhigm 
unendlich  fernen  Geraden. 

Hiernach  lassen  sich  Beziehungen  der  Winkel  centraler  Strahlen 
eines  Kreises  nach  Schnittpunkten  und  Berührungspunkten  zugehöriger 
Geraden  sofort  auf  Strahlen  von  dem  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
übertragen,  wobei  jedoch  darauf  zu  achten  istT^ß'fs  in  der  Projektion 
an  die  Stelle  eines  Halbstrahles  auch  dessen  Gegenstrahl  treten  kann. 
(Siehe  die  Aufgaben.) 


Elftes  Kapitel. 
Metrische  VerhältniBBe  in  projektivisohen  Gebilden. 
§.  42.    Metrisch-projektivische  Beziehungen  geradliniger  Figaren. 

1.  Wird  eine  Strecke  AB  von  einem  Cenirum  S  aus  projiciert 
und  sind  SA  ==  a,  SB  =  b  die  Strahlstrecken  und  h  der  Abstand 
des  Centrums  von  der  Geraden  AB,  so  kann  die  Strecke  selbst  in 
diesen  von  der  Lage  des  Centrums  abhängigen  Gröfsen  ausgedrückt 
werden.  Es  ist  nämlich  2  -  AABS  =  Ä^  -h  =^  ab  Bm{ab),  somit 
AB  =  -j- sin  (ab).     Nehmen  wir  auf  derselben  Geraden  eine  an  B 


c 
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angrenzende  Strecke  BC^  so  ergiebt  sich  für 
dieselbe  auf  gleiche  Weise  BC  =  ^  sin (6c), 

und  der  Quotienjb  beider  Strecken  ist 

AB a  sin  {ab) 

BC~  7  an  {bc) '  — / — ß' 

(Vgl.  IL  Teil,  §.  16,  1  a  u.  a'.)     Schliefst  ***'  ''*• 

sich  in  C  eine  zweite  Gerade  an,  auf  welcher  die  Strecken  CD  und 

DE  liegen,  so  folgt  ebenso: 

CD  £  sin  (cd) 

DE  ~  e  Bin  (de) 

Gehen  wir  in  dieser  Weise  weiter  auf  eine  dritte  Gerade  mit  den 
Strecken  EF  und  FG  und  ejpe  vierte  Gerade  GA  mit  dem  Teil- 
punkt S,  so  ergiebt  sich  schliefslich  aus  der  Multiplikation  der  ent- 
sprechenden Verhältnisse: 

AB     CD    EF    GH  ^  Bin  (ab)    sin  (cd)    6m{ef)    am  ((fh) 
BC'  de'  FG'  HA        ein  {bc) '  sin  {de)  '  sin  {fg)  '  sin  {hä) ' 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  ist  aber  nur  noch  abhängig  von 
den  Winkeln  der  projicierenden  Strahlen  und  bleibt  für  alle  Projek- 
tionen der  Figur  von  einem  bestimmten  Centrum  unverändert;  es  mufs 
also  der  Wert  des  Ausdrucks  für  eine  Projektion  A^B^C^D^E^F^G^H^ 
der  gleiche  bleiben,  d.  h.: 

AB     CD    EF    GH  _  A,  B,     C,D,     E,F^     G,H^ 
BC'  DE'  FG'  HA~B,C,  '  D^E,  '  F,G,  '  H,a/ 

Wird  andrerseits  das  Centrum  der  Projektion  verlegt,  so  bleibt 
doch  der  links  stehende  Ausdruck  unverändert  und  es  gilt  somit  f[ir 
die  neuen  Strahlen: 

sin  (ab)    sin  (cd)    sin  {ef)    sin  (gh) sin  (a^  b^)    sin  (c,  d,)    sin  (c,  f^)   sin  {g^  /*,) 

sin  (&c)     sin  {de) '  sin  (fg)  '  sin  {ha)        sin  {b^  cj     sin  {d^  Cj)    sin  (/",  g^)   sin  {h^  aj 

Daher  mufs  der  Wert  dieses  Ausdrucks  für  alle  Projektionen 
der  Figur  und  für  alle  Projektionen  der  Projektionen  unverändert 
bleiben.     Es  ist  dies  eine  metrisch-projektivische  Beziehung: 

Wenn  in  einer  geradlinigen  Figur  aus  Strecken  der  Geraden  ein 
Produkt  von  Quotienten  der  Art  gebildet  toirdy  dafs  1)  jeder  Punkt  ebenso 
oft  einen  Dividenden  als  einen  Divisor  begrengt  und  2)  von  jeder  Geraden 
ebenso  oft  ein  Dividend  als  ein  Divisor  entnommen  ivird,  so  ist  das  Pro- 
dukt  konstant  für  alle  Projektionen  der  Figur ^  und  zwar  gleich  dem  ent- 
sprechend gebildeten  Ausdruck  aus  dem  Sinus  der  Winkel  zwischen  den 
projicierenden  Strahlen. 

Gemäfs  der  ersten  Bedingung  fallen  nämlich  in  den  oben  für  die 
Strecken  abgeleiteten  Ausdrücken  die  Strahlstrecken  nach  den  einzel- 
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nen  Punkten  aus  der  Rechnung  und  gemäfs  der  zweiten  Bedingung 
auch  die  Abstände  der  Geraden  vom  Centrum. 

2.  Wird  z.  B.  eine  Strecke  AB  durch  zwei  Punkte  G  und  D 

irgendwie  innen   oder  aufsen  geteilt,  so  hat  der  Ausdruck  ^^  •  -^ 

AC    A.D 
oder  ^^  :  ^^  die  verlangten  Eigenschaften.    Dieses  DoppelyerhältDis 

bleibt  also  konstant  für  alle  Projektionen  (vgl.  II.  Teil^  §.  21,  2).  Es 
folgt  hieraus ;  dafs  durch  drei  projektivische  Elementenpaare  zweier 
Punktreihen  zu  jedem  vierten  Element  D  das  projektivische  D|  be- 
stimmt ist  durch  die  beiden  Gleichungen 

(Vgl.  II.  Teil,  §.  21,  8.)  • 

Für  den  Fall,  dafs  G  und  D  harmonisch  zugeordnete  Punkte  in 
Bezug  auf  AB  sind,  wird  der  Wert  des  Ausdrucks  am  einfachsten 
aus  der  Projektion  berechnet,  in  welcher 
A^C^  =  G^B^  und  J)^  in  unendliche  Ent- 
fernung fällt  Da  dann  der  projicierende 
Strahl  d  parallel  dem  Träger  g^  der 
Punktreihe  ist,  so  ist  sin  (ad)  =  sin  (a</i), 
sin  {di)  =  sin  (bg^)^  und  es  verhält  sich 

sin  (ac)  -4,  C,  ^,  0,  sin  (cb) 

sin  (aVi)  ~  'SC^         'SO'  ~  siä  (bg^) '  Kg.  nö. 

also  mit  Berücksichtigung,  dafs  ad  uud  db  gegenwendig  sind: 

sin  (ac)  ,  sin  (ad) 


sin^cd)  '  sin  {db) 
woraus  für  alle  Projektionen  folgt: 


1, 


i^'m  —  1-    (Vgl.  n.  T.  §.  18.) 

3.  Im  Falle  Cj  in  den  Mittelpunkt  fällt,  mufs  somit  auch  ^^y.'*  «=  1 

sein.     Wir  können  noch  allgemeiner  aussagen: 

Wenn  ein  Funkt  sich  unmefsbar  weit  von  zum  festen  Pufikten  ent- 
fernt j  so  kommt  das  Verhältnis  seiner  Abstände  von  diesen  Punkten 
dem  Zahlwert  1  unbeschränkt  nahe. 

Denn   tragen    wir   den   Abstand   DB   (Fig.  116)   auf  DA  ab, 

DG^DB,  so  ist 

DA  _  DC+GA  _.    .    GA 

DB  DB       ~"  ^  "*"  DJB 

d.  h.  dies  Verhältnis  ist  stets  um  so  viel  gröfser  als  1,  als  der  Quotient 
der  Differenz  beider  Strecken  durch  die  kleinere  Strecke  beträgt 
Letzterer  Quotient  kommt  aber  der  Null   unbeschränkt  nahe,  wenn 
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der  Punkt  D  in  unendliche  Entfernung  hinau8rückt;  da  dann  der  Nenner 
des  Bruchs  unendlich  grofs  wird^  während  der  Zähler  mehr  und  mehr 
gleich  dem  Abstand  des  Punktes 
A  von  der  durch  B  zu.  AD  ge-     — d ^ ^^ 


zogenen  Normalen  wird, 
also  i^  =  1. 


Es  ist 


Fig.  116. 


4,  Werden  die  Seiten  des  Vielecks  ABCDE  der  Reihe  nach 
von  einer  Geraden  g  in  den  Punkten  A^B^G^D^E^  getroffen,  so  ent- 
spricht der  Ausdruck 

A^B*  B^C'  G,D'  D^E'  E,A 

den  in  1  gestellten  Bedingungen.  Um  seinen 
Wert  zu  bestimmen,  nehmen  wir  das  Centrum 
S  der  Projektion  auf  der  Geraden  g  an;  es 
ist  dann  sin  {aa^  =  sin  {ae^y  sin  {a^V)  = 
sin  (fei6)  u.  s.  f.,  da  die  Strahlen  ay^b^c^d^e^ 
auf  g  fallen.  Es  folgt  somit,  dafs  der  Aus- 
druck =  +  1  ist;  dies  ist  eine  Erweiterung 
des  Satzes  von  Menelaos  (IL  T.  §.  17,  la). 
Wenn  man  in  einem  Vieleck  ABCDE 
mit  ungerader  Seitenzahl  von  einem  Punkt 
S  die  Ecktransversalen  zieht,  welche  die 
gegenüberliegenden  Seiten  je  in  einem  Punkt 
schneiden,  so  ist  der  Ausdruck: 


Fig.  117  a. 


E^A        ^  ^' 


AA,     BB,     CO^     DD^ 
A^B'  B^Ö  '  C^D'  D^E 

Denn  es  ist  sin  (aa^)  =  sin  {c^d),  sin  (a^b) 
==  sin  (drfi)  u,  s.  w.  Dies  ist  eine  Verallge- 
meinerung des  Satzes  von  Ceva (IL  T.  §.  17,  ib')- 


Fig.  117  b. 


§.  43.    Metrische  Beziehungen  in  Kegelschnitten. 

1.  Wird  ein  Kegelschnitt  von  den  Seiten  des  Dreiecks  ZOO^  iu 
den  Punkten  P,  L,  A,  jB,  P^,  i,  getroflfen  (Fig.  118),  so  ist 


FO  '  OL     AO,  '  O^B      P,  Z  ■  ZL^ 
AOOB'F^O^'O^L^'  PZZL 


1. 


Dafs  nämlich  diese  Gleichung  fUr  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
einen  Kreis  schneiden,  giltig  ist,  folgt  leicht  aus  dem  Satz  von  den 
Sebnenabschnitten  im  Kreis  (11.  Teil,  §.  17,  4,  Satz  von  Carnot).  Der 
Ausdruck  entspricht  aber  auch  den  in  §.  42,  i  gestellten  Bedingungen; 
sein  Wert  bleibt   somit  für  die  Projektionen  und   für  deren  weitere 
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Projektionen    unverändert.     Nehmen  wir  nun  an, 
Z   rücke    in    unendliche   Entfernung   hinaus,    so 

wird  der  letzte  Quotient  %~4^  dem  Werte  1 

I^  Zi  •  Zi  1j 

unbeschränkt  nahe  kommen  (§.  42,  3),  so  dafs  für 
die  beiden  andern  Faktoren  folgt: 

VO  '  OL     __   ÄO'  OB 
P,0,  .  Ö,L,  ^  AO,  .  Oi-Ö* 
Nehmen  wir  noch  AB  2!^  den  zu  PL  (|  PiL^  zugeordneten  Ehirch- 
messer,  so  wird  OL  =  POy  Oy^L^  =  P^O^,  \xnA  man  erhält: 

PÖ»  AO  .  OB 


Fig.  118. 


F^0\        AO,  .  0,B 


OB^ 


Für  die  Parabel  (Fig.  119  b)  insbesondere  wird  noch  ^^^  =  1 


so  dafs   nur 


PO 
1\0~^ 


AO 


j-^  übrig  bleibt.     Nennen  wir  die  Hälfte  der 


Fig.  119  b.  Fig.  119o. 

einem  Durchmesser  zugeordneten  Sehne  Ordinate  des  Durchmessers, 
so  gilt  also  der  Satz: 

In  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  verhalten  steh  die  Quadrate  stceier 
Ordinalen  eines  Durchmessers  wie  die  Produkte  der  zugehörigen  AbscknUk 
des  Durchmessers,  in  einer  Pa/rabd  wie  die  zugehörigen  Abschniüe  des 
Durchmessers, 


2.  In  der  Parabel  ist  -ttt  = 


Wird  PO^y,  AO  =  x 


AO  AO, 

so  ist: 


■p  eine   konstante  Grofse, 


Zusatz,  a)  Wird  x  auf  der  Hauptaxe  gemessen,  so  ist  nach  §. 41,  3i 
für  den  Brennpunkt  yi  =  2a;i,  also  Ji*  =  /?  •  ^,  yi  =  |->  d.  h.  |>  ist 

die  zugeordnete  Sehne  des  Brennpunkts. 

b)  Wird  X  auf  dem  durch  den  Punkt  T  (Fig.  112  c)  gehenden 
Durchmesser  gemessen,  so  ist  für  den  Scheitel  S  die  Ordinate  «  TZ, 
die  Abscisse  =  SZy  also  TZ^  =P'SZ.  Nun  ist  aber  auch  im  recht- 
winkeligen Dreieck  FBZ 

BZ^  =  FZ'SZ,  oder  da  FZ^TF^f, 
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(I.  i.  gleich  dem  Fahrstrahl  vom  Brennpunkt  nach  dem  Anfangspunkt  T 

TZ  9 

des  Durchmessers,  BZ=^—,  somit  TZ  =^4f'SZ,  woraus  folgt 

p  ^  Af.  Die  Parabel-Gleichung  für  den  Durchmesser  durch  Tist  also: 

3.  Ist  Oj  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse  (Fig.  119  a)  und  sind 
ilOj  =  a  und  P^O,  =  6  die  Hälften  der  zugeordneten  Durchmesser, 

so  ist  -Tj-  = V      •     Setzen  wir  die   Ordinate  PO  =  y  und  den 

Abschnitt  0,0  =  x(Abscisse),  so  ist  ^0==a  — a:,  OB  =^a-\-X]  also: 

y* (g  —  a?)  (g  4"  ^) g*  —  rc* ^  x* 

5*  J-  «*  _  f 

a«  -r  5«  —  ^  • 

Zusatz.  Sind  a  und  b  die  Halbaxen,  c  die  lineare  Excentricität, 
so  ist  der  Fahrstahl  nach  dem  Grenzpunkt  der  kleinen  Axe  =  a 
(§.  41,  2c),  somit  6«  =  a«  —  c*. 

Für  die  zugeordnete  Sehne  p  des  Brennpunkts  folgt: 

4.  Wenn  in  einer  Hyperbel  der  Punkt  Pj  in  unbeschränkt  grofse 
Entfernung  hinausrückt,  so  kommt  erder  Asymptote  unbeschränkt  nahe. 
Trifft  die  Ordinate  O^F^  die  Asymptote  in  JT^,  so  nähert  sich  somit 

O  P 
bei  dem  Weiterrücken  der  Ordinate  der  Wert  -TTii  mehr  und  mehr 

Ui  M 

dem  Wert  q    '  =  -j-^y  wenn  AR  der  Tangentenabschnitt  von  ^  bis 
zur  Asymptote  ist.     Nun  ist: 

PO*     _  _^i2l!_._  pi  ^1 V    0,^    Öjjlf 

Rückt  PjOi  in  unbeschränkt  grofse  Entfernung,  so  wird 

PO«            J^ii»^            PO«  _Ä0    BO 
ÄO'BO'^  Ä^**         ÄE*~      AM* 
Wird  PO  =  y,   MO  =  x,  MA  =  a,  -4iJ  =  6  gesetzt,  so  ist: 
y^ (a?  —  g)  (a;  -j-  g) x*  —  g* x* ^ 

a?»  _  1/"  _  ^ 

Hierbei  ist  6  die  Hälffce  des  ideellen  a  zugeordneten  Durchmessers.  (§.37,5). 
Zusatz,    a)  Ist  a  die  halbe  reelle  Axe,  c  die  lineare  Excentricität, 
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so  folgt  für  die  zugeordnete  Sehne  p  des  Brennpunkts:  — ,  —  ^«=1^ 

1>*  =  -^  (c*  —  a*),  !>=—  )/c^  —  a*.  Aus  §.  41,2  c  folgt  aber,  da  der  Grenz- 

punkt  von  p  um  2  a  weiter  vom  zweiten  als  vom  ersten  Brennpunkt 

entfernt  ist:  (|  +  2a)'  =  J*  +  (2c)»,  woraus  folgt:  p  =  2^^- 

Die  Vergleichung  beider  Werte  von  p  ergiebt,  dafs  fe*  =  c*  —  a\ 
2&« 
^         a 

Ist  hierbei  6  =  a,   so  heifst  die  Hyperbel   gleichseitig;  ihre 
Asymptoten  stehen  normal  zu  einander. 

b)  Zeichnen  wir  durch  einen  Punkt  P  der  Hyperbel  parallele 
Gerade  x  und  y  zu  den  Asymptoten,  so  folgt  aus  §.  37,  5  d,  dafs  2a:-2y 
eine  konstante  Gröfse  ist,  da  2  a;  und  2y 
die  von  der  Tangente  gebildeten  Abschnitte 
der  Asymptoten  sind.  Die  im  Scheitel  der  Hy- 
perbel gezogene  Tangente  bildet   aber  den 


Abschnitt  Va*  +  6*  =  c;  somit  ist 

5.  Bezeichnen  wir  nicht  den  Mittelpunktsabstand  eines  Punktes  0 
der  .Axe,  sondern  den  Abstand  vom  Scheitel  A  mit  Xj  so  folgt  aas 

mr  die  Elh>e  f*  =  ?ü^,  y«  =  ?1^  _  ^>,  y«=i,^-f-')' 

för  die  Parabel  t/^=P^f 

für  die  Hyperbel  $^^-^^-^A  y*  =  5l'^  +  ^^,:.,  y«=^^  +  f-f 

Das  Quadrat  der  Ordinate  ist  daher  in  der  Parabel  (xagaßakhiv) 
geradezu  gleichzusetzen  dem  Rechteck  aus  dem  zugehörigen  Scheitel 
abschnitt  und  aus  der  dem  Brennpunkt  zugeordneten  Sehne  (dem 
Parameter  des  Kegelschnitts),  in  der  Ellipse  (iXXsiicsLv)  fehlt  ihm 
noch  etwas  zu  dieser  Gröfse;  in  der  Hyperbel  (imsQßalksiv)  übertrifft 
sie  diese  Gröfse. 

6.  Die  Ordinate  zu  der  grofsen  Axe  einer  Ellipse  ist  bestimmt  durch 

die  Gleichung  y*  =  — ,  (a*  —  ar*),  die  Ordinate  des  um  diese  Axe  gelegten 

Kreises  ist  für  dieselbe  Abscisse  bestimmt  durch:  Y*  =  a*  —  a?*,  woraus  folgt 

y:Y  =  h:a. 

Zerlegen   wir  die  Segmente   der  Ellipse  und  des  Kreises,  welche  darch 
eine  Normale  der  grofsen   Axe   begrenzt  sind,    in  unbeschränkt  Bchmale 
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Streifen  parallel  dieser  Normale,  so  gilt  dasselbe  Verhältnis- für  diese 
Streifen,  daher  auch  für  die  Segmente  selbst. 

Für  die  gesamte  Ellipsenfläche  folgt  hieraus  der  Inhalt  '=  nah. 

Wird  ein  Parabelsegment  durch  irgend  welche  Sehne  AB  begrenzt 
und  sind  CA  und  CB  Tangenten,  S  der  Grenzpunkt  des  zu  AB  zuge- 
ordneten Durchmessers,  PQ  Tangente  in  Ä,  so  ist  ACPQ  =  —  ASB,  da 


AASB  =  ^ABC 


.  37,  6  a)  und  A  CPQ  =  j  ABC.  Sind  S^  und  8^ 
die  Grenzpunkte  der  zu  ^^^.und  BS  zugeordneten  Durchmesser,  P^Qi, 
P2Q2  die  Tangenten  in  diesen  Punkten,  so  ist  ebenso:  APP.Qi  '^  —  ASS.y 

Fährt  man  in  dieser  Zerlegung  fort,  so  ist  die  Summe  der  Dreiecke 

ASB  +  ASS^  +  BSS^  H =2;, 

d.  i.    gleich    dem  Parabelsegment,    dagegen    die 
Summe  der  Dreiecke 

CPQ  +  PP,Q,  +  «P,ft  + ^S, 

gleich  dem  Teil  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC^ 
welcher auTserhalb  der  Parabel  liegt;  somit 

2:  +  \i:^AABC,    i:  =  ^'AABC. 

7.  Ziehen  wir  in  zwei  benachbarten  Punkten  P  und  P^  eines  Kegel- 
schnitts die  Normalen  zu  den  Tangenten,  die  man  kurz  die  Normalen  des 
Kegelschnitts  in  diesen  Punkten  nennt,  und  schneiden  diese  einander  in  Mj 
während  die  Fahrstrahlen  nach  den  Brennpunkten  J^und  Fj  die  Winkel  PFP^ 


■  a,  PJ?\  P|  =  a,  bilden  mögen,  so  ist  der  Winkel  der  Normalen  z  = 


a  +  ß 


in  der  Ellipse,  e  =  — 0—    in  der  Hyperbel,  jer  «=  --  in  der  Parabel.    Denn 

sind  z.  B.  in  der  EUipse  die  Winkel  der  Nor- 
malen mit  den  Fahrstrahlen  w  und  iv^^  so  folgt 
aus   Dreiecken    mit  ein  Paar   Scheitelwinkeln: 


z  -^  w 

z  +  w^ 


«i  +  w, 


^«  +  «1 


Legen  wir  nun  durch  PP^F  und  durch 
PPiF^  je  einen  Kreis,  welcher  die  Nonnale 
PM  in  L  bezw.  L^    schneiden   möge,    so    ist 


Fig.  lia. 
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<^  PLP^  =  «,  -P-^^i-Pi  =  «n  woraus  folgt  ^  XPi-Jf  =  «  -  g  = 
^  ~  "'   und  ^L^P^M^=^  z  —  «1  =       o    *  ?     *^ß^    halbiert    die   Normale 

PiJtf  den  Winkel  LP^L^,  Schneidet  die  Tangente  P^T  die  Normale 
PM  in  T,  so  sind  Jtf ,  T  harmonisch  zugeordnete  Punkte  mit  X,  Xj.  — 
Indem  der  Punkt  Pj  sich  dem  Punkt  P  nUhert,  gilt  das  gleiche  für  T. 
Die  Kreise  gehen  alsdann  in  solche  über,  welche  sich  in  P  berühren 
und  der  in  der  Strecke  LL^  (Pig.  123.)  zu  P  harmonisch  zugeordnete 
Punkt  M  ist  die  Grmzlage  des  Schnittpunkts  der  Normalen  ztcekr 
Punkte  des  Kegelschnitts^  welche  einander  umniefsbar  nahe  gerückt  smd. 

Denken  wir  uns  durch  3  Punkte  P,  P^,  P^  des  Kegelschnitts  emm 
Kreis  gelegt,  so  liegt  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Mittelnormale  zu  PPi 
und  PP^.  Rücken  P|  und  P^  unbeschränkt  nahe  an  P  heran,  so  werden 
diese  Mittelnormalen  zwei  unbeschränkt  nahe  beieinander  liegende  Normalen 
des  Kegelschnitts  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  rückt  nach  M.  Es 
kann  dieser  Punkt  daher  als  Mittelpunkt  eines  Kreises  betrachtet  werden, 
welcher  3  unbeschränkt  nahe  benachbarte  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt 
gemein  hat.  Ein  solcher  Kreis  heifst  der  Krümmnngskreis  des  betr. 
Punktes,  da  er  sich  am  meisten  von  allen  Kreisen  in  diesem  Punkt  an  den 
Kegelschnitt  anschmiegt;  sein  Mittelpunkt  heifst  Krümmungsmittelpnnkt. 

Die  Punkte  L  und  L^  werden  auch  erhalten  durch  die  Normalen  FLA.PF 
und  JPiZi_LPJ?\.  Für  das  Teilverhältnis  ergiebt  sich:  LM  -  ML^ 
=  PL  :  PL^  =  PF :  PF^  =  FN :  NF^,  wenn 
N  der  Schnittpunkt  der  Normale  mit  der 
grofsen  Axe  ist.  Ziehen  wir  MX  und  L^F^ 
normal  zu  PF^  so  ist  auch 


FX:  XF^  =  LM:  ML^=^FN'NF^, 

daher  NX  ||  F^F^,  und  da  F^F^  J_  PX^,  so  folgt 
nun  auch  NX  _L  PN^,  Man  erhält  also  M,  in- 
dem man  NX±PN,  XM  ±  PF  zieht. 

Ist  Q  der  Winkel  zwischen  der  Normalen 
und  den  Fahrstrahlen,   so  ist  der  Krtimmungs-  ^^-  ^^ 

radius  PM  =  q  bestimmt  durch  ^'cos*  a  =  PiV,  während  (IL  Teil,  §.  26,4bl 

PN  =  —  Yrr^^   wenn  r  und  r^  die  beiden   Pahrstrahlen  sind  (mit  Be- 
rücksichtigung, dafs  ^—^-^  =  a  und  a*  —  c*  =  h^  ist).     Somit  ist: 

^  a  GOß'  qp 

Da  aber  auch  cos  9=  -  — .  (II.  Teil  §.  43,  3),  so  ist: 

yrri 

Q  =  -      -    -  oder  Q  =  -   -v*-- 
^        a  cofl'  (p  ^  ab 
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Anmerkung. 

Eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwin- 
digkeit c  ergiebt  in  t  Sekunden  den  Weg  y  =  ct^  eine  geradlinige 
gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  mit  der  Besphleunigung  g 

den  Weg  x  =^  —gf.    Werden  beide  Bewegungen  nach  dem  Gesetz  von 

dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  vereinigt,  so  ergiebt  sich  ftlr  den 
geometrischen  Ort  des  Punktes  dui'ch  Elimination  von  t  die  Gleichung 

y*-=  —  •  a?,  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel.     Die  Bewegung  heifst 
Wurfbewegung;  die  Wurflinie  ist  eine  Parabel. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  gleichförmig  auf  einem  Kreis  mit  der 
Geschwindigkeit  v^  so  kann  seine  Bewegung  innerhalb  eines  Bahnelements 
als  eine  Wurfbewegung  mit  der  Centralbeschleunigung  y  betrachtet 
werden.    Da  zu  den  Abscissen  x  und  (2  ^  —  a;)  die  Kreisordinate  bestimmt 

ist  durch  y*  =  2 ^a?  —  a5*,  dagegen  die  Parabelordinate  durch  y^=i—^Xy 

2  V*  2  v* 

so  werden  diese  übereinstimmen,  wenn  —  x  =  2  gx  —  2^  oder  —  ==: 

2  ^  —  X.    Da  für  ein  Bahnelement  x  unbeschränkt  klein  anzunehmen  ist, 

so  ergiebt  sich  hieraus :  y  «=  — . 

Bezeichnet  für  irgend  einen  Zeitpunkt  v  die  Geschwindigkeit  eines 
Planeten,  welcher  sich  in  einer  Ellipse  bewegt,  deren  einer  Brenur 
punkt  in  der  Sonne  liegt  (I.  Kepler' sehe s  Gesetz)  und  ist  h  der  Ab- 
stand dieses  Brennpunktes  von  der  Tangente  des  Punktes,  in  welchem 
sich  der  Planet  gerade  befindet,  so  ist  (nach  dem  IT.  Kepler'schen 
Gesetz):  vh  =  k  eine  konstante  Gröfse;  da  aber  Ä  =  r  cosg?,  wenn  r 
der  Fahrstrahl  und  g>  der  Winkel  desselben  mit  der  Normalen,  so  ist: 

k 
r  cosqp 

Wird  die  bis  zu  einem  gewissen  Punkt  (P)Wlangte  Geschwindigkeit  v  nach 
Grolle  und  Richtung  durch  einen  Pfeil  dargestellt,  und  tritt  an  ihre  Stelle 
in  dem  betr.  Punkt  die  ebenso  dargestellte  Geschwindigkeit 
Vj,  so  sind  die  durch  v,  r  bezw.  «j,  r  bestinmiten  Drei- 
ecke (nach  dem  IT.  Kepler'schen  Gesetz)  einander  gleich, 
die  Verbindnngsgerade  der  Pfeilspitzen  ist  parallel  zu  r, 
^  h.  die  Geschwindigkeit,  welche  zu  v  hinzukommt,  um 
v^  als  Resultante  zu  ergeben^  fäUt  in  die  Bichtimg  nach 
dem  Brennpunkt. 

Die  Bewegung  innerhalb  eines  Bahnelements  kann  hiemach   auf- 
^efafst  werden   einerseits  als   eine  Wurfbewegung  mit  der  Tangential- 

X^olirbacfa  der  ElemenUr-Oeometrie  III.  9 
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geschwindigkeit  v  und  einer  gegen  die  Sonne  gerichteten  Beschlennigang^, 
andrerseits  als  eine  Bewegung  auf  dem  Krümmungskreis  mit  der  Nomial- 

beschleunignng  ^  =  — .  Da  die  Beschleunigung  g  in  die  Tangential- 
beschleunigung ^  sin  ^  und  in  die  Normalbeschleunigong  g  cos  (p  zerlegt 
werden  kann,  so  mufs  y  =  ^  cos  g>  =  —  sein,  somit  g  = =  -»    '  s 

ak*     1 
=  lua  •  ^,  d.  h.  die  Beschleunignng  ist  dem  Quadrat  der  Ent- 
fernung vom  Brennpunkt  umgekehrt  proportional  (Newtons 
Gravitationsgesetz). 


Anhang. 

Zwölftes  Kapitel. 
Von  der  Abbfldnng  körperlicher  Gtestalten  auf  der  Ebene. 

§.  44.  Die  Elementar-Anfgaben  der  darstellenden  Geometrie. 

1.  Ziehen  wir  durch  die  Punkte  eines  räumlichen  Gebildes 
parallele  Gerade  bis  zu  deren  Schnittpunkten  mit  einer  Ebene,  so 
erhalten  wir  auf  dieser  die  Parallelprojektion  des  Gebildes. 
Dieselbe  wird  Normalprojektion  genannt  (vgl.  §.  6),  wenn  die 
projicierenden  Parallelstrahlen  normal  zur  Bildebene  sind^  im  andern 
Falle  schiefe  Projektion. 

Für  die  Parallelprojektion  gelten  die  Sätze: 

a)  Punktreihen  und  Strafüenbüschel  werden  wiederum  als  solche 
projiciert,  ebenso  parallele  Gerade. 

h)  Die  Projektion  einer  Punktreihe  ist  dieser  ähnlich  (II.  Teil,  §.  6,  4a). 

c)  Die  Projektionen  paralleler  Strecken  stehen  im  selben  Verhält- 
nis, wie  die  Strecken  selbst 

d)  Strecken,  welche  der  Bildebene  parallel  sind,  werden  in  wahrer 
GrÖfse  projiciert,  ebenso  Winkel  und  ebene  Figuren,  deren  Ebene 
parallel  der  BildAene  ist, 

3.  Für  technische  Zwecke  am  geeignetsten  ist  die  Darstellung 
der  Körper  durch  die  Normalprojektionen  auf  zwei  zu  einander  nor- 
male Bildebenen,  deren  eine  als  Horizontalebene  a,  die  andere  als 
Verticalebene  ß  bezeichnet  wird;  die  Abbildung  in  ersterer  Ebene 
heifst  Grundrifs  (Horizontalprojektion),  die  in  der  zweiten 
Ebene  Aufrifs  (Vertikalprojektion);  die  Schnittgerade  beider 
Ebenen  heifst  Axe. 

Fällen  wir  von  einem  ^unkt  P  auf  diese  Ebenen  die  Normalen 
PP,  und  PP^  (Fig.  125),  so  sind  P^  und  P^  die  Projektionen  des  Punktes 
und  die  genannten  Strecken  bestimmen  ein  Rechteck,  von  welchen  das  P 
gegenüberliegende  Eck  Q  auf  der  Axe  0  X  liegt.  Hierbei  ist  Pg  ^  =  PP^ 
und  P,  Q  «=  PP^.  Da  man  schliefslich  beide  Bilder  in  einer  Ebene 
erhalten  will,  so  denkt  man  sich  die  eine  Bildebene  um  die  Axe  in  die 

9* 
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andere  aufgeklappt,  wobei  P^fQfP^  in  eine  einzige  zur  Axe  normale 
Gerade  zu  liegen  kommen. 

a)  Die  Projektionen  eines  Punktes  im  Grund-  und  Äufrifs  liegen  in 
einer  Normalen  mr  Axe. 

b)  Der  Abstand  der  Projektion  eines  Punktes  in  einer  Bildebene  vmh 
Axe  ist  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  selbst  von  der  anderen  BUMmt 

c)  Für  einen  Punkt  der  einen  Bildebene  liegt  die  Projddianmi 
der  amtieren  Bildebene  in  der  Axe, 

Z.  B.  ist  Q  die  Horizontalprojektion  von  P,  und  auch  die  Ver- 
ticalprojektion  von  P^. 

Von  den  beiden  durch  die  Axe  getrennten  Halbebenen  wird  jede 
doppelt  als  Bildebene  benutzt,  indem  sowohl  die  Vertical-  als  die 
Horizontalebene  unbegrenzt  zu  denken  ist  und  bei  der  ümklappung 
je  zwei  Halbebenen  einander  decken.  Ob  ein  Punkt  dem  Grundrifs 
oder  Aufirifs  zuzuordnen  ist,  wird  durch  die  angehängte  Marke  (Indeii 
angezeigt. 

3.  Jeder  Punkt  der  Geraden  PP^  hat  seine  HorizontalprojektioD 
in  Pi;  die  Vertikalprojektion  der  Geraden  ist  QP^^ 

a)  Von  einer  Normalen  m  einer  Bildebene  ist  die  Projeküm  w 
dieser  ein  Punkt,  in  der  zweiten  Bildebene  eine  Normale  mr  Axe, 

Trifft  eine  durch  P  parallel  zur  Horizontalebene  gezogene  de 
rade  die  Verticalebene  in  S^,  so  ist  die  Ebene  P^PS^  parallel  zw 
Horizontalebene  (§.  5,  4  a'  u.  §.  1,  7  a),  somit  P^S^  parallel  der  Axe,  d.  h 

b)  Von  jeder  m  einer  Bildebene  paraUden  Geraden  ist  die  Projd- 
tion  in  der  anderen  BüdAene  parallel  zur  Axe. 

Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Bildebene  heifsen  deren 
Durchgänge. 

4.  Die  Ebene  PP^S^S^  steht  normal  zur  Horizontalebene-,  PiSj 
ist  ihre  Schnittgerade  mit  der  Grundrifsebene,  S^S^  die  mit  der  Auf- 
rifsebene.     Die  Schnittgeraden  einer  Ebene  mit  den 

Bildebenen  heifsen  die  Spuren  der  fibene.    Es  ist        & f* 

8^8^  normal  zur  Axe  als  Schnitt  zweier  zur  Horizontal- 
ebene  normalen  Ebenen.    Alle  Punkte  der  genannten    . 
Ebene  PP^  8^8^  haben  ihre  Horizontalprojektion  in  P^  S^. 

a)  Von  einer  NormalAene  m  einer  Bildebene  ist 
die  Projektion  in  dieser  eine  Gerade;  die  Spur  in  der        ^*     ^^ 
anderen  Bildebene  ist  normal  mr  Axe. 

Für  die  zur  Horizontalebene  parallele  Ebene  P^PS^  ist  PA 
die  Spur  und  Abbildung  im  Aufrifs. 

b)  Von  einer  parallelen  Ebene  m  einer  Bildebene  ist  die  B^qjM(f^ 
in  der  anderen  Bildebene  eine  mr  Axe  parallele  Gerade. 

Das  Dreieck  P^P8^  wird  hierbei  nach  1  d  durch  QP^S^  in  ^^^^ 
wahren  Gestalt  abgebildet 
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5.  Um  die  wahre  Gröfse  einer  Strecke^  eines  Winkels  oder  die 
wahre  Gestalt  einer  ebenen  Figur  aus  ihren  Projektionen  zu  erhalten, 
wird  die  Ebene  derselben  um  eine  ihrer  Spuren  in  die  betr.  Bild- 
ebene umgelegt  (aufgeklappt)  oder  um  eine  Drehaxe,  welche  parallel 
einer  Bildebene  ist,  in  die  parallele  Lage  zu  dieser  Bildebene  gedreht. 

Für  diese  Drehungen  sind  folgende  Sätze  von  Bedeutung: 

a)  Die  Projektion  eines  R  ist  wiederum  ein  R,  wenn  ein  Schenkel 
in  der  Bildebene  liegt  oder  paraUd  derselben  ist. 

Dies  folgt  aus  §.  6,  2o. 

b)  Bei  einer  Drehung  um  eine  Axe,  u)elche  normal  zu  einer  Bild- 
d)ene  ist,  beschreiben  die  Projektionen  in  dieser  Bildebene  Krßi^)ögen 
um  die  Projektion  der  Drehaxe;  die  Projektionen  in  der  anderen  Bild- 
d)ene  beschreiben  ParaUde  aur  Axe* 

Die  Bewegung  geht  nämlich  in  einer  zu  ersterer  Bildebene  par 
rallelen  Ebene  vor  sich^  so  dafs  der  Satz  aus  Id  und  4  b  folgt. 

c)  Bei  einer  Drehung  um  eine  Axe,  u?elche  parallel  einer  Bildebene 
wt,  beschreibt  die  Projektion  eines  Punktes  in  dieser  Bildebene  eine  Nor- 
fnale  nur  Projektion  der  Drehaxe. 

Es  folgt  dies  aus  a^  da  eine  Normale  von  dem  Punkt  zur  Dreh- 
axe auch  in  der  Projektion  normal  bleibt. 

6.  Zur  Bestimmung  der  wahren  Länge  einer  Strecke  LMy 
deren  Projektionen  L^Mi  und  L^M2  gegeben  sind,  kann  die  Ebene 
LMM^L^  um  MM^  in  parallele  Lage  zur  Aufrifsebene  gedreht 
werden;  so  dafs  L,  den  Kreisbogen  L^  £/  bis  zu  der  zur 
Axe   Parallelen  MiL\   beschreibt,   während  L^  paral-   -,^ 

lel   zur   Axe   nach  L/    gelangt;    M^L^  ist  die   wahre     ;  ; j_ 

Länge.     Oder  es   kann   dieselbe   Ebene  LMM^L^   um     :,*^ 
L^M^  in  den  Grundrifs  aufgeklappt  werden,  wobei  die  *1J\__\J^ 
Winkel  an  der  Drehaxe  rechte  sind,  und  die  Längen  der       \      / 
Normalen  KL^  und  ftüfj  den  Abständen  von  M^  und  L^  \/ 

bis  zur  Axe  gleich  sind.  ng.  ise. 

In  gleicher  Weise  konnte  auch  die  Ebene  LMM^L^  benutzt 
werden. 

7.  Aus  2  a  folgt: 

Von  0wei  einander  schneidenden  Linien  liegen  die  beiden  Schnitt- 
punkte  der  ausommengehörigen  Projektionen  in  einer  Normalen  eur  Axe, 

Zur  Bestimmung  der  wahren  Grofse  des  Winkels  zweier 
Geraden  JB-4C,  deren  Projektionen  B^-ii,  B^A^  ymdiA^C^jA^C^  (Fig.127) 
gegeben  sind,  wird  zunächst  durch  beide  Gerade  eine  horizontale  Gerade 
JBG  gezogen,  von  welcher  die  eine  Projektion  B^G^  parallel  der  Axe 
ist,  die  andere  B^C^  nach  dem  eben  genannten  Satze  erhalten  wird. 
Um  diese  Horizontale  BC  wird  das  Dreieck  BAC  in  eine  parallele 
Lage  zur  Horizontalebene  gedreht     Die  Projektionen  der  Normalen 
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Fig.  127. 


AL  auf  BC  bleibt  hierbei  normal  zu  B^C^  (5c) 
und  ihre  wahre  Länge  A^Li  kann  nach  i) 
bestimmt  werden.  Alsdann  ist  <^  B^A^G^ 
=  BAC  (Id). 

8.  In  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage 
der  elementaren  Gebilde  Punkt,  Gerade,  Ebene 
folgt  zunächst: 

Der  Durchgang  einer  Gerciden,  welche  einer 
Ebene  angehört,  liegt  auf  der  Spur  dieser  Ebene. 

Durch  zwei  solche  Durchgänge  ist  daher 
die  Spur  der  Ebene  bestimmt. 

Ist  von  einer  Geraden,  welche  der  Ebene  L^MN^  angehört,  eine 
Projektion  7\  S^  gegeben,  so  findet  man  die  andere,  indem  der  Durchgang 
2\  auf  die  Axe,  der  Axenpunkt  S^  auf  die  zweite  Spur 
der  Ebene  nach  Sg  projiciert  wird;  T2S2  ist  die 
zweite  Projektion. 

Sind  von  der  Ebene  nicht  die  Spuren,  son- 
dern nur  (Fig.  129)  die  Projektionen  zweier  Ge- 
raden a^a^,  b^b^  gegeben  und  werden  a^^bj^  von 
der  Projektion  der  Geraden  in  Tj,  S^  geschnitten, 
so  erhält  man  Tg»  ^2  ^^^  ^2  ^^^  h  durch  Nor- 
male zur  Axe.     (7). 

Ist  von  einem  Punkt  der  Ebene  die  eine  Pro- 
jektion P^  gegeben  und  die  andere  gesucht,  so 
zieht  man  durch  ihn  die  Gerade  T^S^,  konstruiert  die  zugehörige  Pro- 
jektion T2S2  und  zieht  von  P^  eine  Axennormale  welche  T^S^  in  der 
zweiten  Projektion   P^  ^^^  Punktes  triffib. 

Die  Normalebene  zur  Horizontalebene  in  T^^S^ 
ist  projicierende  Ebene  für  alle  Gerade,  deren  Hori- 
zontalprojektion T^S^  ist.  Sind  g^  und  g^  die  Pro- 
jektionen einer  solchen  Geraden,  so  findet  man  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  und  der  Ebene, 
indem  man,  wie  angegeben,  die  Schnittgerade  T^S^ 
der  Ebene  mit  der  projicierenden  Ebene  der  Ge- 
raden konstruiert  und  den  Schnittpunkt  P,  dieser 
Geraden  mit  g^  nach  P^  projiciert;  PiP^  sind  die 
Projektionen  des  fraglichen  Schnittpunktes.  ^^-  ^• 

9.  Steht  eine  Gerade  g  auf  der  Ebene  L^MN^  (Fig.  128)  normal, 
so  steht  ihre  projicierende  Ebene  sowohl  auf  der  zugehörigen  Bild- 
ebene als  auf  der  genannten  Ebene  normal;  die  Schnittgeraden  letz- 
terer Ebenen,  d.  i.  die  Spur  der  Ebene  L^MN^  ist  somit  normal  zur 
projicierenden  Ebene  (^.4,  3  c),  woraus  nach  5  a  folgt: 
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Von  einer  Gera/den,  welche  normal  zu  einer  Ebene  ist,  sind  die 
Projektionen  normal  zu  den  zugehörigen  Spuren  der  Ebene, 

Der  Abstand  eines  Punktes  0  von  einer  Ebene  L^MN^ 
ist  hiemach  durch  die  in  8  und  6  gelosten  Aufgaben  zu  bestimmen. 

Der  Winkel  einer  Geraden  und  Ebene  wird  gefunden,  indem 
man  durch  einen  Punkt  der  ersteren  eine  Normale  zu  der  Ebene 
zieht  und  den  Winkel  beider  Geraden  nach  7  bestimmt;  derselbe  ist 
der  Komplementwinkel  des  fraglichen  Winkels. 

10.  Sind  P^Ry  RS^  und  P^Q,  QS^  die  Spuren  zweier' Ebenen, 
so  sind  P^  und  8^  zwei  Punkte  der  Schnittgeraden  beider  Ebenen. 
Indem  man  beide  Punkte  auf  die  Axe  projiciert,  erhält  man  die 
Projektionen  dieser /Schnittgeraden  PiSi,  P^S^. 

um  den  Winkel  zweier  Ebenen  PiRS^  und  P^QS^  zu  er- 
halten, klappt  man  den  Winkel  zwischen  der  Schnittgeraden  beider 
Ebenen    und    ihrem   Grundrifs   um   letz- 
teren    in   die   Horizontalebene   auf  nach  ^'  1/^v 

S^  PjiS'ss;  eine  Normale  B^C^  zu  P^iSr,  /X  \\\ 

bestimmt    dann    in    ihre     ursprüngliche         /y^        {    \  N. 
Lage    zurückgedreht   mit   der   Normalen        !/^  !       Vp    n^j? 

A^C^D^  zu  Pj/Si  eine  Ebene,  welche  nor-     j?^v  ^.^A         \      ^^ 

mal  zur  Schnittgeraden  beider  Ebenen  ist         '^/^^^^         \^'^^''i 
und   in  welcher   die  Schenkel    des   betr.        ^^''^-/'W'^  \   :// 
Ebenenwinkels  liegen.    Die  Gröfse  dieses  ^^^§:^^/ 

Winkels   A^BDi    ergiebt    sich    bei    der  *   ^?^ 

Umklappung    um    Ä^D^,    wobei   B    auf  ^^-  ***• 

jS^Pj    zu    liegen   kommt   (5c)   mid   zwar   in   der   Entfernimg   C^B\ 
=  C^B\   von  (7^;  es  ist  ^A^B^D^  der  gesuchte  Winkel. 

§.  45.  Axonometrisehe  Darstellung. 

(Kry  stall- Abbildung.) 

1.  Wie  schon  in  §.  25  angegeben  wurde,  wird  die  Lage  der 
räumlichen  Gebilde  festgestellt  in  Bezug  auf  drei  Strahlen  eines 
Punktes  OX,  OY,  OZ,  die  sog.  Koordinatenaxen,  welche  meist  zu 
einander  irormal  angenommen  werden.  Mögen  sie  übrigens  irgend 
welche  Winkel  mit  einander  bilden,  so  wird  die  Lage  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  sie  durch  die  zu  ihnen  parallelen  Strecken  von  dem 
Punkt  bis  zu  den  Ebenen  der  Axen  bestimmt,  d.h.  durch  die  Koordinaten 
des  Punktes.  Werden  sowohl  die  Axen  OX,  OY,  OZ,  als  die  Koor- 
dinaten der  Punkte  auf  eine  Ebene  mittels  Parallelstrahlen  projiciert, 
so  erhält  man  eine  axonometrisehe  Abbildung.  Die  Koordinaten 
stehen  dann  in  dieser  Projektion  in  konstantem  Verhältnis  mit  den 
entsprechenden  räumlichen  Koordinaten  (§.  44,  ic).    Dieses  Verhältnis 
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wird   dadurch   bestimmt,  dafs  man    auf  die  Axen  die  Strecke  1  alh 
trägt,  OX  =  OY  =  0Z=^  1  und  deren  Projektionen  bestimmt 

Wir  können  nun  aber  auch  von  dem  beliebigen  ebenen  Drei- 
strahl Og-Xg,  O^Y^,  O^Z^  ausgehend,  diesen  als  das  Bild  jedes  be- 
liebigen räumlichen  Axensystems  0  (X  YZ)  betrachten,  der  Art  daf» 
die  Strecken  OgXg,  O^Y^^ 
O^Z^  den  Längeneinheiten 
OX,  0  r,  OZ  entsprechen; 
m.  a.  W: 

Drei  beliebige  StrcM- 
strecken  eines  Dreistrahls 
in  einer  Ebene  wnd  drei 
beliebige  StraJilstrecken  eines 
Dreikants  kimnen  stets  so 
aufeincmder  bezogen  wer- 
den,  dafs  erstere  ähnlich 
sind  einem  parallelperspek- 
tivischen ebefien  Bild  der 
letzteren. 

Dies  wird  auf  folgende 
Weise  erkannt  In  dem 
Dreieck  X^Y^Z^  bestim- 
men die  durch  0^  ge- 
legten     Ecktransversalen 

drei  Punkte  A^B^C^, 
welche  die  Projektionen 
von  je  zwei  Punkten  auf 
den  Kanten  des  Dreikants 
0{XYZ)  —  statt  der  bei- 
gefügten Figur  OXYZ 
hat  man  sich  die  betr. 
räumliche  Figur  zu  den- 
ken —  vereinigen  sollen, 
so  z.  B.  Cg  die  Projektion 
eines  Punktes  C  von  XY 
und  eines  Punktes  C 
von  OZ.  Diese  Punkte 
ABC  und  Ä'B'C  wer- 
den  erhalten,  indem  man 
die  Seiten  von  XYZ  und  die  Strahlstrecken  OX,  OY,  OZ  in  den 
durch  die  Figur  O^X^Y^Z^Ä^^B^G^  bestimmten  Verhältnissen  teilt 
Die  Ecktransversalen  XÄ,  YB,  ZC  gehen  dann  ebenfalls  durch 
einen  Punkt  0'  (II.  Teil  §.  17,  i  und  2),  der  auf  einem  Strahl  00'  1  CC 
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Hegt,  da  -(8.    II.  Teil,   Aufg.  §.  9,  lo):  ^  =  |^  =  ^J-     Diese 

Richtung  00'  ||  GC  wird  als  die  der  projiciereuden  Strahlen  ange- 
nommen und  es  sind  ihr  auch  ÄÄ'  und  BB'  parallel.  Eine  zu  dieser 
Richtung  normale  Ebene  ergebe  die  Normalprojektion  O3X3  Y^Z^A^B^Cy 
Nun  ist  zu  zeigen,  dafs  man  den  Dreistrahl  0^  {Ä^B^C^)  stets 
80  legen  kann,  dafs  auch  von  ihm  O3  (A^B^C^)  die  Normalprojektion 
ist.  Zu  diesem  Zweck  konstruiere  man  zu  beiden  Dreistrahlen  die 
einander  entsprechenden  Paare  von  Normalstrahlen  (IL  Teil,  S.  67, 
Note)  i>8_Lfc,  i?5-L38-  ^o^  ^^^  spitzen  Winkeln  p^  (OgCj)  und 
(OgCj)  q^  muTs  der  eine  kleiner,  der  andere  gröfser  als  der  ihm  ent- 
sprechende Winkel  des  perspektivischen  Dreistrahls  Oj  sein,  da  ihre 
Summe  jeweils  gleich  einem  B  ist.  Es  sei  ^p^  {P^C^>Pi  (OjGj). 
Dann  kann  man  die  Ebene  des  Dreistrahls  0,  so  legen,  dafs  0,  auf 
den  Strahl  00' 0^  kommt  und  jOg  J  jpj  wird,  während  der  Strahl  0,(7  in 
die  projicierende  Ebene  OjG,  fällt  (§.  6,  2  Zu8.a).  Dann  aber  liegen  beide 
Dreistrahlen  perspektivisch,  da  ihre  Ebenen  einander  in  einer  Geraden 
P  I  jPb  D  l's  schneiden  und  auf  dieser  Axe  auch  die  Schnittpunkte  der 
paarweise  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  O^Cj,,  O^C^  und  g,,  q^ 
liegen. 

Stellt  Xi  Y^Zj^Of  die  Projektion  von  X  YZO  auf  die  so  bestimmte 
Ebene  dar,  so  ist:  X^C^  :  C^Y^  =  XC:  CY  =  X^C^:  G^Y^,  daher 
X,C,Y^  I  X,G,  Y,  (U.  Teil,  Aufg.  §.  2,  2),  woraus  folgt,  dafs  O^X^Y^Z^ 
p.a.  0,X,Y,Z,. 

2.  Die  drei  Strahlstrecken  eines  Punktes  O^X^,  O^Y^,  O^Z^ 
welche  die  Projektionen  der  auf  den  drei  Coordinatenazen  aufgetragenen 
Längeneinheiten  darstellen,  können  einander  gleich  angenommen 
werden,  so  dafs  jede  der  drei  Coordinaten  eines  Punktes  in  demselben 
Verhältnis  vergröfsert  oder  verkleinert  abgebildet  wird;  in  diesem 
Fall  heifst  die  Projektion  isometrisch.  Werden  nur  zwei  der  drei 
Strahlstrecken  gleich  genommen,  so  heifst  sie  monodimetrisch, 
und  wenn  alle  ungleich  anisometrisch.  Dabei  können  auch  die 
Winkel  der  drei  Axen  einander  gleich  sein  «=  120®.  Man  wählt 
die  Winkel  und  die  Verhältnisse  der  Axen  so,  dafs  die  darzustellen- 
den Körper  ihre  Formen  möglichst  klar  zeigen. 

3.  Es  wird  diese  Darstellungsart  besonders  in  der  Krystallo- 
graphie  angewendet.  Die  Flächen  der  Ejrystalle  werden  hierbei  be- 
stimmt  durch  die  Strahlstrecken,  welche  sie  auf  den  Axen  begrenzen. 
Man  konstruiert  mit  Hilfe  dieser  Grenzpunkte  die  Schnittgeraden  der 
Flächen  mit  den  Axenebenen  und  erhält  mittels  der  Schnittpunkte 
dieser  Schnittgeraden  Punkte  der  Kanten  des  betr.  Körpers. 

SolL  z.  B.  jede  Fläche  des  Körpers  auf  den  drei  zu  einander 
normalen  Axen  Abschnitte  bilden,  welche  sich  verhalten  wie  1  :  2  ;  cx) 
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L...,,,,..^r 


Fig.  ISS. 


und  stellen  OX,  0  Y,  OZ  die  Längeneinheiten  auf  den  Axen  dar,  so 
trägt  man  noch  OX^  =  20X,  OY^  =  20Y,  OZ,  =  20Z  ab.  Die 
Verbindungsgeraden  XZ,  und  ZX^  sind  die  Schnittgeraden  der  Axen- 
ebene  XOZ  mit  zwei  Ebenen,  welche  parallel  OY  sind  und  daher 
sich  in  einer  Kante  P^Ej^  ||  0  Y 
schneiden.  In  gleicher  Weise 
erhält  man  die  Kanten  P^E, 
und  P^E^y  welche  die  erstere 
in  einem  Punkt  E,  schneiden. 
Von  diesem  Punkt  gehen  noch 
die  Kanten  nach  den  Punkten 
X,  Yy  Zy  80  dafs  in  E,  ein 
Sechskant  entsteht.  Werden 
in  gleicher  Weise  die  Gegen- 
richtungen zu  OXy  0  Yy  OZhe- 
nützt,  so  erhält  man  das  Bild  für 
den  sog.  Pyramidenwürfel 
oder  das  Tetrakishexaeder. 
Denken  wir  uns  von  den 
Ebenen  dieses  Körpers  nur  die 
Hälfte  vorhanden  und  zwar  je  zwei  nicht  an  einer  Kante  desselben  zu- 
sammenstofsende  Flächen,  wie  XP^E^y  YP^E,  und  ZP^E^y  so  entsteht 
an  E,  ein  Dreikant.  Bei  X,  F,  Z  schneiden  die  betr.  Ebenen  die  mit 
ihnen  in  Bezug  auf  die  Axeiiebene  symmetrischen  Ebenen  in  drei 
Parallelen  zu  den  Axen  XA,  \\  OF,  YA^  \\  OZ,  ZA^  \\  OXy  welche 
jeweils  durch  die  Verbindungsgeraden  X^Yy  Y^Zy  Z,X  begrenzt 
werden;  E^A^y  E^A^y  E^A^  sind  die  Kanten  des  Dreikants.  Man 
erhält  so  als  hemiedrischen  Körper  des  Tetrakishexaeders  das  Penta- 
gondodekaeder. 

§.  46.  Abbildung  der  Kngeloberflftehe. 

(Kartenprojektionen.) 

!•  Von  den  Rotationsflächen  Kegel-,  Cylinder-  und  Kugelfläche 
lassen  sich  nur  die  beiden'ersteren  in  die  Ebene  aufrollen,  und  es  läfstsicb 
somit  ein  ebenes  Bild  irgend  welcher  auf  ihnen  gezeichneten  Figuren 
erhalten.  Die  Abbildung  der  Figuren  einer  Kugelfläche  aber  ist  be- 
sonders von  Wichtigkeit  wegen  ihrer  Anwendung  zur  Darstellung 
der  'Erdoberfläche  oder  des  Fixstemhimmels.  Es  werden  bei  den 
hierzu  dienenden  sog.  Kartenprojektionen  zuerst  die  Meridiane 
und  Parallelkreise  nach  bestimmten  Gesetzen  gezeichnet  und  im  An- 
schlufs  an  diese  dann  die  einzelnen  Örter  eingetragen.  Wir  geben 
im  Folgenden  die  gebräuchlichsten  Projektionsarten. 
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Die  Bildebene  können  wir  uns  stets  als  Berührungsebene  der 
Kugel  Yorstellen,  da  die  Bilder  auf  parallelen  Ebenen  ähnlich  sind. 
Jenachdem  der  Berührungspunkt  der  Bildebene,  der  den  Mittelpunkt 
der  Karte  bilden  soll^  im  Pol,  im  Äquator  oder  irgend  einem  andern 
Punkt  liegt,  unterscheidet  man  Polar-,  Äquatorial- oder  Horizontal- 
Projektion. 

2.  Die  orthographische  Projektion  ist  die  Darstellung  der 
Kugel  durch  Normalprojektion  auf  eine  Ebene.  Am  einfachsten  ist 
die  orthographische  Polarprojektion  darzustelleu,  da  die  Parallelkreise 
als  koncentrische  Kreise,  die  Meridiane  als  Durchmesser  abgebildet 
werden.  Man  entwirft  Polar-  und  Äquatorialprojektion  zugleich  als 
Grund-  und  Aufrifs,  entnimmt  die  Radien  der  Parallelkreise  des 
Grundrisses  aus  dem  Aufrifs  und  überträgt  diö  Schnittpunkte  der 
Parallelkreise  und  Meridiane  aus  dem  Grundrifs  in  den  Aufrifs. 
Um  irgend  eine  Horizontalprojektion  hieraus  zu  erhalten,  denkt  man 
die  so  dargestellte  Kugel  um  eine  zur  Verticalebene  normale  Axe 
gedreht,  wobei  der  Aufrifs  seine  Lage,  nicht  aber  seine  Grestalt 
ändert  und  im  Grundrifs  alle  Punkte  ihre  Entfernuhg  von  der  Pro- 
jektionsaxe  beibehalten  (§.  44,  5  b). 

3.  Die  Centralprojektionen  einer  Kugel  lassen  sich  nach  der 
Lage  des  Centrums  der  Projektion  einteilen  in  solche,  bei  welchen  das 
Centrum  im  Kugelmittelpunkt  liegt  oder  auf  der  Kugeloberfläche  oder  in 
einem  beliebigen  andern  Punki  Liegt  das  Centrum  im  Mittelpunkt 
der  Kugel  (centrale,  gnomonische  Projektion),  so  werden  die 
Bögen  aller  Hauptkreise  als  Strecken  (kürzeste  Abstände)  proji- 
eiert.  Mit  zunehmender  Entfernung  Yom  Mittelpunkt  der  Karte  (dem 
Fufspunkt  der  Normalen  vom  Centrum  zur  Bildebene)  werden  gleiche 
Bögen  mehr  und  mehr  wachsend  dargestellt,  und  die  Punkte,  die  um 
V4  des  Kreises  von  jenem  entfernt  sind,  fallen  in  unendliche  Ent- 
fernung. Die  Erdoberfläche  wird  hierbei  meist  auf  die  Flächen 
eines  regelmäfsigen  Körpers,  welcher  der  Kugel  umbeschrieben  ist^ 
abgebildet. 

4.  Bei  der  stereographischen 
Projektion  wird  ein  Punkt  C  der  Kugel- 
oberfläche als  Centrum  der  Projektion  und 
die  Tangentialebene  im  diametralen  Punkt 
M  (oder  irgend  eine  mit  ihr  parallele 
Ebene)  wird  als  Bildebene  angenommen. 
Es  sei  ÄPB  irgend  ein  Kreis  der  Kugel 
und  A^Bi  seine  Projektion  auf  die  in  M 
beruhende  Ebene.  Wird  nun  durch  CM  Fig.  108. 
die  Ebene  GAB  normal  zur  Ebene  ÄPB  gelegt,  so  ist  die  erstere 
Ebene  der   Hauptaxenschnitt  des   projicierenden  Kegels;   (§.  7,  4c) 
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und  normal  zur  Bildebene  (§.  4,  3a),zugleich  ist  ^  CÄB^CB^Äi,  da 
letzterer  Winkel  gleich  dem  Winkel  von  CB  mit  der  Tangen  tialebene  in C 
Es  ist  somit  'die  Bildebene  A^B^  antiparallel  zur  Ebene  des  Kreises 
ÄBy  also  auch  das  Bild^^j^i  ^^i  Kreis  (§.18,  5).  —  Schneiden  ein- 
ander die  Tangenten  eines  Punktes  P  und  seiner  Projektion  P^ 
in  Q,  so  ist  (nach  §.  35,  2b)  PQ  =  P^Q.  Wird  der  Kreis  AB  in 
P  von  einem  zweiten  Kreis  geschnitten ,  so  gut  ebenso  für  die  Tan- 
genten desselben  PL  «=»  PiL,  wenn  L  deren  Schnittpunkt  ist  Da 
aufserdem  QL  =  QL,  so  folgte  dafs  ^  QPL  =  QP^L.  Somit  ist 
erwiesen: 

a)  In  der  stereographischen  Projektion  wird  jeder  Kreis  wieämm 
als  Kreis  {oder  als  Gerade)  abgebildet. 

b)  Der  Schnittwinkel  zweier  Kreise  bleibt  in  dieser  Projektion  m- 
verändert. 

Hieraus  folgt^  dafs  die  kleinsten  Teile  der  Abbildung  ähnlich  den 
entsprechenden  Teilen  des  Originals  sind.    Abbildungen,  welche  diese 
Eigenschaft  haben, 
nennt    man    kon- 
forme   oder    iso- 
gonale. 

In  Fig.  134b 
ist  die  stereogra- 
phische Horizon- 
talprojektion für 
einen     Punkt    von 

60«   Breite    ent- 
worfen.  Fig.  134  a 
stellt    zunächst    zu 
diesem   Zweck   die 

Normalprojektion 
der  abzubildenden 
Halbkugel  auf  eine 
zur  Bildebene  der 
zweiten  Figur  nor- 
male Ebene  dar. 
Das    Centrum    ist 

C,  und  letztere 
Bildebene  erscheint 
als  Gerade  A^  B^ 
verkürzt;  sie  ist  parallel  zur  Tangentialebene  in  C  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  gelegt.  Der  Meridian  A^N^B^  wird  als  Durch- 
messer J.JV5projiciert;  seine  Schnittpimkte  mit  den  Parallelkreisen  0", 
30«,  60®  werden  erhalten,  indem  die  betreffenden  Punkte  in  Fig.  1348 
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zonächst  von  C  auf  A^  B^  projiciert  werden  und  dann  durch  Normale 
zu  Ä^B^  auf  ÄB'j  man  erhält  so  yon  jedem  Parallelkreis  den  Durch- 
messer auf  AB,  Sollte  ein  Grenzpunkt  eines  solchen  Durchmessers 
zu  weit  hinausfallen,  so  projiciert  man  den  Schnittpunkt  von  A^^B^ 
mit  dem  in  Fig.  134  a  als  Gerade  dargestellten  Parallelkreis  auf  den 
Umfang  des  Kreises  AB  in  Fig.  134b  und  erhält  so  einen,  bezw. 
2  Punkte  des  Kreises.  Die  beiden  Pole  N^S^  werden  nach  N^8i  und 
von  da  nach  NS  projiciert.  An  diese  Sehne  N8  trägt  man  als  Be- 
rührungswinkel  30^,  60®,  90®  an;  die  zugehörigen  Kreisbogen  sind 
die  Meridiane. 

5.  Andere,  nicht  perspektivische  Kartenprojektionen  erhält  man, 
indem  man  das  Bild  zunächst  auf  einer  Kegel-  oder  Cylinderfläche 
daxgestellt  und  diese  dann  in  die  Ebene  aufgerollt  denkt.  Der  Kegel 
wird  entweder  als  die  Kugel  berührend  in  dem  die  Mitte  der  Karte  ein- 
nehmenden Parallelkreis  oder  als  die  Kugel  in  2  Parallelkreisen  schnei- 
dend angenommen.  Diese  Kreise,  sowie  der  mittlere  Meridian  der 
Karte  werden  durch  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  mit  dem  Kegel  dar- 
gestellt; für  die  übrigen  Parallelkreise  ergeben  sich  koncentrische 
Kreise,  deren  Abstände  den  Bogen  des  mittleren  Meridians  entsprechen. 
Die  Meridiane  werden  als  Seitengerade  des  Kegels  durch  die  Grenz- 
ponkte  der  entsprechenden  Bögen  der  erstgenannten  Parallelkreise 
abgebildet  oder  als  Kurven  durch  die  Grenzpunkte  der  auf  allen 
Parallelkreisen  bestimmten  Bögen. 

Tritt  an  die  Stelle  des  Parallelkreises  der  Äquator,  so  ist  die  zu- 
gehörige abwickelbare  Fläche  ein  Cylinder.  Meridiane  und  Parallel- 
kreise bilden  dann  ein  aus  Rechtecken  bestehendes  Netz.  Da  die  Meri- 
diane gegen  die  Pole  zusammenlaufen  sollen,  hier  aber  als  Parallele  ab- 
gebildet werden,  so  wächst  das  Verhältnis  der  abgebildeten  Bögen 
der  Parallelkreise  zu  den  entsprechenden  wahren  Bögen  mehr  und  mehr 
mit  zunehmender  Breite.  Werden  die  Abstände  der  Parallelkreise, 
d.  i  die  Bögen  der  Meridiane  in  demselben  Mafse  vergröfsert,  so  er- 
hält man  Mercatojr's  Projektion*);  die  Teil^  der  Karte  wachsen 
gegen  die  Pole  hin  bis  ins  Unendliche,  sind  also  für  diese  Punkte 
selbst  nicht  ausführbar.  In  dieser  Projektion  zeigt  sich  hiemach 
eine  von  2  benachbarten  Parallelkreisen  und  2  solchen  Meridianen 
begrenzte  Fläche  als  ein  Rechteck,  dessen  Seitenverhältnisse  um  so 
mehr  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  übereinstimmen,  je  kleiner 
die  Fläche  ist.  Es  ist  somit  die&e  Projektion  eine  konforme  oder 
isogonale. 


*)  Diese  Projektionsart  wurde  ausgedacht  and  zuerst  (1569)  bei  der  Zeich- 
Qong  einer  Weltkarte  benützt  yon  dem  deutschen  Geographen  Gerhard 
Krem  er,  genannt  Mercator,  ans  Duisburg  (1612—1694). 
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Da  eine  Gerade  in  dieser  Projektion  alle  Meridiane  unter  dem- 
selben Winkel  schneidet,  so  gilt  dies  auch  für  die  ihr  entsprechende 
Linie  auf  der  Kugel,  die  Loxodrome,  (welche  ein  Schiflf  durchläuft, 
das  seinen  Kurs  immer  nach  einerlei  Himmelsrichtung  einhält).  Auf 
dem  Cylinder,  dessen  Abwickelung  die  Karte  ergiebt,  ist  sie  eine 
Schraubenlinie;  auf  der  Kugel  entspricht  ihr  demnach  eine  Kurre, 
welche  sich  dem  Pol  in  unendlich  vielen  Windungen  nähert,  ohne 
ihn  zu  erreichen. 

Äquivalente  Abbildungen  geben  die  Flächenteile  der  Kugel  in 
dem  der  Wirklichkeit  entsprechenden  Verhältnis  (homalographiscfae  Pro- 
jektion). 

§.  47.  Der  Gesichtspunkt  zu  einem  perspektivischen  Bild. 

1.  Wenn  der  Zweck  einer  Abbildung  körperlicher  Gestalten  auf 
eine  Ebene  der  ist^  auf  unser  Auge  thunlichst  denselben  Eindruck  za 
machen  wie  erstere  selbst,  so  wird  ein  perspektivisches  Bild  der  Art 
entworfen,  wie  es  sich  ergiebt,  wenn  ein  Auge  das  Centrum  der 
Projektion  ist  und  die  Bildfläche  vertikal  zwischen  Auge  und  Gegen- 
stand liegt.  Das  Centrum  wird  der  Gesichtspunkt  genannt  und 
der  Fufspunkt  der  Normale  von  ihm  auf  die  Bildebene  der  Haupt- 
punkt. 

Für  die  Projektionen  von  Geraden  und  von  ebenen  Figuren  über- 
haupt gelten  hier  natürlich  die  im  III.  Abschnitt  gegebenen  Sätze. 
Aber  auch  für  Gerade,  welche  nicht  einer  einzigen  Ebene  angehören, 
ergeben   sich  leicht  die  folgenden  Sätze: 

a)  Paraüele  mr  Bildebene  werden  wiederum  als  Parallele  prqjiderL 

b)  Die  Bilder  partzUeler  Geraden,  die  nicht  parallel  der  Bildebene 
sind,  laufen  in  einem  Punkt,  in  der  Projektion  des  unendlich  fernen  PunÜes 
oder  in  dem  Fluchtpunkte,  msammcHy  welcher  auf  dem  0u  den  Geraden 
parallelen  Strahl  des  Gesichtspunktes  liegt 

c)  Von  allen  Geraden  paralleler  Ebenen  liegen  die  FluMpunkte 
auf  einer  einzigen  Geraden,  der  Fluchtgeraden  dieser  Ebenen]  es  ist  dies 
die  Schnittgerade  der  zu  den  Ebenen  parallelen  Ebene  durch  den  GesidUs- 
punkt. 

d)  Der  Hauptpunkt  ist  der  Fluchtpunkt  aUer  Normalen  sfur  Bild- 
flache;  die  Horizontale  durch  ihn  enthält  die  Fluchtpunkte  aller  Aoriww- 
tälen  Geraden. 

Diese  Grerade  heifst  der  Horizont  des  Bildes. 

2.  Wir  wollen  hier  nicht  die  Methoden  behandeln,  perspekti- 
vische Bilder  zu  entwerfen,  sondern  nur  die  Aufgabe  wie  zu  einem 
schon  vorhandenen  perspektivischenBilde  der  Gesichtspunkt 
zu  finden  ist,  von  welchem  aus  man  das  Bild  betrachten  mufs,  da- 
mit es  den  dargestellten  Gegenständen  am  besten  entspricht 
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Sind  auf  dem  Bild  zwei  parallele  horizontale  Gerade  dar- 
gestellt ^  so  verlängert  man  die  Projektionen  dieser  Geraden  bis 
zu  ihrem  Schnittpunkt  und  zieht  durch  diesen  eine  Horizontale. 
Der  Gesichtspunkt  liegt  dann  in  der  Horizontalebene  dieser  Horizon- 
talen. 

3«  Ist  in  der  Zeichnung  ein  horizontales.  Quadrat  oder 
Rechteck  dargestellt,  von  welchem  eine  Seite  parallel  der 
Bildfläche  ist  —  was  man  daraus  erkennt,  dafs  auch  ihre  Ab- 
bildung horizontal  ist  —,  so  stellen  die  an  dieser  liegenden  Seiten 
Normale  zur  Bildebene  dar;  sie  schneiden  einander  im  Hauptpunkt 
Der  Gesichtspunkt  liegt  auf  der  in  diesem  Punkt  normal  zur  Bild- 
ebene errichteten  Geraden. 

Liegt  zunächst  die  Darstellung  eines  Quadrates  vor,  so  trifft  die 
Diagonale  in  dem  Bild  den  durch  den  Hauptpunkt  gelegten  Horizont 
in  einem  Punkt  (Distanzpunkt),  dessen  Abstand  vom  Hauptpunkt 
zugleich  den  Abstand  des  Gesichtspunktes  von  letzterem  giebt, 
da  die  Diagonale  unter  einem  Winkel  von  45^  gegen  die  Bildebene 
geneigt  ist. 

Für  den  Fall,  dafs  statt  des  Quadrats  ein  Rechteck  dargesteUt 
ist,  dessen  Seitenverhältnis  a :  b  aus  der  Zeichnung  erkennbar  ist 
(z.  B.  bei  einer  Säulenhalle  aus  der  Zahl  der  Säulen  in  beiden  Rich- 
tungen, bei  einem  Hause  an  der  Zahl  der  Fenster),  so  verhält  sich 
auch  die  Strecke  zwischen  dem  Fluchtpunkt  der  Diagonale  (auf  dem 
Horizont)  und  dem  Hauptpunkt  zum  Abstand  des  Gesichtspunktes  von 
letzterem  wie  a :  b. 

4.  Ist  ein  horizontales  Quadrat  oder  Rechteck  ohne 
eine  zur  Bildfläche  parallele  Seite  dargestellt,  so  liegt  der 
Gesichtspunkt  jedenfalls  in  dem  Halbkreis,  welcher  um  die  Strecke 
zwischen  beiden  Fluchtpunkten  der  Seiten  als  Durchmesser  in  der 
Horizontalebene  dieser  Strecke  gelegt  wird;  denn  die  Strahlen  von 
dem  Gesichtspunkt  nach  den  Fluchtpunkten  müssen,  als  Parallele  zu 
den  Seiten  des  Quadrats  oder  Rechtecks,  einen  R  mit  einander 
bilden. 

Liegt  zunächst  das  Bild  eines  Quadrates  vor,  so  mufs  dieser  R  von 
der  Geraden  nach  dem  Fluchtpunkt  einer  Diagonale  halbiert  werden. 
Verbindet  man  daher  die  Mitte  des  Halbkreises,  welcher  zu  dem  ge- 
nannten Halbkreis  symmetrisch  ist  in  Be.zug  auf  die  Bildebene  als 
S.-E.,  mit  dem  Fluchtpunkt  der  Diagonale,  so  schneidet  diese  Ver- 
bindungsgerade  den  Kreis  im  Gesichtspunkt. 

Ist  dagegen  das  Bild  eines  Rechtecks  gegeben,  dessen  Seiten- 
verhältnis man  kennt,  so  ist  statt  der  Mitte  des  Halbkreises  hinter 
der  Bildfläche  der  Grenzpunkt  des  Bogens  zu  bestimmen,  welcher 
dein  Winkel  der  Diagonale  mit  irgend  einer  der  Seiten   entspricht 


144  §.  47. 

Man  trägt  diesen  Winkel  am  Fluchtpunkt  der  andern  Seite  an  dem  Hori- 
zont in  den  Halbkreis  und  erhält  auf  diesem  durch  den  zweiten 
Schenkel  des  Winkels  den  Punkt,  welcher  mit  dem  Fluchtpunkt  der 
Diagonale  und  dem  Gesichtspunkt  auf  einer  Greraden  liegt 

.  Diese  Konstruktionen  werden  ani  besten  in  der  Bildebene  selbst 
ausgeführt,  indem  man  sich  die  durch  den  Horizont  gelegte  Horizontal- 
ebene  in  die  Bildebene  umgeklappt  denkt. 


Übungsaufgaben. 


Ij«hrbooh  d«r  Elementar-Oeometrie  m.  10 


Au^ben  zum  ersten  Kapitel. 

§.1. 

1.  Es  seien  3,  4, . . .  n  getrennte  Punkte  gegeben,  von  welchen  §§•  i-  2- 
keine   drei  in  eine  Gerade  fallen.     Wie  viele  Gerade  und   Strecken 

sind  dadurch  bestimmt?  —  unter  welcher  Bedingung  geben  3,  4  , . .  w 
Gerade  (EbeDeu)  ebensoviele  Schnittpunkte  (bezw.  Schnittgerade)? 

2.  a)  Wenn  unter  den  n  Stücken  in  voriger  Aufgabe  deren  x 
in  einer  Geraden  liegen  (bezw.  durch  einen  Punkt  gehen,  bezw.  eine 
Gerade  gemeinsam  haben),  wie  ändert  sich  die  vorige  Lösung? 

b)  Wenn  aber  nicht  nur  x,  sondern  auch  noch  je  y,  z,  v, , ,  der 
angegebenen  Bedingung  genügen,  wie  viele  gemeinsame  Elemente 
finden  sich  dann? 

c)  Was  folgt,  wenn  a:  =  y==if  =  t;  =  ...==2  ist? 

8.  Welche  Elemente  bestimmen  die  Lage  einer  Ebene? 

4,  a)  Durch  3,  4,  . . .  n  getrennte  Punkte,  von  welchen  keine 
vier  in  einer  Ebene  liegen,  sind  wie  viele  Ebenen  bestimmt? 

b)  Beweise,  dafs  durch  n  getrennte  Ebenen,  von  welchen  keine  zwei 

parallel  sind  und  keine  vier  durch  denselben  Punkt  gehen,        T/l^T^- 

Schnittpunkte  bestimmt  sind. 

5.  Man  soll  je  das  duale  Gegenstück  der  folgenden  Figuren  an- 
geben : 

a)  Eine  Ebene,  drei  Punkte  in  ihr,  deren  Verbindungsgeraden. 

b)  Zwei  Ebenen  a  und  /3,  eine  sie  schneidende  Ebene  £,  der 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen. 

c)  Die  Verbindungsgeraden  eines  Punktes  X  mit  drei  anderen 
Punkten  A,  B,  C. 

d)  Beliebig  viele  (getrennte  oder  stetig  auf  einander  folgende) 
Punkte,  von  welchen  keine  drei  auf  einer  Geraden  und  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen;  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  auf  einander 
folgenden  Punkte. 

e)  Strahlen  einer  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  gehen. 

{)  Ein  Ebenenbüschel  und  eine  ihn  schneidende  Ebene;  Schnitt- 
tigur? 

10* 
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Bemerkung.  In  den  folgenden  stereometriscben  Eonstroktioiien  ist 
das  Legen  einer  Ebene  durcb  die  sie  bestimmenden  Elemente  ebenso  zu 
benutzen,   wie  in  der  Planimetrie  das  Ziehen  von  Geraden. 

6.  Man  soll  durch  einen  Punkt  eine  Gerade  legen,  welche  mit 
einer  gegebenen  Geraden  a)  einen  gegebenen  Winkel  bildet^  b)  pa- 
rallel ist. 

7.  Man  soll  durch  einen  Punkt  aufser  einer  Ebene  eine  zn  letz- 
terer parallele  Gerade  konstruieren.     Wie  viele  Lösungen? 

8.  Durch  a)  einen  Punkt,  b)  eine  Gerade  soll  eine  Ebene  pa- 
rallel zu  einer  gegebenen  Geraden  konstruirt  werden. 

9.  Sind  Gerade,  die  einer  Ebene  parallel  sind,  einander  parallel? 

10.  Man  bestimme  den  geometrischen  Ort  der  durch  eineo 
Punkt  gehenden  und  a)  zu  einer  Ebene  parallelen  Geraden,  b)  su 
einer  Geraden  parallelen  Ebene. 

11.  Gegeben  seien  zwei  windschiefe  Gerade  g^  und  g^  Man 
soll  konstruieren: 

a)  durch  g^  eine  mit  g^  parallele  Gerade; 

b)  durch  g^  die  mit  g^  parallele  Ebene-, 

c)  durch  einen  gegebenen  Punkt  die  zu  g^  und  g^  parallele  Ebene. 

d)  durch  einen  gegebenen  Punkt  die  g^  und  g^  schneideDde 
Gerade ; 

e)  eine  g^  und  g^  schneidende  Gerade,  welche  einer  gegebeneii 
Geraden  l  parallel  ist; 

f)  eine  g^  und  g^  schneidende  Gerade,  welche  einer  gegebenen 
Ebene  A  parallel  ist. 

12.  Wenn  man  durch  jede  von  zwei  windschiefen  Geraden  a 
und  h  die  zur  anderen  parallele  Ebene  a  bezw.  ß  legt,  so  ist  a  |  ^\ 
Beweis? 

13.  Man  soll  eine  Gerade  angeben,  welche  drei  windschiefe  Ge- 
rade schneidet 

14.  Es  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  angegeben  werden, 
von  welchem  aus  die  parallel  einer  gegebenen  Greraden  nach  einer 
Ebene  gezogenen  Strecken  einander  gleich  sind. 

15.  Drei  parallele  Ebenen  schneiden  aus  zwei  Geraden  propor 
tionale  Strecken  aus. 

16.  Wenn  eine  Gerade  einer  Ebene  parallel  ist,  so  liegt  eine 
Gerade,  die  durch  einen  Punkt  der  Ebene  parallel  zu  ersterer  g^ 
zogen  wird,  ganz  in  der  Ebene. 

17.  Wenn  zwei  Ebenen  einer  Geraden  parallel  sind,  so  ist  iin^ 
Schnittgerade  ebenfalls  parallel  der  Geraden. 

18.  Man  soll  von  einem  windschiefen  Viereck,  d.  i.  von  einem 
solchen,  dessen  Ecken  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  die  folgen- 
den Sätze  beweisen: 
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a)  Die  Mitten  der  vier  Seiten  liegen  in  einer  Ebene  und  be- 
stimmen ein  Parallelogramm. 

b)  Die  Yerbindungsgeraden  der  Mitten  der  Gegenseiten  und  der 
Diagonalen  gehen  durch  einen  Punkt  und  halbieren  einander  in  dem> 
selben. 

c)  Zwei  Gegenseiten  eines  einbeschriebenen  ebenen  Vierecks 
schneiden  einander  auf  einer  Diagonale  des  windschiefen. 

19*  Zwei  Ebenen  sind  parallel,  wenn  sie  von  drei  nicht  in  einer 
Ebene    liegenden   parallelen   Geraden    gleiche   Stücke    ausschneiden. 


Aufgaben  zum  zweiten  Kapitel. 


1.  Man  soll  durch  einen  Punkt,  welcher  a)  auf,  b)  aufser  einer  §.  3  a.  4. 
Geraden  liegt,  die  zur  Geraden  normale  Ebene  konstruieren. 

2.  Man  soll  durch  einen  in  einer  Ebene  a  liegenden  Punkt  P 
eine  zur  Ebene  normale  a)  Ebene,  b)  Gerade  konstruieren.  —  An- 
deutung: a)  Ziehp  durch  P  in  a  eine  beliebige  Gerade  und  wende 
dann  §.  4,  8  b  il  ib  an.     b)  Wende  zuvor  a)  an. 

3.  Dieselben  Aufgaben  wie  2,  wenn  P  aufserhalb  a  liegt.  — 
Andeutung:  a)  Fälle  die  Normale  von  P  auf  eine  Gerade  a  in  a. 
b)  Lose  zuerst  a). 

4.  Die  Ebene  des  Neigungswinkels  zweier  Ebenen  ist  normal 
zu  ihrer  Axe.  —  Umkehrung? 

5.  Rotiert  ein  rechter  Winkel  um  einen  seiner  Schenkel,  so  be- 
schreibt der  andere  eine  Ebene. 

6.  Ein  Ebenenwinkel  soll  in  2,  4,  8, ...  2"  gleiche  Teile  geteilt 
werden. 

7.  Wenn  durch  einen  Punkt  aufserhalb  zweier  beliebiger  Ebenen 
zu  letzteren  normale  Strahlen  gezogen  sind,  welche  Lage  hat  die 
Ebene  des  Zweistrahls  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Ebenen 
und  deren  Schnittgerade? 

8.  Durch  a)  eine  gegebene  Gerade,  b)  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Ebene  zu  legen,  welche  mit  einer  gegebenen  Ebene  einen  ge- 
gebenen Winkel  bildet. 

9.  Zwei  axialsymmetrische  Ebenen  schneiden  einander  in  einer 
Axennormale  oder  sind  untereinander  und  mit  der  Axe  parallel, 

10.  Der  Winkel  zweier  axialsymmetrischen  Ebenen  wird  durch 
die  Ebene  der  Schnittgeraden  und  Axe  halbiert 

11.  Die  Ebenen  von  einem  Axenpunkt  nach  axialsymmetrischen 
Geraden  sind  axialsymmetrisclu 
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12.  Zwei  axialsymmetrische  Ebenen  werden  von  einer  Normal- 
ebene  der  Axe  in  zwei  parallelen  axialsymmetrischen  Geraden  ge- 
schnitten. 

13«  Zwei  parallele  Ebenen  sind  axialsymmetrisch  za  irgend  einer 
Geraden  der  Mittelparallelebene. 

14.    Zwei  Ebenen  sind  axialsymmetrisch  in  Bezug  auf  jede  Ge- 
rade ihrer  Winkelhalbierenden  Ebene,  welche  zu  der  Schnittgeraden 
.  normal  ist. 
§•  ö-  16.  Welche  verschiedene  Arten  der  Lage  können  drei  a)  Gerade, 

b)  Ebenen  haben? 

16.  Können  zwei  windschiefe  Gerade  zu  ein  und  derselben 
a)  Ebene  b)  Geraden  normal  sein? 

17.  Von  vier  paarweise  parallelen  Ebenen  sind  die  Schnitt- 
geraden  parallel.  —  Die  Ebenen  sind  paarweise  axialsymmetrisch 
zur  Mittelparallelen  der  gegenüberliegenden  Schnittgeraden. 

§.6,1.  18.    Alle  Normalstrecken,    welche   von  Punkten   einer  Cleradeo 

aus  auf  eine  zu  ihr  parallele  Ebene  gefällt  werden,  sind  gleichgrofs. 

19.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes,  welcher  voi« 
einer  Ebene  eine  gegebene  Entfernung  hat? 

20.  Man  soll  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  angeben. 
welcher  von  zwei  a)  parallelen,  b)  nicht  parallelen  Ebenen  a)  den 
gleichen,  ß)  je  gegebenen  Abstand,  y)  gegebenes  Verhältnis  der  Ab 
stände  hat. 

21.  Wie  weit  ist  ein  Punkt  P  von  einer  Ebene  a  entfernt,  wenn 
seine  Entfernung  von  einem  Punkte  A  der  Ebene  =  a  und  wenn 
die  Entfernung  AF  =  r  bekannt  ist,  wobei  F  die  Projektion  von  l' 
auf  a  ist?  —  Beispiele:  a  =  5,'  r  =  3;     a  =  42,  7,  r  =  7, 7. 

22.  Die  Abstände  zweier  Punkte  A  und  B  von  einer  Ebene 
seien  bezw.  a  und  6,  der  Abstand  ihrer  Projektionen  auf  der  Ebene 
sei  c.    Wie  grofs  ist  AB?  —  Beispiele:  a  =  17,  6  =  28,  c  =  60; 

a  =  87,  6  =  15,  c  =  65;     a  =  1, 3,  6  =  4  |,  c  =  1, 62. 

23.  Wie  weit  ist  ein  Punkt  von  der  Ebene  eines  regelmäfsigen 
Dreiecks  (Vierecks)  entfernt,  wenn  sein  Abstand  von  jedem  Eck 
desselben  gleich  der  Seite  (=  d)  ist? 

24.  Im  Mittelpunkt  eines  regelmäfsigen  Dreiecks  (Vierecks),  dessen 
Seite  =  a,  sei  die  zu  dessen  Ebene  normale  Strecke  =  a  gezogen. 
Wie  weit  ist    der  Endpunkt  der  Strecke   von  den  Ecken   entfernt? 

25.  Ein  Dreieck  habe  die  Seiten  104,  112,  120.  Wie  weit  ist 
ein  Punkt  von  seiner  Ebene  entfernt,  wenn  sein  Abstand  von  jedem 
Eck  169  beträgt?  —  Antw.  =  156. 

26.  Es  soll  in  eüier  Ebene  a)  durch  einen  ihrer  Punkte,  b)  paral- 
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]el  einer  Geraden  eine  Gerade  x  so  gezogen  werden,  dafs  sie  von 

a)  einem  Punkte  auTser  der  Ebene  den  gegebenen  Abstand  r,  ß)  zwei 

Punkten  aufser  der  Ebene  bezw.  die  gegebenen  Abstände  r  und  s  hat. 

27.   Man  soll  eine  Ebene  konstruieren,  welche: 


a)  durch  eine  Gerade  geht  und 
von  einem  gegebenen  Punkt  ge- 
gebenen Abstand  hat; 


b)  durch  einen  Punkt  geht  und 
von   einer  gegebenen  Geraden  ge- 
gebenen Abstand  hat; 
c)   durch  einen  Punkt  geht  und  von  drei  gegebenen  nicht  auf 
einer  Geraden  liegenden  Punkten  gleichweit  absteht. 

28.  Wird  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  eine  zu  seiner 
Ebene  schiefe  Gerade  gelegt,  so  hat  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden 
von  den  Kreispunkten  verschieden  grofse  Entfernungen.  Von  welchem 
Punkte  ist  diese  Entfernung  ein  Maximum,  ein  Minimum;  von  welchen 
beiden  Punkten  ist  die  Entfernung  je  die  gleiche? 

29.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes,  welcher 
von  drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  gleich  weit  entfernt  ist? 

30.  Die  Verbindungsstrecke  zweier  Punkte,  welche  auf  ver- 
schiedenen Seiten  einer  Ebene  und  gleichweit  von  derselben  entfernt 
liegen,  wird  durch  die  Ebene  halbiert. 

31.  Sind  zwei  Ebenen  normal  zu  je  einer  von  zwei  windschiefen 
Geraden,  so  ist  ihre  Schnittgerade  parallel  zur  kürzesten  Entfernung 
beider  Windschiefen. 

32.  Man  soll  in  einer  gegebenen  Ebene  einen  Punkt  finden, 
welcher  von  zwei  gegebenen  Punkten  oder  Ebenen  je  gegebene  Ent- 
fernungen hat. 

33.  Durch   einen   Punkt   soll   eine   Ebene   konstruiert  werden,  §.  6, 2. 
welche  mit  einer  Geraden  einen  gegebenen  Neigungswinkel  hat. 

34.  Durch  einen  Punkt,  welcher  a)  in,  b)  aufser  einer  Ebene 
liegt,  soll  eine  Gerade  gezogen  werden,  so  dafs  der  Neigungswinkel 
eine  gegebene  Grofse  hat. 

35.  Die  Projektion  eines  rechten  Winkels,  dessen  einer  Schenkel 
der  Projektionsebene  parallel  ist,  ist  wieder  ein  Rechter. 

36.  Wird  durch  die  Halbierungsgerade  eines  Winkels  (oder 
seines  Nebenwinkels)  eine  Ebene  gelegt,  so  haben  gegen  diese  die 
Schenkel  des  Winkels  gleiche  Neigung,  und  ihre  Projektionen  auf 
die  Ebene  bilden  mit  jener  Halbierungsgeraden  gleiche  Winkel. 

37.  Die  Halbierungsgerade  eines  Winkels  projiciert  sich  auf  eine 
Ebene,  welche  zu  ihr  (oder  zur  Halbierungsgeraden  des  Nebenwinkels) 
parallel  ist>  als  Halbierende  der  Projektion  des  Winkels. 

38.  Durch  den  einen  Schenkel  eines  Winkels  soll  man  eine 
Ebene  legen,  welche  mit  dem  anderen  Schenkel  einen  gegebenen 
Winkel  bildet. 
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39.   Durch  eine  Gerade  soll  man  eine  Ebene  legen^  welche  mit 

einer  anderen  gegebenen  Geraden  einen  gegebenen  Winkel  bildet 

6,8.  40.   Wenn   die   von   zwei  Punkten   Ä   und  JB   aus   nach  einer 

Ebene   unter   gleichen    Neigungswinkeln    gezogenen  Strecken   gleich 

sind,  was  läfst  sich  von  Ä  und  B  behaupten?    —   ümkehrungen? 

41.  Wie  weit  steht  eine  Ebene  von  einem  Punkte  ab,  wenn 
eine  von  letzterem  aus  zur  Ebene  gezogene  schiefe  Strecke  die  Lange 
a  hat  und  den  Neigungswinkel  von  30^  (60^,  45^)  bildet? 

42.  Wenn  in  Fig.  14  FB  die  Normalprojektion  von  FA  ist 
und  wenn  BFA  =  45^  (30®)  und  ^  BFX  =  45®  (bezw.  60°)  ist, 
welche  Gröfse  hat  ^AFÄ? 

43.  Eine  Wegstrecke  von  2  Em  Länge  sei  gegen  die  Horizontal- 
ebene um  2®  20'  geneigt;  wie  grofs  ist  ihre  Projektion  auf  letztere? 

44.  Welchen  Winkel  bildet  die  Gerade  AB  in  No.  22  mit 
der  Ebene? 

46.  Ein  Weg  bestehe  aus  drei  Strecken  AB,  BC^  CD,  welche 
das  Grofsenverhaltnis  2:1:3  haben  und  gegen  die  Horizontalebene 

i  0 

bezw.  um  5®  26',  3®  40',  173-    geneigt  sind:  die  gesamte  Normalpro- 

*  jektion  auf  die  genannte  Ebene  betrage  6  Em  783  m.    Wie  lang  sind 
die  einzelnen  Strecken? 

46.  Ein  Punkt  P  und  aufser  ihm  eine  Ebene  s  seien  gegeben. 
Man  soll  durch  P  nach  s  eine  Strecke  von  a)  bekannter  Länge  {, 
b)  bekanntem  Neigungswinkel  A  ziehen,  welche  einer  zugleich  gegebenen 
Ebene  b   parallel  ist. 

47.  Man  soll  zwischen  eine  Gerade  und  eine  Ebene  eine  ge- 
gebene Strecke  so  eintragen,  dafs  sie  parallel  einer  gegebenen  Ebeue 
wird  und  mit  der  gegebenen  a)  Ebene,  b)  Geraden  einen  gegebenen 
Winkel  bildet 

48.  a)  Die  Projektion  eines  der  Projektionsebene  parallelen  Kreises 
ist  ein  kongruenter  Exeis. 

b)  Die  Projektionen  aller  Durchmesser  eines  Kreises  werden 
durch  die  Projektion  des  Mittelpunktes  halbiert.  Welcher  Durch- 
messer hat  die  gröfste  Projektion?  welcher  die  kleinste?  welche  haben 
gleiche  Projektionen? 

49.  a)  Wenn  eine  Strecke  s  zwei  windschiefe  Gerade  a  und  i 
unter  gleichen  Winkeln  schneidet^  so  liegen  die  Schnittpunkte  gleicb- 
weit  entfernt  von  den  Pufspunkten  der  kürzesten  Entfernung  beider 
Geraden.  Beweis?  —  Andeutung:  Lege  durch  a  die  Ebene  «  |  6  und 
ziehe  in  a  durch  Punkt  {as)  die  Parallele  zu  h. 

b)  Man  soll  zwischen  zwei  windschiefe  Gerade  a  und  h  eine 
gegebene  Strecke  s  so  eintragen,  dafs  sie  mit  a  und  h  gleiche  Winkel 
bildet.   —  Andeutung:  Benütze  Satz  a.) 
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60.  Die  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  d  liege  in 
einer  Ebene  s  und  die  Neigungswinkel  seiner  Katheten  gegen  s  seien 
a  und  ß.    Wie  grofs  ist  ^  (de)?  —  Beispiel:  a  —  20®,  ß  —  25^. 

61«   Zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  im  Abstand  a  seien  zwei 

schiefe  Strecken  gezogen,  deren  Längen  das  Verhältnis  «»1:1—  und 
deren  Neigungswinkel  mit  einer  der  Ebenen  das  Verhältnis  «^  --  :  1 

haben.    Welche  Länge  haben  beide  Strecken?  —  Beispiel:  a  =  t V^ 

62«  Ein  ebener  bergangehender  Weinberg  zeige  in  einem  Plan 
die  Grofse  von  22  a  8qm;  sein  Neigungswinkel  gegen  die  Horizontal- 
ebene ist  ««14^50'.  Welches  ist  seine  wirkliche  (nutzbringende?) 
Fläche? 

§.3. 

NB.   In  diesem  §.  sind  unter  ,,Eegel**  und  t^Cylioder**  nur  „Botationskegelfläche** 
bezw.  „Bctationsoylinderfläche*'  zn  verstehen. 
1*   Ein  Eegel  sei  bestimmt  a)  durch  seinen  Axenschnittwinkel,  §.  7^  a. 
b)  durch  einen  Leitkreis  und  den  Abstand  seiner  Spitze  von  dessen 
Ebene.     Man   soll   einen   Kreisschnitt  des   Kegels   angeben,   dessen 
Radius  bestimmte  Gröfse  hat. 

2.  In  einem  Kegel,  für  welchen  das  Verhältnis  v  von  Leitkreis- 
radius und  Abstand  des  Leitkreises  von  der  Spitze  gegeben  ist,  soll 
der  Winkel  zwischen  Leitgerade  und  Leitkreis  berechnet  werden. 
Beispiel:  v  «=  0,6. 

3.  Was  entsteht  bei  Rotation  eines  Antiparallelogramms  um 
seine  Symmetrie- Aze? 

4.  Welches   ist  der  geometrische   Ort  eines  Punktes,  der  von  §.7,3. 
einer  Geraden  eine  gegebene  Entfernung  hat? 

5.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnittgeraden  zweier 
Ebenen,  welche  durch  zwei  feste  parallele  Gerade  gehen  und  einen  ge- 
gebenen Winkel  mit  einander  bilden? 

6.  In  wiefern  kann  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  a)  als  Cylinder- 
fläche,  b)  als  Kegelfläche  aufgefafst  werden? 

7.  Man  soll  an  eine  gegebene  Kegel-  oder  Gylinderfläche  eine 
berührende  Ebene  legen,  welche  a)  durch  einen  auf  der  Fläche  ge- 
gebenen Punkt  geht;  b)  durch  einen  aufserhalb  gegebenen  Punkt 
geht,  c)  paraUel  einer  gegebenen  Geraden  ist. 

8.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Ebene,  d.  h.  welche  Fläche 
wird  von  jeder  Ebene  berührt,  welche  a)  durch  die  Spitze  eines  Kegels 
geht  und  diesen  in  einem  Zweistrahl  von  gegebenem  Winkel  schneidet? 
b)  parallel  der  Axe  eines  Oylinders  ist  und  diesen  in  zwei  Geraden 
von  gegebenem  Abstände  schneidet? 

9.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Geraden  (oder  Ebene), 
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welche  a)  einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist  und  von  ihr  gegebenen 
Abstand  hat?  b)  eine  gegebene  Gerade  in  bestimmtem  Punkte  unter 
gegebenem  Winkel  schneidet?  c)  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht 
und  eine  gegebene  Ebene  unter  gegebenem  Winkel  schneidet? 

10.  Der  Axenschnittwinkel  einer  Botationskegelfläche  sei  2  a;  dieselbe 
werde  von  einer  Ebene  durchschnitten,  welche  die  Axe  in  der  Entfemtmg  a 
von  der  Spitze  schneide  und  mit  der  Axe  den  Winkel  ß  bilde.  Wie 
grofs  ist  die  Hauptaxe  des  entstehenden  Kegelschnitts? 

11.  a)   Welche  Gröfsenbeziehungen   finden    statt    zwischen  dem 
"^f  ^'  Radius  r  einer  Kugel  ^   dem  Mittelpunktsabstand  a  einer  die  Kugel 

schneidenden  Ebene,  dem  Radius  q  des  Schnittkreises  und  dem  Winkel  9), 
welchen  ein  nach  dem  Schnittkreise  gehender  Radius  mit  dessen 
Ebene  bildet? 

b)  Wie  viele  der  in  a)  genannten  Gröfsen  r,  a,  q,  q>  verfögen 
über  die  übrigen? 

12.  Man  soll  die  fehlenden  der  in  11  genannten  Gröfsen  r,  fl. 
Qy  q>  berechnen,  wenn  bekannt  ist: 

a)  r  =  53,  a  =  28-,  c)  a  =7,2,  9  =  47«  55' 30"; 

b)  r  =  130,  9  =  14«  15';       A)  q  =  5,8,  9  =  86«3'. 

13.  Wie  berechnet  man  den  Radius  eines  Parallelkreises  der 
Erde,  dessen  geographische  Breite  ß  bekannt  ist? 

14.  Welche  Länge  hätte  ein  in  50^  geographischer  Breite  rings 
um  die  Erde  gespannter  Telegraphendraht?   . 

15.  a)  Welche  Länge  hätte  die  Pacificbahn,  wenn  sie  durchweg 
in  40«  geographischer  Breite  vom  Meridian  von  New- York  (74^  w.  ▼. 
Gr.)   bis   zu    dem   von    San  Francisco    (122«    w.  v.  Gr.)   ginge?  - 

b)  Wenn  Montevideo  und  Kapstadt  genau  unter  derselben  Breit« 
von  35«  lägen,  wie  grofs  wäre  ihre  Entfernung,  da  sie  einen  Zeit- 
unterschied von  5  Stunden  haben? 

c)  In  welcher  gemeinschaftlichen  geographischen  Breite  liegen 
zwei  Punkte,  deren  Entfernung  ==  750  Meilen  und  deren  Zeit- 
unterschied =  6  Stunden  25  Minuten  beträgt?  [Erdradius  •=  860 
Meilen.] 

16.  Welche  Lage  haben  die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Schnitt- 
kreise einer  Kugel? 

17.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Mitten  aller  Kugel- 
schnittkreise von  gleicher  Gröfse? 

18.  Durch  zwei  Punkte  einer  Kugelfläche  läfst  sich  nur  ein  Haupt- 
kreis legen. 

19.  Zwei  Hauptkreise  einer  Kugel  schneiden  einander  steta  in 
zwei  diametralen  Punkten. 

30.  An   eine  gegebene  Kugel  soll  die  berührende  Gerade  und 


Übungsaufgaben  zu  Kapitel  2.  155 

Ebene  konstruiert  werden,  welche  a)  durch  einen  Punkt  der  Kugel 
geht,  b)  durch  einen  Punkt  aufser  der  Kugel  geht,  c)  durch  eine  ge- 
gebene Gerade  geht,  d)  parallel  einer  gegebenen  Ebene  ist,  e)  parallel 
einer  gegebenen  Geraden  ist  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 
f  j  mit  einer  gegebenen  Ebene  (oder  Geraden)  einen  gegebenen  Winkel 
bildet 

21,  Welches  ist  der  geometrische  Ort  a)  des  Punktes,  b)  der  Ge- 
raden, c)  der  Ebene,  welcher  bzw.  von  einem  gegebenen  Punkte  ge- 
gebenen Abstand  hat? 

22,  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des 'Punktes,  dessen  Ver- 
bindungsgeraden mit  zwei  festen  Punkten  einen  rechten  Winkel  ein- 
schliefsen? 

28.  Unter  den  Entfernungen  eines  Punktes  von  der  Kugel- 
oberfläche versteht  man  die  Strahlstrecken  nach  dem  nächsten  und 
entferntesten  Punkt  der  Fläche.     Welche  sind  diese? 

24*  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes,  dessen  Abstand  von  einer 
Kugel  ein  gegebener  ist? 

25.  Man  soll  den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  einer 
Kugel  von  gegebenem  Radius  bestimmen,  welche  a)  eines  der  Elemente 
Punkt,  Gerade,  Ebene,  Kugel  berührt,  b)  aus  einer  gegebenen  Geraden 
(döer  Ebene  oder  Kugel)  eine  Strecke  (bzw.  einen  gegebenen  Kreis) 
ausschneidet,  c)  zwei  parallele  Gerade  berührt. 

26.  Man  soll  eine  Kugel  mit  gegebenem  Radius  konstruieren, 
welche  irgend  drei  der  folgenden  Bedingungen  erfüllt:  sie  soll  a)  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen,  b)  eine  gegebene  Ebene  berühren, 
c)  eine  gegebene  Kugel  berühren,  d)  aus  einer  gegebenen  Ebene  einen 
gegebenen  Kreis  ausschneiden,  e)  aus  einer  gegebenen  Kugel  einen 
gegebenen  Kreis  ausschneiden. 

27.  Man  soll  eine  Kugel  konstruieren,  welche  eine  Ebene  und 
eine  Kugel  und  zwar  erstere  (oder  letztere)  in  gegebenem  Punkte 
berührt 

28.  Gegeben  sei  eine  massive  Kugel.     Man  soll: 

a)  für  einen  auf  ihr  gezeichneten  Kreis  den  Radius  finden; 

b)  ihren  eigenen  Radius  finden; 

c)  durch   zwei   auf  ihr  gegebene  Punkte  den  Hauptkreis  legen. 
Andeutung,    a)  Übertr^e  den  Kreis  durch  3  seiner  Punkte  in 

die  Ebene;  b)  zeichne  auf  der  Kugel  irgend  einen  Kreis  und  benütze  a); 
c)  benütze  b)  und  die  Quadrantensehne  des  Hauptkreises. 

29.  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunkts  der  Kugeln,  welche 
a)die  Kanten  eines  Dreikants,  b)  die  Ebenen  eines  Dreiflachs  berühren? 

30.  Welches   ist   der  geometrische  Ort  der  Spitze  des  Kegels,  §.7,5, 
welcher   eine    gegebene   Kugel    berührt  und   einen  gegebenen   Axeu- 
schnittwinkel  hat? 
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31.  Gehen  von  beliebigen  Punkten  einer  Geraden  ans  BerfthrangB- 
kegel  an  eine  Kugel,  so  schneiden  deren  Berührungskreise  alle  einander 
in  zwei  festen  Punkten.     Wo  liegen  diese? 

32.  Geht  die  Axe  eines  Rotations-Cylinders  oder  Kegels  durch 
die  Mitte  einer  Kugel,  so  sind  die  Schnittfiguren  zur  Axe  normale  Kreise. 

33«  Einem  Kegel  soll  eine  Kugel  einbeschrieben  werden,  welche 

a)  gegebenen  Radius  hat,  b)  zugleich  eine  den  Kegel  schneidende 
Gerade  berührt,  c)  zugleich  eine  gegebene  Ebene  berührt,  d)  eine  den 
Kegel  berührende  Kugel  berührt. 

34«  Gegeben  sei  eine  Kugel  und  innerhalb  derselben  ein  Punkt. 
Man  soll  den  geometrischen  Ort  der  Kugelsekanten  bestimmen,  welche 
durch  den  Punkt  halbiert  werden.  Wie  heifst  die  entsprechende  Auf- 
gabe, wenn  der  gegebene  Punkt  aufser  der  Kugel  liegt? 
§•  ''*  7«  35.  Zwei  Kugeln  seien  durch  ihre  Mittelpunktsentfemung  d  und 

ihre  Radien  r^  und  r^  bestimmt.  Wo  liegen  die  Mittelpunkte  der 
die  beiden  Kugeln  berührenden  Kegelflächen?  und  welches  sind  die 
Winkel  der  Axenschnitte?     Beispiel:  d  =  25,  r^  =  12,  r,  =  5  mm. 

36.  In  welchem  Verhältnis  steht  die  Entfernung  des  Mondes  und 
der  Sonne  von  der  Erde,  wenn  in  dem  Moment,  da  die  Lichtgrenze 
am  Monde  als  Gerade  erscheint,  der  Winkelabstand  beider  Weltkörper 
89^51'  beträgt?     (Aristarch  von  Samos.) 

37.  Aus  der  kurzen  Dauer  einer  Sonnenfinsternis  schlofs  Aristarch, 
dafs  gerade  die  Spitze  des  Mondschattens  die  Erde  treffe.  Wenn  die 
Sonne  hierbei  400  mal  weiter  als  der  Mond  von  der  Erde  entfernt 
ist,  in  welchem  Verhältnis  stehen  dann  die  Durchmesser  von  Sonne 
und  Mond? 

38»  Nehmen  wir  an,  das  Verhältnis  der  Grofsen  und  Entfernungen 
von  Mond  und  Sonne  seien  auch  bei  einer  Mondfinsternis  dieselben, 
wie  in  der  vorangehenden  Aufgabe,  und  die  totale  Verfinsterung  dauere 
ly^  Stunden,  während  der  Mond  in  jeder  Stunde  um  seinen  eignen 
Durchmesser  im  Kernschatten  der  Erde  weiter  rücke,  so  berechne 
man:  a)  wieviel  mal  übertrifft  der  Durchmesser  des  Erdschattens  in 
der   Entfernung   des  Mondes   von   der  Erde   den  Monddurchmesser? 

b)  in  welchem  Verhältnis  steht  der  Monddurchmesser  und  der  Sonnen- 
durchmesser  zum  Erddurchmesser?  c)  Wieviele  Erddurchmesser  be- 
tragen die  Entfernungen  von  Soxme  und  Mond,  wenn  der  scheinbare 
Durchmesser  beider  Gestirne-  Yg®  ist? 

39.  a)  Legt  man  durch  zwei  konzentrische  Kugeln  eine  Ebene,  so 
hat  der  zwischen  beiden  Schnittkreisen  liegende  Kreisring  konstanten 
Inhalt. 

b)  Wie  mufs  die  innere  von  zwei  konzentrischen  Kugeln  gewählt 
werden,  damit  eine  durch  eine  gegebene  Gerade  (oder  parallel  einer 
gegebenen  Ebene)  gelegte  Ebene  die  beiden  konzentrischen  Kugeln 
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derart  schneidet,  dafs  der  Inhalt  des  Schnittkreises  der  innem  halb 
so  grofs  als  der  Inhalt  des  Schnittkreises  der  äufseren  Kugel  wird? 
—  Andeutung:  Benütze  a)  und  lege  die  BerOhirungsebene  an  die  innere 
Kugel. 

40.  Welches  sind  die  Bedingungen  dafür,  dafs  zwei  Kugeln  einander 
ganz  aus-  oder  ganz  einschlief sen,  berühren  oder  schneiden? 

41«  In  einen  Kegel,  dessen  Axenschnittwinkel  «»2  a  sei,  werden 
auf  a)  derselben  Seite,  b)  verschiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes  zwei 
berührende  Kugeln  einbeschrieben,  deren  Radien  r^  und  r,  (r^  >  r,) 
seien.    Welchen  Axenschnittwinkel  hat  der  zweite  die  beiden  Kugeln 

berührende  Kegel?  —   Beispiel:  2a  —  29^35';  r,  —  |,  r,  —  10  mm. 

42«  a)  Welche  Gröfse  hat  die  Hauptaxe  des  Ellipsenschnittes  eines  §•  '^^  ^• 
Kegels,  wenn  die  die  beiden  letzteren  berührenden  Kugeln  die  Radien  r^ 
(=s  5  mm)  und  r^  (=  16  mm)   haben   und  wenn  der  Axenschnittwinkel 
des  Kegels  2  «  (=  43«  24')  ist? 

b)  Wo  liegen  Brennpunkt  und  Leitgerade  des  Parabelschnittes  an 
einem  Kegel,  dessen  Axenschnitt  den  Winkel  51^  hat,  wenn  der  Scheitel 
der  Kurve  um  21  mm  von  der  Kegelspitze  absteht? 

c)  Wie  grofs  ist  der  Asjmptotenwinkel  eines  Hjperbelschnitts, 
wenn  der  Winkel  des  Hauptaxenschnitts  2  a  und  der  Neigungswinkel 
zwischen  der  Axe  des  Kegels  und  der  Schnittebene  ß  ist?  —  Beispiel: 
2a  =  120^  /3  =  4Ö^. 

Aufgaben  zum  dritten  Kapitel 
§.4. 

1.  Man  soU  ein  in  sich  symmetrisches  Dreikant  (nach  Konstruk-  §.  9. 
tion  des  sog.  Netzes)  modellieren,  von  welchem: 

a)  die  gleichen  Kantenwinkel  «»  70^  und  der  ungleiche  Kantenwinkel 
=  100^; 

b)  der  ungleiche  Kantenwinkel  =  44®  und  der  Neigungswinkel  der 
Kante,  in  welcher  die  gleichen  Seiten  zusammenstofsen,  mit  der  Gegen- 
seite =  32®  ist. 

2.  Man  soll  das  Netz  eines  Dreikants  zeichnen  und  letzteres 
modellieren,  wenn  gegeben  sind: 

a)  die  drei  Kantenwinkel  a  —  37®,  b  —  59®,  c  =  47®; 

b)  zwei  Kantenwinkel  und  der  eingeschlossene  Flächenwinkel 
a  =  78®,  6  —  60®,  y=117®; 

c)  zwei  Kantenwinkel  und  der  eine  Gegenflächenwinkel  a  =»  75®, 
h  =  73®,  a  —  77«; 

d)  ein  Kantenwinkel  und  zwei  anliegende  Flächenwinkel  a  «»  52®, 
^=64®,  y=55® 
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3.  In  jedem  Dreikant  gehen  je  durch  eine  Gerade  die 

a)  Seitenhalbierenden  Normalebenen; 

b)  Höhenebenen^  d.  h.  die  durch  je  eine  Kante  normal  zur  Gegen- 
seite gelegten  Ebenen; 

c)  Schwerebenen,  d.  h.  die  durch  je  eine  Kante  und  die  Winkel- 
halbierende der  Gegenseite  gelegte  Ebenen; 

d)  Winkelhalbierenden  Ebenen.  Welche  Ausdehnung  läfst  d)  zu, 
wenn  auch  die  Nebenwinkel  in  Betracht  gezogen  werden? 

4.  Man  soll  einem  Dreikant  einen  Kegel  a)  umschreiben,  b)  ein- 
schreiben. 

5.  Wie  läfst  sich  der  Satz  von  der  Existenz  des  Centrums  der 
Ecken  und  Seiten  eines  regelmäfsigen  Vielecks  ausdehnen  auf  das 
regelmäfsige  Vielkant  oder  Vielflach? 

6.  Wenn  zwei  Kanten  eines  Dreikants  mit  zweien  eines  anderen 
zusammenfallen,  die  dritte  Kante  des  einen  aber  innerhalb  des  anderen 
fallt,  so  ist  die  Summe  der  Kanten winkel  des  umschliefsenden  Drei- 
kants gröfser  als  die  des  umschlossenen. 

7.  Zieht  man  innerhalb  eines  Dreikants  durch  dessen  Scheitel 
eine  Gerade,  so  ist  die  Summe  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei 
Kanten  bildet,  kleiner  als  die  Summe  der  Kantenwinkel  des  Dreikants. 

8.  Die  sphärische  Entfernung  zweier  auf  der  Kugelfläche  ge- 
legenen Punkte,  d.  h.  die  Länge  des  kleineren  der  von  den  Punkten 
begrenzten  Hauptkreisbögen  ist  auf  der  Kugel  der  kürzeste  Weg 
zwischen  beiden  Punkten.  —  Andeutung:  Benütze  §.  9,  6b. 

9*  Zu  gleichen  geradlinigen  Entfernungen  zweier  Kugelpunkte 
gehören  auch  gleiche  oder  zu  einem  Hauptkreis  einander  ergänzende 
sphärische  Entfernungen  —  und  umgekehrt. 

10.  Die  Summe  zweier  Flächen  winkel  im  Dreikant  übertrifft 
den  dritten  Flächen  winkel  um  weniger  als  2i2. 

11.  Die  Summe  zweier  Kanten  winkel  eines  Dreikants  und  die 
Summe  der  gegenüberliegenden  Ebenenwinkel  sind  beide  entweder 
>  2jB  oder  beide  <  2i2  oder  beide  2  JB.  (Man  nehme  das  Eck 
aus  zwei  der  Kanten  und  dem  Gegenstrahl  der  dritten  Kante  zu  Hilfe.) 

12.  Die  in  §.  42  und  43  des  ersten  'feiles  gegebenen  Sätze 
über  das  axige,  das  centrische  und  das  regelmäfsige  Vieleck  und 
Vielseit  sollen  auf  das  in  sich  symmetrische  bezw.  axialsymmetrische 
und  regelmäfsige  Vielkant  iibertragen  werden. 

§.  10,  11.  13.   Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes,  welcher  vod 

zwei  a)  Punkten,  b)  Geraden,  c)  Ebenen  gleich  weit  entfernt  ist? 

14.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes,  welcher  von 
drei  gegebenen  a)  Punkten,  b)  Geraden,  c)  Ebenen  je  gleichweit  ent- 
fernt ist? 
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15.  Giebt  es  einen  Punkt ,  welcher  gleich  weit  entfernt  ist  von 
vier  nicht  a)  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten?  b)  durch  einen 
Punkt  gehenden  Ebenen? 

16«  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunkts  einer 
Kugel,  welche  a)  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht?  b)  zwei  Gerade 
berührt,  c)  zwei  Ebenen,  insbesondere  zwei  parallele  Ebenen  berührt? 

17,  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunkts  der  Kugel,  welche 
a)  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  geht?  b)  die  Seiten  eines  Dreiseits 
berührt? 

18.  Es  ist  der  Mittelpunkt  einer  Kugel  zu  bestimmen,  welche 
a)  durch  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  geht;  b)  durch 
einen  Kreis  und  einen  Punkt  aufser  seiner  Ebene  geht;  c)  durch 
einen  Kreis  geht  und  eine  Gerade  aufser  seiner  Ebene  berührt. 

19*  Ein  gegebenes  a)  gleichseitiges,  b)  gleichschenkeliges, 
c)  ungleichseitiges  Dreieck  soll  so  gelegt  werden,  dafs  seine  Ecken 
bezw.  in  einen  Punkt,  eine  Gerade,  eine  Ebene  fallen. 

20*  Giebt  es  einen  Punkt,  welcher  von  den  vier  Seiten  eines 
windschiefen  Vierecks  gleichweit  entfernt  ist? 

21.  Um  welche  Axe  ist  die  Ebene  eines  Winkels  bei  festbleiben- 
dem Scheitel  zu  drehen,  damit  nach  der  Bewegung  jeder  Schenkel 
fallt  auf: 

a)  den  anderen  Schenkel? 

b)  den  eigenen  Gegenstrahl? 

c)  den  Gegenstrahl  des  anderen  Schenkels? 

22.  Jeder  Strahl  durch  den  Scheitel  eines  Winkels,  welcher  mit 
beiden  Schenkeln  gleiche  Winkel  einschliefst,  liegt  in  der  den  Winkel 
normal  halbierenden  Ebene. 

23.  Zwei  windschiefe  Gerade  sind  axialsymmetrisch  in  Bezug 
auf  die  beiden  Geraden,  welche  den  kürzesten  ■  Abstand  derselben 
normal  halbieren  und  mit  beiden  Geraden  gleiche  Winkel  bildet 

24.  Zwei  gleich  wendig  kongruente  Ebenenbüschel  paralleler 
Träger,  in  welchen  gleichgerichte  Halbebenen  der  Scheitelebene  ein- 
ander entsprechen,  sind  perspektivisch  kongruent. 


Angaben  zum  vierten  Kapitel. 

§.5. 

1*    Das  Dreikant,   dessen  Kanten   den  Kanten  eines  gegebenen  §.i3u.i4. 
Dreikants  einzeln  gleichgerichtet  parallel  sind,  ist  dem  letzteren  p.  (. 
—  Was  läfst  sich  aussagen,  falls  die  Kanten  paarweis  gegengerichtet 
parallel  sind? 
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2.  Durch  wie  viele  und  welche  Stücke  ist  ein  sphärisches  Drei- 
eck bestimmt? 

3.  Welche  Übereinstimmung  und  welcher  Unterschied  findet 
statt  zwischen  den  Kongruenz-Bedingungen  ebener  und  sphärischer 
Dreiecke? 

4*  Zu  einer  Figur  ist  die  p.  t.  Figur  bestimmt  durch  ein  Paar 
entsprechender  Punkte. 
,15  11.16.  5.  Man  soll  eine  Kugel  konstruieren,  deren  Mittelpunkt  auf 
einer  Geraden^  liegt  und  welche  zugleich  durch  einen  gegebenen  Punkt  P 
geht  und  eind  Ebene  e  berührt.  —  Andeutung:  Benütze  den  Schnitt- 
punkt (ga)  als  Ähnlichkeitspunkt. 

6.  Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  von  welchem  aus  swei 
gegebene  Kugeln  gleich  grofs  erscheinen,  ist  eine  Kugelfläche,  welche 
die  Strecke  zwischen  den  beiden  Ähnlichkeitspunkten  der  Kngeb  als 
Durchmesser  hat. 

7.  Man  soll  einen  Punkt  finden,  von  dem  aus  vier  gegebene 
Kugeln  gleiche  scheinbare  Gröfse  haben.  —  Andeutung:  Beachte 
vor.  Nr. 

8.  Wenn  zwei  Kugeln  einander  ausschliefsend  (emschliefseiid] 
berühren,  so  ist  der  Berührungspunkt  innerer  (äufserer)  Ahnlichkeit»- 
punkt. 

9.  Berühren  zwei  Kugeln  eine  dritte  gleichartig  (ungleichartig)^ 
so  sind  die  Berührungspunkte  inverse  Punkte  der  ersten  beiden  Kugeln 
in  Bezug  auf  einen  äufseren  (inneren)  Ähnlichkeitspunkt. 

10.  Wenn  zwei  Kugeln  einander  schneiden,  so  ist  die  Ebene 
des  Schnittkreises  Potenzebene  für  beide  Kugeln. 

11.  Wenn  zwei  Kugeln  einander  berühren,  so  ist  die  gemein- 
same Berührungsebene  die  Potenzebene  für  beide  Kugeln. 

12.  Wenn  drei  Kugeln  einander  paarweise  schneiden  oder  be- 
rühren, so  gehen  die  Schnittebenen  bezw.  Berühmngsebenen  durch 
eine  Gerade. 

13.  Wenn  zwei  Kugeln  von  einer  dritten  berührt  werden,  so 
ist  die  Potenzebene  der  beiden  ersten  Kugeln,  als  Ebene  zur  dritten 
Kugel  aufgefafst,  p.  ä.  zur  Polarebene  des  Ähnlichkeitspunktes  in 
einer  der  ersteren  Kugeln,  und  zwar  eines  äufseren  (inneren)  Ähnlich- 
keitspunktes bei  gleichartiger  (ungleichartiger)  Berührung. 

14.  Wenn  drei  Kugeln  von  einer  vierten  berührt  werden,  so 
ist  die  Potenzgerade  der  drei  Kugeln,  als  Gerade  zur  vierten  Kugel 
aufgefafst,  p.  ä.  mit  der  Schnittgeraden  der  beiden  zu  einer  Kugel 
gehörigen.  Polarebenen  der  Ähnlichkeitspunkte  dieser  Kugel  mit  den 
beiden  anderen  Kugeln,  wobei  der  Ähnlichkeitspunkt  ein  ädserer 
(innerer)  bei  gleichartiger  (ungleichartiger)  Berührung.  —  Es  giebt 
hierbei  acht  verschiedene  Arten  der  Berührung. 


Übongsaufgaben  zu  Kapitel  5.  161 

15.  Zq  vier  Kugeln  giebt  es  sechs^  äufsere  und  sechs  innere 
Ähnlichkeitspunkte;  welche  auf  acht  Ebenen  liegen;  und  zwar  liegen  die 
sechs  äufseren  auf  einer  Ebene,  femer  je  drei  äufsere  und  drei  innere, 
sowie  zwei  äufsere  und  vier  innere.  (Je  sechs  solcher  Punkte  liegen 
auf  drei  Geraden,  von  welchen  jede  die  übrigen  schneidet.) 

16.  Die  sechs  Potenzebenen  von  vier  Kugeln  schneiden  einander 
in  einem  Punkt,  dem  sog.  Potenzcentrum. 

17.  Wenn  vier  Kugeln  von  einer  fünfben  berührt  werden,  so 
liegt  der  Berührungspunkt  einer  Kugel  auf  der  Geraden  vom  Potenz- 
centrum der  vier  Kugeln  nach  dem  Schnittpunkt  der  drei  zu  der 
betr.  Kugel  gehörigen  Polarebenen  der  Ahnlichkeitspunkte,  welche 
diese  Kugel  mit  den  drei  übrigen  Kugeln  gemeinsam  hat.  —  Es  er- 
geben sich  16  die  vier  gegebenen  berührende  Kugeln. 

18.  Welches  sind  die  Grenzlagen  der  Ähnlichkeitspunkte,  der 
zugehörigen  Polarebenen  und  der  Potenzebenen  zwischen  einer  Kugel 
und  einer  zweiten  Kugel,  wenn  die  letztere  a)  zu  einem  Punkt  zu- 
sammenschrumpft? b)  zu  einer  Ebene  sich  ausbreitet? 

19.  Es  sind  von  Punkten,  Ebenen,  Kugeln  vier  Elemente  ge- 
geben; man  soll  die  Kugel  bestimmen,  welche  dieselben  berührt 
(Apollonische  Aufgabe.) 


Aufgaben  zum  fOnfben  Kapitel. 

§.  6. 

1.  Wie  kann  nach  §.  17,  la  und  2a  ein  Prisma  oder  Cylinder  §•  17. 
entstanden  gedacht  werden?  * 

2.  Jede  parallel  einer  Seitenkante  eines  Prismas  durch  dieses 
gelegte  Ebene  schneidet  das  Prisma  in  einem  Parallelogramm. 

3.  Wie  grofs  ist  in  einem  nseitigen  Prisma  die  Summe  der 
Flächenwinkel  a)  an  den  Grundkanten?  b)  an  den  Seitenkanten? 

4.  Von  welcher  Art  ist  ein  Parallelflächner,  in  welchem: 

a)  zwei  Diagönalebenen  zur  Grundfläche  normal  sind? 

b)  zwei  auf  denselben  Flächen  aufstehende  Diagonalebenen  Recht- 
ecke (insbesondere  kongruente  Rechtecke)  sind? 

5.  Wenn  in  einem  dreiseitigen  Prisma  zwei  Grundkanten  ein- 
ander gleich  sind  und  ebenso  die  Winkel,  welche  die  Seitenkante  im 
Scheitel  dieser  Grundkanten  mit  letzteren  bildet,  so  ist  die  dieser 
Seitenkante  gegenüberliegende  Seitenfläche   ein  Rechteck  (§.  9,  4  c). 

6.  a)  Es  giebt  Parallelflächner  mit  nur  2,  solche  mit  nur  4  oder 
G  Rechtecken  (Quadraten)  als  Begrenzungsflächen. 

b)  Giebt  es  einen  geraden  Parallelflächner  mit  nur  2  Recht- 
ecken  als  Begrenzungsflächen? 

liehrbuoh  der  SlementM^Geometrle  III.  11 
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c)  Giebt  es  einen  Quader  mit  nur  4  Quadraten  als  Grenzflacheor 

7.  Die  vier  Diagonalaxen  eines  Parallelflächners  gehen  durch 
einen  Punkt,  ebenso  die  sechs  Diagonalebenen. 

8.  Der  Parallelflächner  ist  centrisch  in  Bezug  auf  die  Mitte  der 
Verbindungsstrecke  zweier  Gegenecken  oder  den  Schnittpunkt  der 
Verbindungsgeraden  der  Gegenecken. 

9.  In  einem  Parallelflächner  sind  die  gegenüberliegenden  Ebenen- 
winkel,  sowie  die  gegenüberliegenden  Dreikante  gegenwendig  gleieb. 

10.  Der  Quader  ist  in  sich  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  drei 
Mittelparallelebenen  seiner  Flächen.  Er  ist  axialsymmetrisch  in  Bezng 
auf  die  drei  Normalen  der  Mitten  der  Seitenflächen. 

11.  In  jedem  Quader  ist  die  Quadratsumme  der 

a)  von  einem  Eck  ausgehenden  Kanten  gleich  dem  Quadrat  der 
Diagonalaxe; 

b)  Cosinus  derjenigen  Winkel,  welche  die  Diagonalaxe  mit  den 
Kanten  bildet,  gleich  1. 

12.  Trägt  man  von  einem  Eck  eines  Würfels  aus  auf  jeder 
Kante  eine  Strecke  ab,  welche  a)  kleiner,  b)  gröfser  als  eine  Kantf 
ist,  und  legt  man  dann  durch  die  erhaltenen  Endpunkte  Ebenen  pa- 
rallel zu  den  Seitenflächen  (und  verlängert  bei  b)  die  Würfelflächen, 
so  entstehen  neue  Körper.  Wie  viele?  In  welchen  Gröfsenbezieh- 
ungen  stehen  dieselben  zu  einander? 

13.  In  welchem  Gröfsenverhältnis  stehen  Seite,  Flächendiagonale 
und  Körperdiagonale  eines  Würfels? 

14.  Das  Rhomboeder  ist  von  sechs  kongruenten  Rauten  begrenzt, 
16.    Wir  nennen  die  Eckpunkte  eines  Rhomboeders,  in  welchen 

drei  gleiche  Kantenwinkel  zusammentreffen,  Pole,  die  Kanten  desselben 
Polkanten,  die  übrigen  Mittelkanten,  die  Verbindungsgerade  beider 
Pole  Hauptaxe.  —  Nun  gelten  die  folgenden  Sätze: 

a)  Das  Rhomboeder  ist  centrisch  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
der  Hauptaxe  (Aufg.  8). 

b)  Der  Schnitt  durch  die  Endpunkte  der  Kanten  eines  Pols  ist 
ein  regelmäfsiges  Dreieck,  zu  dessen  Ecken  die  Hauptaxe  normal  ist 
im  Mittelpunkt  des  Dreiecks. 

c)  Die  Mittelnormalebene  der  Hauptaxe  halbiert  die  Mittelkanteu- 

d)  Der  Schnitt  dieser  Ebene  ist  ein  regelmäfsiges  Sechseck 

e)  Die  Verbindungsgeraden  der  Mitten  je  zweier  gegenüberliegen- 
den Mittelkanten,  d.  i.  die  Nebenaxen  schneiden  einander  in  der 
Mitte  der  Hauptaxe  so,  dafs  sie  mit  dieser  je  einen  R  bilden,  unter 
einander  je  %It. 

f)  Die  Schnittebene  durch  zwei  gegenüberliegende  Mittelkanteii 
ist  ein  Rechteck  (Aufg.  5). 
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g)  Eine  Nebenaxe  ist  normal  zu  den  zagehörigen  Mittelkanten, 
ebenso  zur  Diagonale  der  Ecken,  welche  aus  den  nichtzugehörigen 
Mittelkanten  gebildet  werden. 

h)  Das  Bhomboeder  ist  in  sich  axialsymmetrisch  in  Bezug  auf 
jede  Nebenaxe. 

16.  Von  einem  Würfel  sind  das  Centrum,  die  Ebene  und  die 
Axen  der  Symmetrie  zu  bestimmen. 

17.  Zwei  Prismen  sind  ähnlich  (gegenwendig  ähnlich),  wenn 
ihre  Grundflächen  ähnlich,  ein  paar  entsprechende  Grundecken  kon- 
gruent (gegenwendig  gleich)  und  das  zugehörige  Paar  Ton  Seiten- 
kanten dasselbe  Verhältnis  hat  wie  ein  Paar  der  Grundkanten. 

18.  Gerade  Prismen,  welche  einander  ähnlich  sind,  sind  auch 
gegenwendig  ähnlich. 

^     19.   Regelmäfsige  nseitige  Prismen  sind  ähnlich,  wenn  das  Ver- 
hältnis der  Seiten-  und  Grundkanten  in  beiden  übereinstimmt 

20.  Parallelflächner  sind  ähnlich  (oder  gegenwendig  ähnlich), 
wenn  in  ihnen  ein  Eck  kongruent  (oder  gegenwendig  gleich)  dem 
andern  ist  und  wenn  die  drei  anstofsenden  Eantenpaare  proportional  sind 

21.  Welches  sind  die  den  Aufgaben  17  und  19  entsprechenden 
Sätze  far  Cylinder? 

22«  Legt  man  durch  die  Axe  eines  schiefen  Cylinders  Ebenen, 
so  sind  die  Schnittfiguren,  die  sogen.  Axenschnitte,  Parallelogramme. 
—  Welches  ist  der  kleinste  Axenschnitt?  Welches  der  gröfste? 
Welcher  ist  ein  Rechteck?  Giebt  es  unter  allen  Axenschnitten  kon- 
gruente? 

23.  Wie  grofs  ist  die  Oberfläche  eines  Würfels,   7on  welchem  Prf««»». 
bekannt  ist: 

a)  eine  Kante  a?     a  ==  ^,7  m  (oder  a  «=  2  dm  19  mm) ; 

b)  eine  Flächendiagonale  d?     rf  =  5  -"1/2; 

c)  eine  Körperdiagonale  rf?     d  =  8,66; 

d)  die  Summe  einer  Flächen-   und  einer  Körperdiagonale  5?  — 

e)  der  Umfang  u  oder  f)  der  Inhalt  i  eines  Diagonalschnittes? 

24.  In  einem  Würfel  sei  zu  einer  Diagonalaxe  die  Mittelnormal- 
ebene gelegt     Welchen  a)  Umfang,  b)  Inhalt  hat  die  Schnittfigur? 

25.  Ein  Würfel  sei  durch  Ebenen  abgeeckt,  welche  durch 
Eantenpunkte  gehen,  die  je  um  a)  die  Hälfte,  b)  ein  Viertel,  c)  ein 
Drittel  der  Kantenlänge  a  von  dem  betreffenden  Eck  abstehen.  Welche 
Oberfläche  hat  der  gebildete  Körper? 

26.  Die  Oberflächensumme  zweier  Würfel  sei  s,  die  Summe  von 
zweien  ihrer  Kanten  ^s  k.    Wie  grofs  sind  die  einzelnen  Oberflächen? 

27«  Drei   zusammenstofsende  Kanten   eines  Quaders  haben  das 

11* 
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Verhältnis  «=  a :  6  :  c  (wobei  die  letztere  Zahl  der  Hohe  entspricht) 
und  die  Diagonale  seiner  Grundfläche  sei  ==  d.  Wie  grofs  ist  die 
Oberfläche?     a  :  6  :  c  =  8  :  15  :  19  und  d  =  23,8. 

28.  In  einem  Parallelflächner  mit  rechteckiger  Grundfläche  bildet 
eine  Seitenkante  a  mit  den  Grrundkanten  h  und  c  Winkel  von  W, 
bezw.  60®.     Wie  grofs  ist  die  Oberfläche? 

29.  Ein  gerades  regelmäfsig-dreiseitiges  gleichkantiges  Prisma 
habe  die  Oberfläche  ««  /*.     Wie  grofs  sind  seine  Kanten? 

30.  In  einem  geraden  Prisma^  dessen  Höhe  -=  h  und  dessen 
Grundfläche  ein  regelmäfsiges  Dreieck  mit  der  Seite  a  sei,  werde 
durch  ein  Grundeck  parallel  zur  Gegenkante  eine  Ebene  gelegt,  die 
mit  der  Grundfläche  den  Winkel  a  bilde,  a)  Wie  grofs  ist  die 
Schnittfigur?  —  b)  Unter  welchem  Winkel  müfste  die  Ebene  gelegt 
werden,  damit  sie  durch  die  Gegenkante  der  zweiten  Grundfläche 
geht?  —  Beispiel:  a  «=  52,2;  6  =  87;  «  =  3m5'. 

31.  In  ein  gerades  quadratisches  Prisma  P  sei  ein  anderes  P 
so  einbeschrieben,  dafs  die  Ecken  von  P'  die  Grundkanten  von  P 
ringsum  je  in  demselben  Verhältnisse  n  :  v  teilen.  Man  berechne  au> 
den  Kanten  des  einen  Prismas  die  Oberfläche  des  anderen.  —  Bei- 
spiel: Es  sei  w  :  t;  =  1  : 1  (oder  «=  4  :  5). 

cyiinder.  32,  Für  cincn  geraden  Kreiscylinder  bedeute  r  den  Radius,  h  die 

Höhe,  M  die  Mantelfläche,  0  die  Gesamtoberfläche.  Man  soll  nuii 
bestimmen: 

a)  M  aus  r  und  A;  b)  0  aus  r  und  A;  c)  A  aus  M  und  r: 
d)  Ä  aus  0  und  r;  e)  r  aus  0  und  A  (insbesondere  weim 
0  =  3,92ä  und  Ä  =  4,5);  .                                      {)  M  Oi  r^k 

33.  Wie  grofs  ist  der  Mantel  des  Cylinders,  welcher: 

a)  einem  Würfel  um-  oder  einbeschrieben  ist? 

b)  dem   in   Aufg.  31   bestimmten  Prisma  P  einbeschrieben  ist? 

c)  dem  Prisma  P'  in  Aufg.  31  umbeschrieben  ist? 

34.  Man  soll  die  Höhe  eines  geraden  Cylinders  bestimineD, 
dessen  Mantel  gleich  der  Mantelsumme'  zweier  gegebenen  Cyiinder 
und  dessen  Grundfläche  einem  gegebenen  gleichseitigen  Dreieck  a)  m- 
geschrieben,  b)  umgeschrieben  ist. 

35.  Wie  konstruiert  man  den  Radius  einer  Kreisfläche,  welche 
mit  der  einem  gegebenen  geraden  Kreiscylinder  zugehörigen  a)  Mantel- 
fläche, b)  Gesamtoberfläche  übereinstimmt? 

36.  Die  Gesamtoberfläche  eines  gleichseitigen  Cylinders,  d.  i 
eines  solchen,  dessen  Axenschnitte  Quadrate  sind,  betrage  0.  ^i«? 
grofs    sind    seine    Abmessungen?   —    Beispiel:    a)    0  =  471  qcßi; 

b)  0  =  63r. 

37.  Man  soll  die  Wandfläche  einer  a  Meter  langen  geraden  Eä 
nalröhre  berechnen,  deren  Querschnitt  AOA'D'UDA  in  folgender 
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Weise  bestimmt  ist :  Eine  Seite  AA'  =  2s  eioes  gleichseitigen 
Dreiecks  AA'C  werde  beiderseits  über  A  und  A'  hinaus  um  s  ver- 
längert bis  J?,  bezw.  J?';  dann  beschreibe  man  aus  letzteren  Punkten 
mit  3 5  als  Radius  Bögen  bis  zu  den  Verlängerungen  der  anderen 
Dreiecksseiten  d.  i.  bis  D'  und  J9,  und  vollende  von  C  aus  den-  Bogen 
DUD'  und  noch  über  AA'  den  Halbkreis  AOA\ 

38.  In  einem  schiefen  Botationscylinder  sei  die  der  Axe  paral- 
lele Seite  des  Hauptaxenschnittes  =  a,  die  andere  ««  2h  und  die  Axen- 
enden  liegen  normal  über  den  Grenzpunkten  von  2h,  Wie  grofs  ist 
der  Mantel?  und  die  Gesamtoberfläche?  —  Beispiel:  a  «=  43,3; 
2h  =  29. 

39.  Die  Gesamtoberfläche  einer  geraden  cjlindrischen  Röhre  sei 
6r,  wenn  ihre  Länge  =  l,  ihre  lichte  Weite  =  2r  und  ihre  Wand- 
stärke =  d  ist.  a)  In  welchem  Zusammenhang  stehen  diese  vier 
Gröfsen?  b)  Wie  berechnet  man  jede  derselben ,  wenn  je  die  drei 
anderen  bekannt  sind? 

40.  Von  einem  geraden  Cylinder,  dessen  Länge  l  und  dessen 
Uadius  r  ist,  sei  durch  eine  zur  Axe  parallele  Ebene  ein  Tjgil  ab- 
geschnitten. Wie  grofs  ist  die  Oberfläche  dieses  Teiles,  wenn  die 
Schnittsehne  des  Kreises  «=  8  ist?  Insbesondere  sei  5  =r,  (r"|/2,  rY^j 
oder  es  sei  der  zu  s  gehörige  Centriwinkel  «s  2  a. 

§.  7. 

1.  Wie  könnte  nach  §.  18,  i  u.  2  (S.  49)  eine  Pyramide  oder  ein  ^  ^^• 
Kegel  entstanden  gedacht  werden? 

2.  Wird  eine  dreiseitige  Pyramide  durch  eine  Ebene  geschnitten, 
welche  zwei  windschiefen  Kanten  derselben  parallel  ist,  so  ist  die 
Schnittfigur  ein  Parallelogramm. 

3.  a)  Legt  man  in  einem  Tetraeder  Ebenen  durch  jede  der  von 
einem  Eck  ausgehenden  Kanten  und  je  die  Schwerlinie  der  gegenüber- 
liegenden Seitenfläche,  so  gehen  diese  drei  Ebenen  durch  eine  Gerade  s. 
(Vgl.  Aufg.  §.  4,  3,  S.  158.)  —  Wie  viel   solche  Gerade  s  giebt  es? 

b)  Die  Geraden  5  in  a)  gehen  durch  einen  Punkt,  den  sogen. 
Schwerpunkt  des  Tetraeders,  und  jede  derselben  wird  durch  den 
iSchwerpunkt  im  Verhältnisse  von  3  :  1  geteilt. 

c)  Giebt  es  im  Tetraeder  auch,  entsprechend  wie  im  Dreieck, 
einen  Höhenpunkt,  ein  Centrum  der  Ecken  un(}  ein  Cehtrum  (oder 
mehrere  Centra)  der  Seiten? 

d)  Durch  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  gehen  auch  die  Ver- 
bindungsgeraden der  Mitten  gegenüberliegender  Kanten  und  diese 
halbieren  einander. 

4.  In  jeder  dreiseitigen  Pyramide  betragt  die  Summe  der  6 
Flachenwinkel  mehr  als  4i2,  aber  weniger  als  612. 
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6.  Für  jede  Pyramide  gelten  die  folgenden  Sätze: 

a)  Die  Summe  der  Seitenflächen  ist  gröfser  als  die  Grundfläclie 

b)  Zwei  Seitenkanten  (oder  auch  die  Hohen  zweier  Seitenflächen 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Sinus  ihrer  Neigungswinkel  gegeD 
die*  Grundfläche. 

6.  a)  Welche  Seitenfläche  eines  Tetraeders  mit  rechtwinkeligem 
Dreikant  (sog.  rechtwinkeliges  Tetraeder)  kann  Hypotenusenfläche  mi 
welche  können  Eathetenflächen  heifsen? 

b)  In  welcher  Gröfsenbeziehung  steht  eine  Kathetenfläche  zur 
Hypotenusenfläche  eines  rechtwinkeligen  Tetraeders? 

c)  Im  rechtwinkeligen  Tetraeder  ist  das  Quadrat  der  Hypote- 
nusenfläche gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Eathetenflkcheii. 
Andeutung.  Ziehe  vom  Scheitel  die  Normalstrecke  zur  Hypote- 
nusenfläche und  benutze  Aufg.  IIb  in  §.6  (S.  162). 

7.  In  einem  regelmäfsigen  Tetraeder  bestimmen  die  Mittelpunhe 
von  zwei  Paar  gegenüberliegenden  Seiten  ein  Quadrat 

8.  In  einem  regelmäfsigen  Tetraeder  ist  jede  Verbindungsgeract 
der  Mitten  zweier  Gegenseiten  a)  Mittelnormale  zu  diesen  Seitei. 
b)  Mittelnormale  zu  den  beiden  andern  Yerbindungsgeraden  dtr 
Seitenmitten,  c)  Symmetrieaxe  für  das  Tetraeder. 

9.  Die  Grenzpunkte  zweier  windschiefen,  aber  zu  einander  nor 
malen  Strecken  ÄÄ  =  2a  und  BS  =  2b  seien  symmetrisch  zi 
einer  Axe;  der  Abstand  der  zwei  Strecken  von  einander  sei  =  r. 
Wie  viele  Ebenen  sind'  durch  die  Punkte  bestimmt?  und  welch? 
Art  von  Körpern  umschlief sen  die  Ebenen? 

10.  a)  Welcher  Körper  wird  gebildet,  wenn  in  vor.  Nr.  die  Punkte 
B  und  B'  nicht  symmetrisch  zur  Axe  gewählt  werden? 

b)  Wird  in  dem  bei  a)  verlangten  Körper  ein  Plächenwinke! 
halbiert,  so  teilt  die  Halbierungsebene  die  Gegenkante  im  Verhältni« 
der  den  Flächenwinkel  einschliefsenden  Seitenflächen. 

11.  In  der  Mittelnormalebene  einer  Strecke  AÄ  =  2a  seien 
diametral  zum  Schnittpunkt  zwei  Paare  Punkte  B  und  B',  C  und  C 
gewählt,  und  dabei  sei  BB'^^  26,  CC=  2c  und  ^  (bc)  =  y.  Welche 
Ebenen  sind  durch  die  Punkte  bestimmt?  und  welchen  Körper  um- 
schliefsen  die  Ebenen? 

12.  Welchen  Körper  erhält  man  aus  den  in  Nr.  11  gekennzeich- 
neten, wenn  angenommen  wird: 

1)  a  =  6  =  c  und  y  =  jB?        2)  6  =  c  und  y  «  B? 

3)  a>6>cundy  =  iJ?         4)  |  =  |- —  c  und  y  «Ä? 

5)  &  =  cundy  =  |l2?  6)  6  =  2cund  y  =  i  Ä? 
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13.  a)  Man  soll  über  einer  gegebenen  regelmäfsigen  Grundfläche 
jeine  Pyramide  so  konstruieren,  dafs  die  Seitenkanten  den  Grund- 
|kauten  gleich  sind. 

b)  Beweise,  dafs  es  keine  mehr  als  fünfseitige  Pyramide  giebt, 
^welche  gleichkantig  ist. 

14.  Ist  eine  Berührungsebene  eines  beliebigen  Ereiskegels  stets 
normal  zu  dem  durch  ihre  Seitengerade  gehenden  Axenschnitt? 

15.  unter  allen  Axenschnitten  eines  schiefen  Kegels  hat  der 
Hauptaxenschnitt  den  kleinsten  Inhalt.  —  Wie  wechselt  die  Gröfse 
des  Axenschnittes  mit  der  Lage  desselben?  Welcher  Axenschnitt 
hat  den  gröfsten  Inhalt? 

16.  Entsprechend  den  Aufgaben  §.  6,  17  u.  19  (S.163)  sollen  die  Be- 
dingungen für  die  Ähnlichkeit  der  Pyramiden  (und  Kegel)  aufgestellt 
werden. 

17.  Man.  soll  die  Oberfläche  einer  geraden  Pyramide  mit  regel- ^y"^"^***** 
mäfsiger    Grundfläche   berechnen,    wenn   ihre    Grundkante  =  a,   die 

Höhe  =  h  gegeben  und  wenn  die  Grundfläche  ein  a)  Viereck,  b)  Drei- 
eck, c)  Sechseck,  d)  Achteck  ist. 

18.  Ebenso  wie  17,  wenn  statt  a  die  Seitenkante  s  gegeben  ist. 

19.  Die  Hohe  einer  geraden  Pyramide  mit  gleichseitigem  Drei- 
eck als  Grundfläche  sei  doppelt,  so  grofs  als  a)  eine  Grundkante, 
b)  die  Höhe  der  Grundfläche;  die  Gesamtoberfläche  sei  =3  G.  Welche 
Abmessungen  hat  die  Pyramide? 

20.  Bestimme  die  Oberflächen  der  Pyramiden,  welche  gekenn- 
zeichnet sind  durch  die  Angaben  in  den  Übungsaufgaben  a)  §.  2,  28 
(S.  150),  b)  §.  2,  24  (S..150),  c)  §.  7,  9  (S.  166),  d)  §.  7,  12 
e)  §.  7,  11. 

21«  Auf  eine  quadratische  Platte,  deren  Seite  a  ist,  soll  eine 
regelmäfsige  Sseitige  Pyramide  gestellt  werden,  von  welcher  2  Paar 
gegenüberliegender  Grundkanten  in  die  Seitenkanten  der  Platte  fallen 
und  deren  Seitenkanten  ebenfalls  •=  a  seien.  Es  ist  zu  berechnen  die  Grund- 
kante der  Pyramide,  die  Grundfläche,  der  Mantel  und  die  Höhe. 

22.  In  einem  rechtwinkeligen  Tetraeder  (vgl.  Nr.  6)  sei  die 
Hypotenusenfläche  ein  a)  gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite  a, 
h)  gleichschenkeliges  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  6,  b.  Wie  grofs  ist 
die  Gesamtoberfläche? 

23.  Welchen  Winkel  bilden  in  einer  geraden  regelmäfsig  drei- 
seitigen Pyramide  Seiten-  und  Grundfläche  mit  einander,  wenn  eine 
der  ersteren  wmal  so  grofs  ist  als  letztere? 

24.  Zwei  entsprechende  Kanten  zweier  ähnlichen  Pyramiden  seien 
=  3,9  und  6,5,  und  ihre  Oberflächen  unterscheiden  sich  von  einander 
um  272.     Welche  Oberfläche  hat  jede  der  Pyramiden? 

26.  Herodot  erzählt  von  der  grofsen  quadratischen  Pyramide  zu 
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Ghizeh,  dafs  ihr  Höhenquadrat  gleich  einer  Seitenfläche  sei.  Welchen 
Winkel  bildet  hiernach  eine  Seitenkante  mit  der  a) '  Grundkante? 
b)  Grundfläche? 

26.  Der  Geograph  Strabo  berichtet,  die  Hohe  der  eben  genannten 
Pyramide   sei  ein   ägyptisches   Stadion.     Man  berechne  den  umfang 
der  Grundfläche   und    vergleiche    denselben    mit   dem   Umfang  eines 
Kreises,  dessen  Radius  ein  Stadion  ist. 
Kegel.  Es  bezeichne  für  den  geraden  Kegel:  r  den  Grundkreisradius, 

s  die  Seitenlinie,  Ä  die  Höhe,  a  den  Winkel  an  der  Spitze  des  Axen- 
schnittes,  m  die  Mantelfläche.  —  Man  soll  berechnen: 
27.  m  aus  r  und  A;         28.  r  aus  m  und  s\         29.  w  aus  5  und  A: 
30.  m  aus  a  und  r;         31.  s  aus  m  und  a;         32.  a  aus  m  und  5; 
33.  «  aus  Ä  =  5  und  m  =  12,5  ä; 

34.  a  aus  der  Angabe,  dafs  die  Mantelfläche  das  j/^- fache  der  Grund- 
fläche sei. 

Es  bezeichnen  für  den  geraden  Kegelstumpf:  r^  und  t^  die 
Radien  der  Grundkreise  (r^  >  r^),  s  die  Seitenlinie,  Ä  die  Hohe,  tn  die 
Mantelfläche,  —  und  für  die  betreflfenden  Ergänzungskegel:  s,  die 
Seitenlinie,  \  die  Höhe,  und  m^  die  Mantelfläche,  —  und  für  den 
ganzen  Kegel:  8  die  Seitenlinie,  H.  die  Höhe  und  M  die  Mantel- 
fläche. —  Man  soll  berechnen: 

35.  m  aus  r^,  r^,  55  36.  m  aus  r^,  \  s;  37.  m  aus  r^,  r,,  S: 
38.  m  aus  r^,  r^,  fl^;  39.  M.  aus  ä,  s,  t^\  40.  s  aus  Jlf,  JT,  *: 
41.  r^  aus  Ü,  5,  A5  42.  rg  aus  Jf,  s,  A;  43.  w^  aus  s,  S,  Jf: 
44.  m  aus  Jf,  r^,  r^j         46.  A  aus  m,  s,  r^:         46.  mj  aus  Jf,  r^,  s. 

47.  Ein  gleichseitiger  Kegel,  d.  h.  ein  solcher,  dessen  Axenschnitte 
gleichseitige  Dreiecke  sind,  habe  die  Höhe  =  A.  Wie  groüs  ist  seine 
Gesamtoberfläche  ? 

48.  In  einem  geraden  Kegel  sei  der  Grundkreis  um  15  cm  länger 
als  die  Seitenlänge,  und  a)  der  Mantel  —  oder  b)  die  Gesamtoberfläche 
betrage  650  qcm.  Welche  Dimensionen  und  <?^elchen  Axenschnitt- 
winkel  hat  der  Kegel? 

49.  Man  soll  das  Netz  eines  geraden  rechtwinkeligen  Kegels 
zeichnen. 

60.  Ein  a)  Sextant,  b)  Quadrant,  c)  Halbkreis  (mit  Radius  ==  f) 
werden  zu  einem  Kegel  gebogen.  Wie  grofs  sind  des  letzteren  Grund- 
kreisradius, Höhe,  Axenschnitt Winkel  und  Gesamtoberfläche? 

51.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  rotiere  nach  einander  um  jede 
der  Katheten  und  erzeuge  so  zwei  Kegel,  deren  Mantelflächen  das  Grofsen- 
verhältnis  p :  g  haben,  a)  Welches  Verhältnis*  haben  die  Seiten  des  Drei- 
ecks? b)  Welche  Centriwinkel  zeigen  die  als  Sektoren  ausgebreiteten 


Mäntel,  falls  ^  =  0,75? 


V 

\ 
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52.  In  welchem  Verhältnis  steht  die  Mantelfläche  zur  Grundfläche 
eines  gleichseitigen  Kegels? 

53.  Einem   geraden  Prisma,  dessen  Höhe  h  und  dessen  Grund- V"*»^»«*"»« 
fläche  ein  regelmäfsiges  Sechseck  mit  der  Seite  a  ist,  sei  ein  gleich  *'     '^*'* 
hoher  gerader  Kegel  einbeschrieben,  dessen  Grundkreis  das  Sechseck 
berühre.    In  welchem  Verhältnis  stehen  die  a)  Mantelflächen,  b)  Ge- 
samtoberflächen beider  Körper? 

54.  Über  derselben  Kreislinie,  deren  Radius  r  ist,  stehe  ein  gerader 
Cylinder  und  ein  gerader  Kegel  von  gleicher  Höhe  h.  a)  In  welchem 
Verhältnis  stehen  die  Mantelflächen  beider  Körper?  b)  Kann  der 
Mantel  des  Cjlinders  das  Doppelte  des  Kegelmantels  sein?  c)  Ist 
letztere  Beziehung  für  die  Gesamtoberflächen  möglich? 

55.  Ein  gerader  Kegel  soll  durch  einen  gleich  hohen  gleichaxigen 
Cylinder  so  durchschnitten  werden,  dafs  die  Mantelfläche  des  ersteren 
a)  der  des  letzteren  gleich  werde;  b)  halbiert  werde;  c)  im  Verhältnis 
von  1  :  n  geteilt  werde.  Man  soll  die  Abmessungen  des  Cjlinders 
konstruieren. 

56.  Ein  gegebener  gerader  Kegelstumpf  werde  geschnitten  durch 
einen  den  Grundflächen  parallelen  Kreis,  dessen  Fläche  das  a)  arith- 
metische, b)  geometrische  Mittel  sei  zwischen  den  beiden  Grundflächen. 
Man  soll  den  Radius  des  Kreises  konstruieren  und  die  Fläche  des 
oberen  Mantelteils  berechnen. 

67.  Gegeben  sei  auf  quadratischer  Grundfläche  eine  gerade  Pyra- 
mide, deren  Seitenfläche  als  Höhe  die  Länge  a  der  Grundkante  habe. 
Dieser  Pyramide  werde  ein  berührender  Kegel  einbeschrieben,  letzterem 
wieder  eine  ähnliche  Pyramide,  letzterer  wieder  der  berührende  Kegel 
u.  s.  f.  unbegrenzt.    Welche  Gröfse  hat  die  Summe  aller  Kegelmäntel? 

§.8. 

1.  Wie  viele  Quadratmeilen  mifst  die  Oberfläche  der  Erdkugel,  Kugei. 
da  ihr  Äquator  5400  geogr.  Meilen  lang  ist? 

2.  Wie  grofs  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Oberfläche  gleich 
der  Summe  zweier  Kugelflächen  mit  den  Radien  r^  und  r^  ist? 

3.  Die  Fläche  eines  Kugelschnittkreises  sei  a*,  während  ihr  Ab- 
stand von  der  Kugelmitte  d  beträgt.  Welche  Gröfse  hat  die  Kugelfläche? 

4.  Wie  grofs  ist  in  einer  Kugel  vom  Radius  r  die  Fläche  einer  Haube. 
Haube,  wenn  a)  ihr  Begrenzungskreis  den  Radius  q  hat?  b)  der  Radius 
ihres  Begrenzungskreises  doppelt  so  grofs  ist  als  ihre  Höhe? 

6.  Wie  hoch  ist  bei  gegebener  Kugel  eine  Haube,  deren  krumme 
Fläche  das  n fache  ihrer  Kreisgrundfläche  ist?  Beispiel:  w  =  2.  — 
Welcher  Bedingung  mufs  n  genügen,  damit  die  gesuchte  Höhe  ge- 
noger  als  ein  Radius  wird? 

6.  Ein  leuchtender  Punkt  stehe  vom  Mittelpunkte  einer  gegebenen 
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Kugel  um  a  ab.  Welche  Fläche  der  Kugel  wird  beleuchtet?  - 
Beispiel:  r  =  10,  a  «=  45  mm.  Wie  grofs  mufs  a  gewählt  werden, 
damit  drei  Viertel  der  Kugel  im  Dunkeln  bleiben? 

7.  Eine  Licht  ausstrahlende  Kugel  vom  Radius  R  beleuchte  eine 
den  Radius  r  besitzende  Kugel  und  der  Mittelpunktsabstand  beider 
sei  d.  Welches  Stück  der  Kugel  wird  beleuchtet?  —  Beispiel: 
a)  i?  =  20,  r  =  6,  (^  =  72  mm;    b)  iJ  =  111,86  •  r,  d  =  23984.r. 

8.  Wie  hoch  müfste  man  sich  über  die  Erde  (r  =  858  ML)  er- 
heben, um  eine  Fläche  f(z.  B.  Europa  =«  182  200  Qdtml.)  zu  übersehen? 

Zone.  9,  Welche  Fläche  hat  eine  Kugelzone,  f&r  welche  bekannt  sind: 

a)  der  Kugelradius  r  und  je  die  Abstände  d^  und  d^  der  Begrenzungs- 
kreise  vom  Mittelpunkt?  b)  die  Radien  Qi  und  q^  ^^^  beiden  Be- 
grenzungskreise und  ihr  Abstand  h  von  einander? 

10.  Welche  Gesamtoberfläche  hat  eine  Kugelzone,  von  welcher 
die  Höhe  h,  der  Radius  p^  des  grofseren  Begrenzungskreises  und  der 
Kugelradius  r  bekannt  sind?  , 

11.  Wendekreis  und  Polarkreis  liegen  auf  der  Erde  unter 
23^27',  bezw.  66^^33'  geogr.  Breite.  Welche  Grofse  haben  die  fänf 
Erdzonen?     (r  =  6370  Km.) 

12.  Wie  mufs,  parallel  der  Grundfläche  einer  Halbkugel,  eine 
Ebene  gelegt  werden,  damit  die  zwei  Teile  gleichgrofse  a)  krumme 
Oberfläche,  b)  Gesamtoberfläche  erhalten? 

13.  Welche  Gröfse  hat  der  Teil  der  Erdoberfläche,  welcher 
zwischen  47^20'  und  54^0'  n.  Br.  und  zwischen  24^  und  36^  ö.L.  liegt? 

14.  Kann  die  Gesamtoberfläche  einer  Zone  gleich  der  der  zu- 
gehörigen Kugel  sein?  Gegeben  sei  der  Kugelradius  r  und  der  Radius 
Q  des  grofseren  Begrenzungskreises. 

VürmiBohtos.  15^  jjjßgj.  Kugel  scicn  (mit  parallelen  Grundflächen)  ein  gleich- 
seitiger Cylinder  und  Kegel  ein-  und  umbeschrieben.  Wie  verhalten 
sich  die  a)  Mantelflächen,  b)  Gesamtoberflächen  der  fönf  Körper 'r 
c)  In  welche  Teile  teilt  der  eingeschriebene  Cylinder  die  Kugelfläche  ? 

16.  In  welchem  Verhältnis  stehen  die  zwei  Teile,  in  welche  die 
Axe  eines  Kugelsektors  (s.  §.  23, 3)  durch  den  Grundkreis  seines  Kegels  ge- 
teilt wird,  wenn  hierdurch  zugleich  die  Gesamtoberfläche  halbiert  wird? 

17.  Über  dem  Grundkreis  einer  Halbkugel  stehe  ein  gerader 
Kegel  von  doppelter  Höhe.  Wie  wird  durch  diesen  die  Kugelflächf 
geteilt?     Antwort:  Wie  1  :  4. 

18.  Ein  regelmäfsiges  Sechseck,  dessen  Seite  2a  sei,  rotiere  um 
die  Verbindungsgeraden  zweier  gegenüberliegenden  Ecken  und  zweier 
solcher  Seitenmitten.  Welche  Beziehung  besteht  zwischen  den  Oberflächen 
der  entstehenden  Körper  und  denen  der  um-  und  eingeschriebenen  Kugelr 

19.  Keppler  glaubte,  dafs  diö  Entfernungen  des  Jupiter  und 
Saturn  von  der  Sonne  sich  verhalten,  wie  die  Radien  zweier  Kugeb, 
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deren  eine  einem  Würfel  umbeschrieben,  die   andere  einbeschrieben 
ist    Wie  würden  sich  hiernach  diese  Entfernungen  verhalten? 

§.9. 

1.  Was  läfst  sich  aus  dem  Satze  e -^  f — fc  =  2  über  gerade 
oder  ungerade  Anzahlen  von  Ecken  und  Flächen  folgern,  falls  die  Zahl  der 
Kanten  a)  gerade,  b)  ungerade  ist? 

2.  Um  und  in  jeden  regelmäfsigen  Vielflächner  läfst  sich  eine 
Kugel  beschreiben,  welche  durch  die  Ecke  geht,  bezw.  die  Seitenflächen 
berührt.  Beweis?  —  Andeut.:  Sache  für  2  anstofsende  Vielecke 
die  Mittelpunkte  und  ziehe  durch  diese  je  die  Normale  der  betreffen- 
den Ebene. 

3.  Man  .soll  den  Neigungswinkel,  ebenso  die  Radien  der  Um-  und 
Inkugel  zweier  Seitenflächen  eines  regelmäfsigen  Vielflächners  be- 
rechnen. —  Antwort:  Tetr.  =  70«31'43,6". 

4.  Welchen  Bedingungen  müssen  die  Strecken  a,  &,  c  in  Aufg.  11 
der  Üb.  des  §.  7  (S.  166)  genügen,  damit  der  Körper  ein  regelmäfsiges 
Tetraeder  sei? 

6.  Man  nennt  halbregelmäfsige  (Archimedische)  Körper  die, 
welche  bei  gleichen  Kanten  und  kongruenten  Ecken  von  regelmäfsigen 
Vielecken  verschiedener  Art  begrenzt  sind.  Von  solchen  gilt  der 
Satz,  dafs  nie  mehr  als  3  verschiedene  Arten  von  regelmäfsigen  Viel- 
ecken Seitenflächen  sein  können. 

6,  Die  Anzahl  der  Oberflächenwinkel  (d.  i.  der  Kantenwinkel, 
welche  zugleich  Winkel  der  Oberfläche  sind)  eines  /"-Flächners  von 
i  Kanten  ist  =  2Ä;. 

?•  Die  Summe  der  Oberflächen winkel  ist  im  /*-Flächner  von 
k  Kanten  und  e  Ecken  =  (ft  —  /")  •  4jR  =  (e  —  2)  •  4jB. 

8,  Femer  ist  in  einem  solchen  Körper  stets  a)  3/'<2fc,  b)  3e 
^2A,  c)  3e>*,  d)  3/>ä;.  Andeut.:  Die  Zahl  der  Kanten  oder 
Flächen  an  einem  Eck  ist  mindestens  3;  c)  und  d)  folgen  mit  Hülfe 
des  Euler'schen  Satzes  aus  a)  und  b). 


Aufgaben  zum  sechsten  KiipiteL 

(Körperinhalt.) 

Vorbemerkung.  Als  Einheit  des  Körpermafses  gilt  meist 
ein  Kubikmeter  (cbm);  die  Unterabteilungen,  je  lOOOteilig,  heifsen 
Kubikdecimeter  (cdm),  Kubikcentimeter  (ccm),  Kubik- 
millimeter  (cmm).  Der  Raumgehalt  des  Kubikdecimeters  heifst 
auch  Liter  (1);  der  Kubikmeter  heifst  auch  St  er;  100  1  sind 
ein  Hektoliter.  —  Das  Gewicht  reinen  Wassers,  welches  auf 
der  Pariser  Sternwarte   bei  4^  C.   den  Raumgehalt  eines  Kubik* 
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centimeters  füllt,  heifst  ein  Gramm  (g)^  mit  seinen  zehnteiligen 
Oberabteilungen  Dekagramm^  Hektogramm;  Kilogramm  (kg)  und 
eben  solchen  Unterabteilungen  Decigramm,  Gentigramm,  Milligramm 
(mg).  —  Das  specifische  Gewicht  eines  Stoffes  giebt  an,  wieviel  Kilo- 
gramm ein  Kubikdecimeter  (Liter),  oder  wieviel  Gramm  ein  Kubik- 
centimeter  des  Stoffes  wiegt. 

§.10. 

Prkina.  1.   Man  soll  den  Inhalt  eines  Würfels  berechnen,  wenn  von  dem- 

selben gegeben  ist:  a)  die  Kante  (k  =  2  ml  cm);  b)  die  Oberfläche 
/"(=  17,34  qcm);  c)  die  Flächendiagonale  d]  d)  die  Korperdiagonale  2); 
e)  der  Umfang  u  einer  Diagonalebene. 

2.  Wenn  sich  a)  ein  Würfel  mit  der  Kante  a,  b)  ein  Quader 
mit  den  Kanten  a,  h,  c  bei  einer  gewissen  Temperaturänderung  für 
jede  Längeneinheit  um  a  ändert,  um  wieviel  ändert  sich  sein  Raum- 
gehalt? 

3.  Genügt  ein  10  m  langes,  5  m  breites  und  350  cm  hohes 
Schulzimmer  für  50  Schüler,  wenn  das  Gesetz  verlangt,  dafs  auf 
jeden  Schüler  2,9  cbm  Luftraum  gerechnet  werden? 

4.  Berechne  die  Inhalte  der  folgenden  in  §.  6  angegebenen 
Körper,  nämlich  der  Nummern: 

a)  26;  b)  27;  c)  28;  d)  29;  e)  30. 
f)  32,b-f;  g)  33;  h)  37;  i)  39. 
cyUtfder.  6.   Ein  äufscrlich  gerades  prismatisches  Gefäfs  habe  die  Hohe  h 

und  als  Grundfläche  den  Teil  eines  Quadrats,  das  gleichmäfsig  auf  je  -  der 

Kantenlänge  a  abgeeckt  ist;  von  oben  ist  es  cylindrisch  ausgebohrt,  so 
dafs  die  geringste  Wandstärke  überall  gleich  d  ist.  Welchen  Raum- 
gehalt hat  das  Geföfs  selbst? 

6,  Eine  Barometerröhre  habe  11  mm  lichten  Durchmesser  und 
das  Quecksilber  stehe  darin  76  cm  hoch.  Welches  Gevncht  hat  dieses? 
Wie  grofs  ist  demnach  der  (Quecksilber-  oder)  Luftdruck  auf  1  qcm? 

7.  In  eine  hohle  eiserne  cylindrische  Strafsenwalze,  deren  Länge 
und  Höhe  im  Lichten  bezw.  1  m  20  cm  und  1  m  10  cm  beträgt  ^  ist 
bis  über  die  Hälfte  soviel  Wasser  eingefiUlt  worden,  dafs  dessen  Ober- 
fläche 0,6  qm  mifst.  Wie  tief  steht  das  Wasser?  und  wie  schwer 
ist  es? 

5.  Ein  massiver  Cylinder  schwimme  bei  horizontaler  Lage  der 
Axe  so  auf  Wasser,  dafs  er  um  die  Hälfte  seines  Radius  r  unt^r 
Wasser  ist.  Wie  grofs  ist  das  specifische  Gewicht  des  Stoffes? 
(Das  Gewicht  des  verdrängten  Wassers  ist  gleich  dem  Gewicht  des 
schwimmenden  Körpers.) 

9.  Ein  wagrecht  liegender  hohler  Cylinder,  dessen  lichter  Durch- 
messer  5  dm  ist  und  dessen  Länge  12  dm,   ist  noch  so  weit  mit 
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Flüssigkeit  gefüllt,  dafs  ein   lotrecht  eingetauchter  Stab  1  dm  hoch 
benetzt  wird.     Wieviel  Liter  der  Flüssigkeit  sind  dies? 

10.   Berechne   die   Inhalte   der  in  §.  7   (S.  165  B.)  bestimmten  Pyramida. 
Körper,  nämlich  in  No.: 

a)  17;  b)  18;   c)  9;  d)  11;  e)  12;  f)  19; 

g)  22;  h)  23,  wobei  die  Grundkante  «=  a  sei;  i)  26; 

11«  Von  einer  geraden  Pyramide  mit  quadratischer  Grundfläche 
sei  der  Korperinhalt  k  und  der  Inhalt  i  eines  durch  zwei  Gegen- 
seitenkanten gelegten  Schnittes  gegeben.  Welche  Gröfse  haben  die 
am  Körper  vorkommenden  Winkel  von  a)  Kanten  mit  Flächen? 
b)  Kanten  mit  Kanten?  c)  Flächen  mit  Flächen? 

12.  Welchen  Inhalt  hat  eine  a)  vierseitige,  b)  fünfseitige  gleich- 
kantige Pyramide? 

13.  Von  einem  Tetraeder  seien  die  Kanten  eines  Eckes  nach 
Länge  und  paarweiser  Winkelbildung  gegeben.  Wie  grofs  ist  sein  Inhalt? 

14.  Welchen  Inhalt  hat  ein  gleichseitiger  Kegel,  dessen  a)  Seiten-  ^««^ 
Knie  s  ist?    b)  Höhe-Ä  ist? 

15.  Bestimme  den  Inhalt  eines  Kegels,  dessen  Netz  ein  a)  Qua- 
drant, b)  Sextant,  c)  Halbkreis  ist 

16.  Ein  Dreieck,  dessen  Seiten  44,  37,  15  sind,  rotiere  nach 
einander  um  jede  der  Seiten.     Welche  Körperinhalte  entstehen  so? 

17.  Nach  den  Bezeichnungen  in  §.  7,  27  (S.  168)  und  Benennung 
des  Kegelinhaltes  mit  i  bestimme  man: 

a)  i  aus  m  und  S]     b)  %  aus  r  und  «;     c)  i  aus  m  und  «; 

d)  r  aus  i  und  s;     e)  i  aus  r  und  m;     f)  t  aus  m  und  j  =  v. 

18«  Mit  einem  geraden  Kegel,  dessen  Grundradius  r  und  Seitenlinie 
ö'  ist,  habe  ein  gleichseitiger  Kegel  gleiche  a)  Mantelfläche,  b)  Gesamt- 
oberfläche.    Wie  grofs  ist  der  Inhalt  des  letzteren? 

19.  Von  einem  schiefen  Kegel  kennt  man  die  gröfste  Seiten- 
strecke a,  die  kleinste  b  und  den  Durchmesser  der  Grundfläche  c. 
Man  soll  den  Kubikinhalt  bestimmen,     a  «=  5,8,  b  —  4,1,  c  =  5,1. 

20«  Ein  Kegel,  dessen  Halbmesser  r,  Höhe  h  und  specifisches 
Gewicht  s  ist,  schwimmt  mit  der  Basis  nach  unten  im  Wasser.  Wie 
weit  sieht  er  über  dasselbe  heraus?  pyramiden- 

21.  Von  einem  Pyramidenstumpf  seien  die  Grundflächen  gegeben  ^^j, 
und  a)  die  Höhe  der  Ergänzungspyramide;  wie  grofs  ist  ihr  Inhalt  ?b)  der  «t^^pt 
Inhalt  des  Stumpfes;  wie  grofs  ist  der  Inhalt  der  Ergänzungspyramide? 

22.  Ein  Pyramidenstumpf,  dessen  Höhe  h  und  dessen  Grund- 
flachen regelmässige  Sechsecke  mit  den  Seiten  a  und  b  sind,  werde 
in  Mitten  der  Höhe  durch  einen  zu  den  Grundflächen  parallelen 
Schnitt  geteilt.  In  welchem  Verhältnis  findet  die  Teilung  a)  des 
Lihalts,  b)  des  Mantels  statt? 
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23.  Ein  regelmäfsiges  dreiseitiges  Prisma  werde  von  einer  Ebej* 
geschnitten,  welche  durch  eine  Grundkante  geht  und  mit  der  Gmni 
fläche  den  Winkel  a  macht.  Wie  grofs  ist  die  Oberfläche  und  dcf 
Inhalt  des  abgeschnittenen  Körpers?  | 

24.  Ein  Baumstamm  habe  die  Gestalt  eines  EegelstumpfeJ 
Die  Umfange  seiner  Endflächen  seien  2,12  m  und  1,97  m,  seine  Land 
9  m.     Wieviel  tKubikdecimeter  Holz  enthält  er?  | 

25«  Wenn  r^,  r^,h  die  Abmessungen  eines  geraden  Eegelstumpttj 
sind,  so  soll  man  berechnen:  a)  J  aus  r^  =  8,2,  r^  «=»  5,7,  h  =  \\ 
b)  Ä  aus  c7=  10000,  Ti  =  12,3,  r,  =  8,06;  c)  r^  aus  r^  =  2.5| 
A  =  6,  J  =  180.  ' 

26«  Man  soll  den  Inhalt  eines  geraden  Eegelstumpfes  berechneii 
von  welchem  gegeben  ist:  a)  die  Seitenlinie  s,  ihr  Neigungsvrinkel j 
gegen  die  gröfsere  Grundfläche  und  der  Radius  r^  der  letzteren  (z.  B 
5  =  17,  a  =  69^  r^  =  19);  b)  der  Mantel  m,  das  Verhältnis  del 
Grundflächen  p  :  q  und  der  Winkel  2  a  des  Äxenschnitts  im  Ergänzungsi 

kegel  (z.  B.  w  =  537,  p :  g  =  ^,    2a  =  50°);   c)  die  Höhe  Ä,  dJ 

Mantel  m  und  die  Differenz  d  der  Grundflächen.  ' 

27.  Von  einem  Doppelkegel  seien  die  Radien  der  Begrenzung^ 
kreise  r^  und  r^  und  der  Abstand  ihrer  Flächen  h.  Wie  grofs  \i 
das  Volumen  derselben?  I 

28«  Wenn  ein  regelmäfsiges  Fünfeck,  dessen  Seite  $  ist,  um  di|j 
Mittelnormale  einer  Seite  rotiert,  wie  grofs  ist  die  Oberfläche  und 
das  Volumen  des  Körpers,  welcher  hierdurch  entsteht? 
vermiiohte».  29.  Wenn  über  einer  Strecke  s  als  Grundseite  ein  a)  Quadrat, 
b)  gleichseitiges  Dreieck,  c)  gleichschenkeliges  mit  dem  Quadrat 
gleichhohes  Dreieck  gezeichnet  wird  und  jede  der  Figuren  um  die 
Mittelnormale  zu  s  rotiert,  in  welchem  Verhältnis  stehen  Mantel- 
flächen, Gesamtoberflächen  und  Inhalte  der  Körper?  ' 

30.  Die  Fläche  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  Kathet^t 
a  und  b  sind,  weniger  der  des  einbeschriebenen  Quadrats,  von  welchen 
a)  nur  ein  Eck,  b)  eine  Seite  auf  der  Hypotenuse  liegt,  rotiere  bei 
a)  um  die  Kathete  a,  bei  b)  um  die  Hypotenuse  als  Axe.  Wie  grofs 
sind  Mäntel,  Gesamtoberflächen  und  Inhalte  der  Körper? 

31.  Bestimme  das  Verhältnis  der  Inhalte  des  einem  regelmäfsigen 
Tetraeder  ein-  und  des  umbeschriebenen  Kegels. 

32.  Welchen  Fehler  begeht  man,  wenn  man  einen  Kegelstunipf 
(Baumstamm)  durch  einen  gleichlangen  Cylinder  mit  Mittelradius 
ersetzt? 

33.  Welche  Abmessungen  mufs  ein  a)  doppelt  so  hohes  als 
weites,  b)  doppelt  so  weites  als  hohes  Cylindergeßfs  haben,  welches 
1  Liter  Inhalt  haben  soll? 
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mi  34.  Gegeben  sei  ein  gleichseitiger  Kegel,  und  diesem  soll  ein 
er i'iuf  der  Grundfläche  aufstehender  gerader  Cylinder  einbeschrieben 
rii^erden.     Ist  es  möglich,  dafs  letzterer  a)  halbe  Mantelfläche,  b)  halbe 

Gesamtfläche,  c)  halben  Inhalt  des  Kegels  erhalte? 
:  35«  Der  Inhalt  eines  gleichseitigen  Kegels  sei  i.    Man  soll  Ober- 

.;; lache  und  Inhalt  der  demselben  ein-  und  umgeschriebenen  Pyramide 
3erechnen,  deren  Grundfläche  ein  regelmäfsiges  a)  Viereck,  b)  Dreieck, 
.  3)  Sechseck  ist. 

36.  Welches  Verhältnis  besteht  zwischen  den  Oberflächen  (bezw. 
^Inhalten)    eines    gleichseitigen    Cylinders    und   gleichseitigen   Kegels, 

wenn  beide  denselben  Inhalt  (bezw.  dieselbe  Oberfläche)  haben? 

37.  Ein  Prismatoid,  d.  i.  ein  Körper,  welcher  begrenzt  ist 
"  ron  zwei  in-  parallelen  Ebenen  liegenden  Vielecken  und  den  Dreiecken, 

"welche  je  eine  Seite  des  einen  Vielecks  mit  einem  benachbarten  Eck 
des  anderen  verknüpft  (bezw.  den  Trapezen  zweier  benachbarten 
^)arallelen  Seiten  der  Vielecke),  werde  von  einem  Punkt  der  Mittel- 
parallelebene in  Pyramiden  zerlegt,  welche  die  Begrenzungsflächen 
des  Körpers  zur  Basis  haben.  Es  ist  nachzuweisen:  a)  Schneidet 
eine  der  dreiseitigen  Pyramiden  aus  der  Mittelparallelebene  eine  Fläche 
/"aus,  so  ist  ihr  Volumen  %ß',  wenn  h  der  Abstand  der  parallelen 
Ebenen  ist.  (Das  Volumen  ist  das  Vierfache  der  von  /  und  dem 
gegenüberliegenden  Eck  begrenzten  Pyramide),     b)  Sind  G,  g,  m  die 

.  Grundflächen  und  Mittelfläche,  h  der  Abstand  der  ersteren,  so  ist  das 

Volumen  des  ganzen  Körpers:   j  (ö  +  ^  +  4t»). 

§.  11. 

1.  Welchen     Inhalt     hat     eine     Kugel,     deren     a)     Radius  ^^«ffeJ- 
r  (=  4,5  mm),   b)  Hauptkreisumfang  u  (==  14,7  cm),    c)  Oberfläche  o 

(=  200  qdm)  ist?  —  Welches  Gewicht  haben  diese  Kugeln,  wenn 
dieselben  bei  a)  aus  Tannenholz  (sp.  G.  =  0,5),  bei  b)  aus  Eisen 
(sp.  G.  =  7),  bei  c)  aus  Kalkstein  (sp.  G.  =  2,72)  besteht? 

2.  Welchen  Radius  und  welche  Oberfläche  hat  eine  Kugel,  deren 

Inhalt  a)  1400  kcm,  b)  /,  c)  ^  beträgt? 

3.  Erde,  Sonne  und  Mond  mögen  als  Kugeln  betrachtet  werden 
und  ihre  Radien  seien  bezw.  r,  111,9  •  r,  0,  27  •  r;  der  Abstand  der 
Mitte  von  Mond  und  Erde  sei  =  59,9  •  r.  Es  fragt  sich:  a)  Wie 
viele  Erdkugeln  liefsen  sich  aus  der  Sonne  bilden?  b)  Wie  viele 
Erde  und  Mond  einhüllend  berührende  Kugeln  liefsen  sich  aus  der 
Sonne  bilden? 

4.  Aus  drei  eisernen  Kugeln,  deren  Radien  r^,  r^,  r^  sind  (z.  B. 
5,  8,  12  cm),  wird  eine  einzige  gegossen.  Welchen  Durchmesser  und 
welches  Gewicht  hat  diese?  (Sp.  G.  =  7,2). 
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6.  Wie  viele  Bleikugeln  von  12  mm  Durchmesser  lassen  ^ 
aus  a  (z.  B.  30)  kg  Blei  (sp.  G.  =  11,4)  giefsen? 

6.  Welchen  Halbmesser  mufs  eine  kupferne  Hohlkugel   (spec,  <<. 
=  9)  mindestens  haben,  damit  sie   bei   1  cm  Wanddicke  noch  gan: 
untergetaucht  im  Wasser  schwimmt? 
Segment.  y^    gu    wclchcr   Kugcl   gehört   ein   Segment,    dessen   Inhalt  1 

(0,223  kbm)  und  dessen  Höhe  h  (6,3  cm)  ist? 

8.  Ein  Gefafs,  dessen  Hohlrauni  die  Gestalt  eines  Kugelsegmeri« 
hat  und  12  mm  tief  ist,  läfst  sich  mit  98  g  Quecksilber  (spec.  («« 
=  13,6)  füllen.     Wie  grofs  ist  dessen  Oberfläche? 

9.  Welchen  Inhalt  hat  ein  Segment  einer  Kugel,  wenn  jent? 
die  Oberfläche  a^  (=  42  qcm)  und  diese  die  Oberfläche  r 
(=  0,7  qdm)  hat? 

10.  Welches  Verhältnis  haben  die  Teile  einer  Kugel,  wenn  k 
Durchmesser  durch  Parallelebenen  im  Verhältnisse  von  a:b:c:c:h 
geteilt  wird?     (Beisp.:  Erdzonen.) 

11.  Ein  Kessel  soll  hergestellt  werden,  welcher  v  Hektoliter  hk 
und  die  Form  eines  Kugelsegments  hat  der  Art,  dafs  der  Dnrcn- 
messer  des  obern  Begrenzungskreises  gleich  der  Entfernung  des  Ban- 
des vom  tiefsten  Punkt  sei.  Wie  grofs  mufs  diese  Entiemung  sein, 
wie  grofs  der  Kugelradius  und  wie  viel  Quadratdecimeter  Kupferblech 
sind  dazu  erforderlich? 

12.  Eine  bikonvexe  Glaslinse,  deren  Flächen  die  gleiche  Ermn 
mung  haben,  hat  einen  Durchmesser  von  9  cm  und  in  der  Mitte  eine 
Dicke  von  8  mm.  Wie  grofs  ist  der  Halbmesser  der  Flächen  uü^ 
wie  schwer  ist  die  Linse,  wenn  das  specifische  Gewicht  des  G\ases 
2,6  ist? 

Sektor.  13.    Man    soll    den   Inhalt   eines   Kugelsektors    bestimmen,  von 

welchem  gegeben  ist:  a)  der  Radius  q  des  begrenzenden  Kreises  uiiä 
dessen  Abstand  h^  vom  Mittelpunkt;  b)  der  Centriwinkel  2a  und  <li^ 
Fläche  f  der  zugehörigen  Haube;  c)  der  Kugelradius  r  und  die  Fläche 
f  seines  Axenschnittes. 

14.  Ein  Kreissektor,  dessen  Radius  r  und  Centriwinkel  60^  i^^ 
rotiere  zuerst  um  die  Winkelhalbierende,  und  dann  auch  um  eifleL 
seiner  begrenzenden  Radien.  Wie  grofs  sind  die  entstehenden  Set 
toren?  und  ihr  Verhältnis? 

15.  Wie  grofs  ist  die  Hohe  eines  Kugelsegments,  das  halb  sc 
grofs  ist,  ßla  der  Kugelsektor,  zu  welchem  es  gehört,  wenn  der  Kugel- 
radius r  ist? 

Körperliche  16.  Wclchcn  Kubik-Iuhalt  hat  eine  Kugelzone,  von  welcher  der 

Kugelradius  r  und  die  Radien  (>,  und  q^  der  beiden  Grundflächen  be- 
kannt sind?  —  Beispiel:  r  =  1,2;  pj  =  0,8;  q^  =  0,6. 

17.    In   einem  Antiparallelogramm    seien   die   parallelen  Seiten 


Übungsaufgaben  za  Kapitel  7.  177 

2  a  und  26  (a>6),  die  schiefe  Seite  sei  c  und  ein  spitzer  Winkel 
sei  d.  Nun  rotiere  die  Figur  und  ihr  umgeschriebener  Kreis  um 
die  Mittehiormale  zu  den  Parallelseiten.  Wie  grofs  ist  die  ent- 
stehende Zone,  falls  gegeben  sind:  a)  a,  b,  C]  h)  a,  c,  d]  c)  b^  c,  8\ 
d)  2a  —  26  =  d  und  *. 

18«  Eine  Kugel  werde  konisch  ausgebohrt,  so  dafs  die  Axe  des 
Kegels  (Konus)  durch  den  Kugelmittelpunkt  geht  Der  entstehende 
ringartige  Körper  habe  die  Hohe  h  und  Begrenzungskreise,  deren 
Radien  q^  und   q^  sind;  wie  grofs  ist  das  Volumen  dieses  Korpers? 

19«  Eine  Kugel  soll  konisch  ausgebohrt  werden,  so  dafs  die  Axe 
des  Kegels  durch  den  Mittelpunkt  geht,  seine  Spitze  in  die  Oberfläche 
der  Kugel  fallt  und  der  übrig  bleibende  Kugelteil  die  Hälfte  der 
Kugel  ist.  Es  soll  durch  Rechnung  und  durch  Konstruktion  die 
Höhe  des  übrig  bleibenden  Kugelteils  bestimmt  werden,  wenn  der 
Kugelradius  r  gegeben  ist. 

20«  Wie  verhalten  sich  die  Inhalte  der  fünf  Körper  in  Übungs-vermischtes. 
aufg.  §.  8,  14  (S.  170)? 

21.  Dieselbe  Aufg.  wie  '§.  8,  15,  wenn  der  Inhalt  halbiert  sei. 

22.  Dieselbe  Aufg.  wie  §.  8,  16  für  den  Inhalt  der  Kugelteile. 
23«  In  welchem  Verhältnis  werden  Oberfläche  und  Inhalt  einer 

Kugel  geteilt,  wenn  die  Teilung  durch  die  Ebene  der  Fläche  des 
einbeschriebenen  regelmäfsigen  a)  Hexaeders,  b)  Tetraeders  besorgt 
wird? 

24.  Die  Aufg.  in  §.  8,  17  (S.  170)  ist  auch  für  die  betreffenden 
Inhalte  zu  lösen. 

25«  In  einem  mit  der  Spitze  abwärts  gekehrten  geraden  Kegel, 
dessen  Axe  vertikal  und  dessen  Axenschnittwinkel  2a  sei,  befinde 
sich  Wasser  von  der  Tiefe  Ä.  In  dieses  werde  eine  Kugel  vom  Radius 
r  ganz  untergetaucht.     Wie  hoch  steigt  das  Wasser? 


Aufgaben  zum  siebenten  Kapitel. 

§.12. 

!•   Von   einer    quadratischen  Pyramide   ist   aus   dem  Winkel  «  §.  26. 
zwischen  Seiten-  und  Grundfläche  der  Winkel  zweier  Seitenflächen  2ß 
zu  berechnen,  oder  umgekehrt;  ferner  das  Verhältnis  der  Höhe  zur 
halben  Diagonale  der  Grundfläche  (Haupt-  und  Nebenaxe). 

Zirkon:  a  =  42n0';  ß  =  61H0'. 

2.  Ebenso  von  einer  regelmäfsigen  sechsseitigen  Pyramide. 

Apatit:  a  «  40^8';  ß  =  7P8'. 

8,  Von  einer  axigen  Pyramide,  deren  Grundfläche  eine  Raute  ist, 
ist   der  Winkel   a  zwischen    einer  Seitenfläche  und  der  Grundfläche 

Lehrbach  der  Blementar-Oeometrie  in.  12 
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und  der  Winkel  zweier  benachbarten  Seitenflächen  2ß  gegeben.  Es 
sind  die  Winkel  der  Seiten-  und  Grundkante  mit  den  Diagonalen  der 
Grundfläche  zu  bestimmen,  sowie  das  Verhältnis  der  halben  Diagonalen 
unter  einander  und  zur  Höhe;  femer  der  Winkel  y,  welchen  eine  der 
genannten  Seitenflächen  mit  einer  weiteren  Seitenfläche  bildet. 
Schwefel:  a  =  Tl^SS^ö',  ß  =  53^9',  (y  =  42^29'). 

4.  Von  einem  Rhomboeder  soll  aus  dem  Ebenenwinkel  2a  an 
einer  Polkante  der  Ebenen  winkel  2/3  an  der  Seitenkante  berechnet 
werden  oder  umgekehrt;  ferner  das  Verhältnis  der  Hauptaxe  zur 
Nebenaxe  (vgl.  Aufg.  §.  6,  16). 

Kalkspath:  1)  2«  =  105«8';  2)  2a  =  135«;  3)  2«  =  79^ 

5.  Trägt  man  auf  einem  rechtwinkligen  Dreistrahl  vom  Scheitel 
gleiche  Strecken  nach  allen  6  Richtungen  ab  und  legt  durch  die 
Grenzpunkte  je  zweier  solcher  Strecken  eine  Ebene  parallel  zum 
dritten  Strahl,  so  entsteht  ein  von  12  kongruenten  Rauten  um- 
schlossener Körper  (Rhombendodekaeder).  Die  Diagonalen  der  Rauten 
stehen  im  Verhältnis  1  :  y2.  Es  soll  der  Winkel  zweier  Ebenen  an 
einer  Kante  berechnet  werden. 

6.  In  dem,  Fig.  132  (S.  138)  dargestellten  Pentagondodekaeder  seien 
die  Winkel  der  Ebenen  an  der  Kante  E^Ä^  oder  E^Ä^  oder  E^A^  gleich 
2  a.  Es  ist  zu  berechnen  der  Winkel  a  dieser  Ebene  mit  der  Ebene 
A^A^A^  (Oktaederebene).     Diese  Ebene  schneide  die  Ebene  X^OZ^ 

in  einer  Geraden  -4jF,  welche  mit  OX^  und  OZ^  —  B  bildet    Beide 

Ebenen    schliefsen   den   halben   Winkel  des  Oktaeders  (/J  =  54^44') 
ein  und  bestimmen  mit  der  Ebene  -4i-4jX  ein  Dreikant,  aus  welchem 
der    Winkel   XA^V   berechnet   werden    soll    und   mit   Hülfe    dieses 
Winkels  das  Verhältnis  OX :  OZ^. 
Schwefelkies:  2«  —  113^35'. 
§  28.  7.  Es    sollen   die   Entfernungen    zwischen    folgenden  Orten    be- 

stimmt werden,  wobei  der  Erdradius  =  6370  Km  angenommen  wird. 

Ort:  Geogr.  Breite:  ^^""^  ^^°  ^'•^^^  ^"^  2®^' 

Berlin:  +  52*30,3' 

Paris:  +  48«50,2' 

Wien:  +  48n2,6' 

Greenwich:  -f  51*28,6' 

Petersburg:  +  59*56,5' 

New-York:  +  40*52,7' 

Sydney:  -  33*51,7' 

8.  Unter  welchem  Winkel  gegen  den  Meridian  mufs  ein  SchifF 
abfahren,  um  in  kürzester  Linie  von  Nizza  (^i  =  43*40',  i,  =  4*55') 
nach  Algier  (^j,  =.  36*45',  J,  =  0*45')  zu  kommen? 
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9.  Ein  Schiff  lief  von  Madeira  (9  =  32H5',  l  =  17^  westl.  von 
Greenwich)  in  der  Richtung  nach  SüdsQdwest  mit  9  Enoteu  Fahrt, 
d.  h.  indem  es  stündlich  9  Seemeilen  zurücklegte.  Welches  war  der 
Ort  des  Schiffes  nach  3  Tagen?  —  [Eine  Seemeile  ist  die  Länge 
einer  Bogenminute  des  Meridiankreises.] 

10.  Es  ist  die  Höhe  h  eines  Sternes  über  dem  Horizontalkreis 
gemessen  und  das  Azimuth  a,  d.  h.  der  Winkel  der  Ebeiie  des  Höhen- 
kreises  mit  der  Meridianebene.  Die  geographische  Breite  des  Ortes 
sei  %  also  der  Winkel  zwischen  den  Geraden  nach  dem  Pol  und  dem 
Zenith  =  (90^  —  <p).  Aus  dem  sphärischeo  Dreieck  „Pol  P,  Zenith 
Z  und  Stern  S''  ist  der  Polabstand  PS  des  Sterns,  bezw.  dessen 
Aquatorabstand  oder  Deklination  d  *=  90^  —  jp  zu  berechnen. 

11«  Pol  P,  Zenith  Z  und  Sonne  S  bestimmen  ein  sphärisches 
Dreieck,  in  welchem  aus  dem  Winkel  s  am  Pol  die  Zahl  der  Stunden 
sich  ergiebt  bis  zur  Stellung  der  Sonne  im  Meridian,  d.  i.  bis  zum 
wahren  Mittag,  indem  jeder  Stunde  15^  entsprechen.  Am  14.  Juui 
1883  wurde  in  Heidelberg  (9  =  49^24' 47")  morgens  um  8»»  50  "^ 
der  Zenithabstand  des  oberen  Sonnenrandes  «=  44^58'0"  gemessen,  wozu 
noch  55"  wegen  der  Refraktion  des  Lichtes  und  15' 47"  für  den  Halb- 
messer der  Sonne  zu  addieren  sind,  um  die  Zenithdistanz  js  der  Sonnen- 
mitte zu  erhalten.  Das  nautische  Jahrbuch  giebt  für  diese  Zeit  die 
Deklination  der  Sonne  d  =  23^  15' 44".  Von  der.  zu  berechnenden 
(wahren)  ührzeit  sind  nach  diesem  Jahrbuch  7"°  zu  subtrahieren, 
um  für  den  betr.  Tag  die  mittlere  ührzeit  zu  erhalten.  —  Zur  Kon- 
trole  wurde  eine  zweite  Messung  gemacht  um  8**  57"^,  wobei  sich  für 
die  betreffenden  Zahlen  der  Reihe  nach  ergab:  43«53'30",  53",  15'47", 
23^  16' 45".  um  wie  viel  Sekunden  war  die  benutzte  ühr  zu  korri- 
gieren? 

12.  Es  ist  für  einen  Ort  von  gegebener  geographischer  Breite 
(s.  Aufg.  7)  die  Dauer  des  längsten  und  kürzesten  Tages  zu  be- 
rechnen, wenn  man  annimmt,  dafs  die  Deklination  der  Sonne  hierbei 
+  23^37'  und  die  Sonnenmitte  wegen  der  Strahlenbrechung  am  Hori- 
zont erscheine,  wenn  ihr  Mittelpunkt  35'  unter  dem  Horizont  ist. 

13.  Für  dieselbe  geographische  Breite  und  dieselben  Tage  ist 
die  Dauer  der  Dämmerung  zu  bestimmen,  wenn  diese  durch  den  Mo- 
ment begrenzt  ist,  da  die  Sonne  18®  unter  dem  Horizont  ist. 

14.  Aus  der  ührzeit  der  Beobachtung  {t^  vor  Mittag),  dem 
Zenithabstand  z  und  der  Deklination  d  der  Sonne  soll  die  geogra- 
phische Breite  des  Beobachtungsortes  bestimmt  werden. 

15.  Aus  den  Zenithabständen  z»  und  e^  eines  Sternes  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  (vor  der  Kulmination),  dem  Zeitunterschied  beider 
Beobachtungen  t^  (Sternzeit)  und  der  Deklination  des  Sternes  d  soll 
die    geographische   Breite    des   Beobachtungsortes    bestimmt    werden. 

12^ 
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(Die  Stellungen  S  und  S^  des  Stems  und  der  Pol  P  bestimmen  elL 
sphärisches  Dreieck;  in  welchem  PS  =  PS^  =90^  —  d  und  <^  P 
durch  t  gegeben  ist.  Man  berechne  hieraus  SÄ,  und  ^  ZSP]  ferner 
aus  dem  Dreieck  SS^Z  (wobei  Z  das  Zenith  sei),  in  welchem  nuo 
alle  Seiten  bekannt  sind,  ^  Z88^]  schliefslich  im  /^  ZPP^  aus 
^  ZSP  =  PSSi  ±  ZSS^  und  aus  j»,  d  die  Gröfse  ZP  «=  90<*  —  q>y 


Aufgaben  zum  achten  Kapitel. 

§.  13. 

^^-  1.  Unter  welcher  Bedingung  können  die  Punkte  einer  Geraden 

als  Projektionen  aller  Punkte  einer  Ebene  betrachtet  werden? 

2.  Unter  welcher  Bedingung  werden  die  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels als  Strahlenbüschel  projiciert? 

3.  Zwei  parallele  Gerade  ergeben  in  einem  Ebenenbüschel  p,  ä. 
Punktreihen. 

4.  Zwei  parallele  Ebenen  ergeben  in  einem  Ebenenbüschel  p.  I. 
Strahlenbüschel. 

5«  Die  Schnittpunkte  zweier  Strahlen  eines  Punktes  mit  einem 
Ebenenbüschel  bilden  zwei  perspektivische  Punktreihen,  deren  Centrum 
liegt  im  Schnittpunkt  der  Ebene  beider  Geraden  mit  dem  Träger  des 
Ebenenbüschels. 

6«  Die  Schnitigeraden  zweier  Ebenen  mit  einem  Ebenenbüschel 
bilden  zwei  perspektivische  Strahlenbüschel,  deren  Axe  die  Schnitt- 
gerade  ersterer  Ebenen  ist. 

7.  Irgend  zwei  perspektivische  Strahlenbüschel  gehören  einem 
Ebenenbüschel  an,  dessen  Axe  die  Verbindungsgerade  der  beiden 
Scheitel  ist. 

8«  In  einem  Ebenenbüschel  ergeben  die  Schnittpunkte  irgend 
welcher  Geraden,  sowie  die  Schnittgeraden  irgend  weicher  Ebenen 
projektivische  Gebilde. 

9.  Irgend  projektivische  Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  einer 

Ebene   können    als  Bild   der  Schnittpunkte  von  Geraden,  bezw.  der 

'  Schnittgeraden  von  Ebenen  mit  einem  einzigen  Ebenenbüschel  auf- 

gefafst  werden. 


30.  10.  In  einem  vollständigen  Vier- 
eck AB  CD  seien  auf  einem  be- 
liebigen Strahl  des  Nebenecks  E 
der  Seiten  AB  und  CD  zwei -be- 
liebige Punkte  Gr  und  H  ange- 
nommen, von  welchen  der  erstere 
mit   den  Ecken  A   und  D  durch 


10^  In  einem  vollständigen  Vier- 
seit  abcd  seien  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Nebenseite  e 
der  Ecken  ab  und  cd  zwei  beliebige 
Gerade  g  und  h  gezogen,  von  wel- 
chen die  erstere  die  Seiten  a  und  d 
in  den  Punkten  J.j,  D^,  die  letztere 
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die  Geraden  04,  d^,  der  letztere  mit 
den  Ecken  B  und  C  durch  \,  c^ 
verbunden  werde.  Es  ist  zu  be- 
weisen, dafs  die  Schnittpunkte  a^b^ 
und  Cidi  auf  einem  Strahl  des  Neben- 
ecks von  ÄD  und  BC  liegen. 

(Mittels  §.  30,  1.  Oder  dadurch, 
dafs  man  zunächst  den  Strahl  EHG 
aufserhalb  der  Ebene  des  Vierecks 
annimmt,  xmd  §.  1,  5  a'  benützt) 

11,  Bewegen  sich  zwei  veränder- 
liche Dreiecke  so,  dafs  die  Ecken 
in  drei  festen  Geraden  hingleiten 
und  zwei  Seiten  sich  um  zwei  feste 
Punkte  drehen,  so  dreht  sich  auch 
die  dritte  Seite  um  einen  festen 
Punkt  der  Verbindungsgeraden  der 
beiden  andern  festen  Punkte. 

12.  Aus  diesen  beiden  Sätzen 

a)  Wenn  zwei  Punktreihen  mit 
einer  dritten  p.  sind,  so  sind  sie 
es  untereinander  und  die  drei  Gentra 
liegen  auf  einer  Geraden. 

b)  Bewegen  sich  die  Ecken  eines 
veränderlichen  n-ecks  in  n  festen 
Geraden,  die  .durch  einen  Punkt 
gehen,  und  drehen  sich  (n  —  1) 
Seiten  desselben  um  ebensoviele 
feste  Punkte,  so  drehen  sich  auch 


die    übrigen 


(n  -  1)  (n  —  2) 


Ver- 


die  Seiten  b  und  c  in  JB,,  C^  schneiden 
möge.  Es  ist  zu  beweisen,  dafs 
die  Verbindungsgeraden  J.j  B^  und 
C^D^  einander  in  einem  Punkt  der 
Nebenseite  der  Ecken  ad  und  bc 
schneiden. 

(Mittels  §.  30,  1.  Oder  dadurch, 
dafs  man  zunächst  annimmt,  ab 
und  cd  seien  zwei  verschiedene 
Ebenen  und  §.  1,  6  a'  benützt.) 

11'.  Bewegen  sich  zwei  veränder- 
liche Dreiseite  so,  dafs  die  Seiten 
sich  um  3  feste  Punkte  drehen  und 
2  Ecken  auf  2  festen  Geraden  hin- 
gleiten, so  gleitet  auch  das  dritte 
Eck  auf  einem  festen  Strahl  des 
Schnittpunkts  der  beiden  anderen 
festen  Geraden  hin. 

soll  gefolgert  werden: 

a')  Wenn  2  Strahlenbüschel  mit 
einem  dritten  p.  sind,  so  sind  sie 
es  untereinander  und  die  drei  Axen 
gehen  durch  einen  Punkt. 

b')  Drehen  sich  die  Seiten  eines 
veränderlichen  «-seits  um  n  feste 
Punkte,  die  in  einer  Geraden  liegen 
und  bewegen  sich  (n  —  1)  Ecken 
derselben  in  ebensoviel  festen  Ge- 
raden, so  gleiten  auch  die  übrigen 


jT"^ Schnittpunkte  der 

Seiten  in  andern  festen  Geraden  hin. 


1  •  2 
bindungsgeraden     der    Ecke     um 
andere  feste  Punkte. 

18.  Wenn  das  Projektionscentrum  und  zwei  perspektivische  Punkte  §.  31. 
(in  einer  Ebene)  gegeben  sind,  wie  findet  man  a)  bei  gegebener  Axe 
die  Fluchtgeraden  oder  b)  bei  einer  gegebenen  Fluchtgeraden  die 
andere  und  die  Axe?  —  Wie  findet  man  noch  zu  einem  Punkt  oder 
einer  Geraden  mittels  der  gegebenen  Stücke  den  perspektivischen 
Punkt  oder  die  perspektivische  Gerade? 

14.  Die  Sätze  §.  30,  1  u.  1'  sollen  für  ebene  Figuren  nach  ver- 
schiedenen Methoden  bewiesen  werden:  a)  mit  Hilfe  metrischer  Be- 
ziehungen (IL  Teil,  §.  22),  b)  mit  Hilfe  einer  Projektion,  för  welche 
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eine  Gerade  der  Figur  Pluchtgerade  ist,  c)  mit  Hilfe  der  Auffassung 
der  Figur  als  Grenzlage  perspektivischer  Figuren  zweier  Ebenen. 

15,    Nach  der  in  §.  31,  5  (S.  84)  angedeuteten  Methode   sind 
folgende  Sätze  zu  beweisen: 

a)  IL  Teil,  §.  19,  4b  und  4'b';  —  b)  IL  Teil,  §.  17,  5,   Zusatz. 
Für  §.  31  und  32,  sowie  für   das  IX.  Kapitel  verweisen  wir 
auf  Text  und  Aufgaben  des  IL  Teils,  V.,  VI.  und  VIL  Kapital. 


Aufgaben  zum  zehnten  Kapitel. 
§.14. 

Sehnen  und  Tangenten  des  Kegelscbnitts. 
§  ^^*  1.  Zu  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  einem  gegebenen  Punkt 

ist  die  Polare  zu  konstruieren. 

2.  Zu  einem  gegebenen  Kegelschnitt  und  einer  gegebenen  Geraden 
ist  der  Pol  zu  bestimmen, 

3.  Zwei  beliebige  (nicht  konjugierte)  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnitts bestimmen  durch  ihre  Grenzpunkte  und  deren  Tangenten  ein 
Sehnen-  und  Tangentenparallelogramra.  Die  Diagonalen  des  letzteren 
sind  konjugierte  Durchmesser  und  zwar  konjugiert  den  Seiten  des 
Sehnenparallelogramms  und  bilden  mit  den  Diagonalen  des  letzteren 
einen  harmonischen  Strahlenbüschel. 

4.  Der  Satz:  „In  einem  Tangentendreiseit  schneiden  einander 
die  Ecktransversalen  nach  den  Berührungspunkten  in  einem  Punkt" 
ist  zu  beweisen:  a)  Durch  Zurtickführung  auf  den  KJreis  und  die  üm- 
kehrung  des  Satzes  von  Ceva.  b)  Durch  Ableitung  aus  dem  Satz 
von  Brianchon.  c)  Durch  die  Projektion  der  Figur,  so  dafs  aj)  ein 
Berührungspunkt  oder  bj  zwei  Berührungspunkte  in  unendliche  Ent- 
fernung fallen. 

6.  Wie  der  vorhergehende  Satz  sei  zu  beweisen:  Die  Seiten  eines 
Sehnendreiecks  geben  mit  den  jeweils  gegenüberliegenden  Seiten  des 
zugehörigen  Tangentendrei  sei  ts  drei  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden. 

6.  Zieht  man  in  den  Grenzpunkten  eines  Durchmessers  und  an 
einen  Grenzpunkt  einer  zugeordneten  Sehne  Tangenten  und  verbindet 
deren  Schnittpunkte  mit  den  Grenzpunkten  des  Durchmessers,  so  fällt 
der  Schnittpunkt  dieser  Verbindungsgeraden  in  die  Mitte  der  Hälfte 
jener  Sehne. 

7.  Zwei  beliebige  Tangenten  bestimmen  mit  zwei  parallelen  Tan- 
genten ein  Vierseit,  von  welchem  der  Schnittpunkt  zweier  Nebenseiten 
auf  den  Durchmesser  fällt,  welcher  den  beiden  Tangenten  zugeordnet  ist. 

8.  Verbindet  man  zwei  Punkte  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts 
mit  den  beiden  Berührungspunkten  zweier  Tangenten  und  verlängert 
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diese  vier  Verbindungsgeraäe  bis  zu  ihren  beiden  weiteren  Schnitt- 
punkten, so  liegen  letztere  auf  einer  Geraden  mit  dem  Schnittpunkt 
der  Tangenten.  Es  soll  dies  bewiesen  werden  a)  mittels  einer  ein- 
facheren projektivischen  Figur,  b)  mittels  bekannter  Sätze  der  Sehnen- 
bezw.  Tangenten-Vierecke  oder  Sechsecke. 

9.  Verbindet  man  die  Berührungspunkte  zweier  Tangenten  mit 
je  einem  weiteren  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  liegen  die  weiteren 
Schnittpunkte  dieser  Verbindungsgeraden  und  der  Tangenten  auf  einer 
Geraden  mit  dem  Schnittpunkt  der  Berührungssehne  und  der  Geraden 
der  beiden  Peripheriepunkte.  Beweis  wie  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe. 

10.  Von  einem  Sehnenviereck,  von  welchem  zwei  Gegenseiten 
ein  Nebeneck  auf  der  Berührungssehne  zweier  Tangenten  (oder  auf 
deren  Verlängerung)  bilden,  bestimmen  zwei  weitere  Gegenseiten  mit 
den  beiden  Tangenten  ein  Vierseit,  von  welchem  zwei  Nebenseiten 
einander  in  jenem  Nebeneck  schneiden. 

11.  Von  einem  Vierseit,  gebildet  aus  zwei  Tangenten  und  zwei 
Sekanten,  die  sich  auf  der  Berührungssehne  der  ersteren  (oder  auf 
deren  Verlängerung)  schneiden ,  bestimmen  die  nicht  durch  diesen 
Schnittpunkt  gehenden  Nebenseiten  in  ihren  eventuellen  Schnittpunkten 
des  Kegel  Schnitts  ein  Sehnen  viereck,  von  dem  ein  Nebeneck  in  jenem 
Schnittpunkt  liegt. 

12.  Die  Aufgabe,  einen  beliebigen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile 
zu  teilen,  welche  durch  Gerade  und  Kreis  allein  nicht  lösbar  ist,  wird 
auf  folgende  Weise  mittels  einer  Hyperbel  gelöst,  deren  Asymptoten 
normal  zu  einander  sind.  Man  trägt  den  Winkel  so  an,  dafs  er  mit 
dem  Asymptotenwinkel  den  Scheitel  und  einen  Schenkel  gemeinsam 
hat;  vom  Schnittpunkt  des  andern  Schenkels  mit  der  Hyperbel  trägt 
man  den  doppelten  Scheitelabstand  dieses  Punktes  als  Sehne  in  die 
Hyperbel  ein.  Die  Gerade  vom  Scheitel  zur  Mitte  dieser  Sehne  teilt 
den  Winkel  im  Verhältnis  1 : 2.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
ist  nachzuweisen.  (Man  beachte,  dafs  die  Sehnenmitte  von  den 
Schnittpunkten  der  Sehne  und  Asymptoten  ebensoweit  entfernt  ist, 
als  vom  Scheitel.) 

§.15. 
BestimmnngrB  von  Punkten  und  Tangenten  der  Kegelschnitte. 
!•  Von   einem  Kegelschnitt  sind  zwei  parallele  Tangenten  und  §.  38. 
deren   Berührungspunkte  gegeben,    aufserdem  a)   ein  Punkt  oder  b) 
eine  Tangente.    £s  sollen  noch  weitere  Punkte  bzw.  Tangenten  kon- 
struiert werden. 

2.  Es  soll  in  ein  Antiparallelogramm  eine  Ellipse  gezeichnet 
werden,  welche  die  drei  Seiten  desselben  berührt  und  zwar  eine  der 
parallelen  in  der  Mitte.     Es  sind  die  anderen  Berührungspunkte  zu 
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konstruieren  und  noch  ein  beliebiger  weiterer  Punkt  oder  eine  Tan- 
gente. 

3.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  4  Punkte  und  die  Tangente  in 
einem  derselben  gegeben.  Es  sollen  die  Tangenten  in  den  anderen 
Punkten  konstruiert  werden. 

4.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  4  Tangenten  und  der  Berührungs- 
punkt von  einer  derselben  gegeben.  Es  sollen  die  Berührungspunkte 
der  andern  Tangenten  bestimmt  werden. 

5.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  4  Tangenten  und  ein  Punkt  der 
(unbekannten)  Berührungssehne  von  zweien  derselben  gegeben.  Es 
sind   die  Berührungspunkte  zu  bestimmen. 

6«  Von  einem  Kegelschnitt  sind  4  Punkte  und  eine  Gerade 
durch  den  (unbekannten)  Schnittpunkt  der  Tangenten  zweier  dieser 
Punkte  gegeben.    Es  sind  diese  Tangenten  zu  konstruieren. 

7.  Von  einem  Kegelschnitt  ist  ein  Tangentenvierseit  und  ein 
Schnittpunkt  einer  Nebenseite  desselben  mit  dem  Kegelschnitt  ge- 
geben. Es  ist  die  Tangente  dieses  Punktes  zu  bestimmen;  femer  die 
Berührungspunkte  des  Tangentenvierseits. 

8.  Von  einem  Kegelschnitt  ist  ein.  Sehnenviereck  und  eine  Tan- 
gente durch  ein  Nebeneck  desselben  gegeben.  Es  ist  der  Berührungs- 
punkt dieser  Tangente  zu  bestimmen;  femer  die  Tangenten  in  den 
Ecken  des  Sehnenvierecks. 

9.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  5  Punkte  gegeben.  Es  ist  der 
zweite  Schnittpunkt  eines  Strahles  durch  einen  dieser  Punkte  zu 
bestimmen. 

10.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  5  Tangenten  gegeben.  Es  ist 
die  zweite  Tangente  eines  Punktes  auf  einer  dieser  Tangenten  zu 
bestimmen. 

11.  Dreht  man  die  Seiten  eines  veränderlichen  Dreiecks  QDS 
(Fig.  97  a)  um  drei  feste  Punkte  G,  A^  E,  während  zwei  Ecken  Q 
und  S  desselben  auf  zwei  festen  Geraden  BÄ  und  £C  hingleiten,  so 
beschreibt  das  dritte  Eck  D  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  den 
Schnittpunkt  B  beider  festen  Geraden  geht. 

12.  Was  wird  aus  dem  Kegelschnitt  des  vorhergehenden  Satzes, 
wenn  die  drei  Drehpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  oder  auch  die 
beiden  Drehpunkte  Ä  und  C  und  der  Schnittpunkt  B  der  beiden 
festen  Geraden? 

13.  Dreht  man  zwei  Gerade  um  zwei  feste  Punkte  so,  dafs  ihr 
Schnittpunkt  auf  einer  Geraden  hingleitet,  so  beschreibt  die  Ver- 
bindui^sgerade  der  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  mit  zwei  festen 
Strahlen  der  Drehpunkte  tangierend  einen  Kegelschnitt,  der  diese 
beiden  festen  Strahlen  berührt     (§.  38,  l'). 

14«    Wird  ein  Sehnenviereck  im  Kegelschnitt  so  bewegt^  dafs  es 
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Sehnenviereck  bleibt  und  dafs  drei  aufeinanderfolgende  Seiten  stets 
durch  drei  bestimmte  Punkte  gehen,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  dreht  sich  auch  die  vierte  Seite  um  einen  Punkt  dieser  Geraden. 
(Wiederholte  Anwendung  des  Satzes  Yon  Pascal  oder  fär  den  Fall, 
dafs  die  Gerade  der  drei  Punkte  den  Kegelschnitt  nicht  schneidet, 
durch  Projektion  als  Kreis,  §.  40,  3). 

15«  Zwei  Kegelschnitte  können  einander  höchstens  in  zwei  Punkten 
berühren. 

16.  Zwei  Kegelschnitte,  welche  einander  in  einem  Punkt  be- 
rühren,  können  einander  höchstens  in  zwei  weiteren  Punkten  schneiden. 

§.  16. 

Penpektinsche  Kegelschnitte. 

1.  Wenn   zwei   Kegelschnitte   einer  Ebene    einander   in    einem  §•  ^^• 
Punkt  berühren  (und  in  zwei  weiteren  Punkten  schneiden),  so  sind 

sie  p,  in  Bezug  auf  den  Berührungspunkt  als  Gentrum  (und  die 
Verbindungsgerade  der  Schnittpunkte  als  Axe). 

2.  Wird  ein  Wihkel,  dessen  Scheitel  auf  einem  Kegelschnitt 
liegt,  um  diesen  Scheitel  gedreht,  ohne  seine  Gröfse  zu  ändern,  so 
bestimmen  die  Schnittpunkte  seiner  Schenkel  mit  dem  Kegelschnitt 
eine  Sehne,  welche  tangierend  einen  zweiten  Kegelschnitt  beschreibt. 
(Man  nehme  noch  einen  den  Kegelschnitt  im  Scheitel  des  Winkels 
berührenden  Kreis  als  p,  entsprechende  Figur  zu  Hilfe.) 

3.  Für  alle  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  in  einem  Punkt 
berühren,  sind  die  Projektionsaxen  beider  p,  Linien  parallel.  (Da  p. 
Sehnen  zweier  solcher  Kreise  parallel  sind,  so  sind  die  Projektionen 
ihrer  unendlich  fernen  Punkte  im  Kegelschnitt  identisch). 

4.  Rückt  von  den  in  den  vorhergehenden  Aufgaben  genannten 
Kreisen  ein  Schnittpunkt  zwischen  Kreis  imd  Kegelschnitt  in  den 
Berührungspunkt  ( —  Krümmungskreis  — ),  so  fallt  ein  weiterer  Schnitt- 
punkt in  denjenigen  Strahl  des  Berührungspunktes,  welcher  der  Pro- 
jektionsaxe  parallel  ist. 

5.  Zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene,  welche  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben  und  beide  je  einerseits  einer  solchen  liegen, 
sind  p.  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  als  Centrum. 

6.  Alle  Parabeln  sind  einander  ähnlich;  sie  liegen  p.  ä.,  wenn 
sie  einander  in  einem  Punkt  berühren  und  ihre  Durchmesser  paral- 
lel sind. 

7.  Der  geometrische  Ort  der  beiden  Grenzpunkte  der  ideellen 
Berührungssehne  der  Punkte  auf  einem  bestimmten  Durchmesser 
eines  Kegelschnitts  ist  ein  zweiter  Kegelschnitt,  welcher  ersteren 
in  den  Grenzpunkten  des  Durchmessers  berührt  (Supplementarkegel- 
schnitt). 
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8.  Wenn  in  einem  Kegelschnitt  ein  Dreieck  so  bewegt  wird, 
dafs  seine  Ecke  stets  auf  dem  Kegelschnitt  bleiben,  während  zwei 
Seiten  desselben  sich  um  zwei  feste  Punkte  drehen,  so  beschreibt 
die  dritte  Seite  tangierend  einen  zweiten  Kegelschnitt,  welcher  mit 
ersterem  p.  liegt  in  Bezug  auf  die  Verbindungsgerade  der  beiden 
Punkte  0.1s  Axe  und  deren  Pol  als  Gentrum. 


9,  Wenn  ein  Punkt  auf  einem 
Kegelschnitt  hingleitet,  während 
er  mit  zwei  festen  Punkten  des- 
selben durch  zwei  Gerade  ver- 
bunden ist,  so  beschreibt  die  Ver- 
bindungsgerade der  Punkte,  in 
welchen  diese  beiden  Geraden  die 
Tangenten  der  festen  Punkte  schnei- 
den, tangierend 

einen  zweiten  Kegelschnitt,  welcher  mit  dem  ersteren  p.  ist  zu  dem 
Schnittpunkt  der  genannten  Tangenten  als  Centrum  und  dessen 
Berührungssehne  als  Axe, 


9'.  Wenn  eine  Gerade  auf  einem 
Kegelschnitt  tangierend  hingleitet, 
während  sie  zwei  feste  Tangenten 
desselben  in  zwei  Punkten  schnei- 
det, so  beschreibt  der  Schnittpunkt 
der  Verbindungsgeraden  dieser 
Punkte  mit  den  Berührungspunkten 
der  festen  Tangenten 


Die  erzeugende  Verbindungs- 
gerade ist  stets  p,  mit  der  Tan- 
gente des  gleitenden  Punktes 


Der  erzeugende  Schnittpimkt 
ist  stets  p,  mit  dem  Berührungs- 
punkt der  gleitenden  Tangente. 


(Projiciert  man  die  Figur  so,  dafs  beide  feste  Punkte  in  unendliche 
Entfernung  fallen,  so  ergeben  sich  p.  ä.  Hyperbeln). 

§.  17. 

Streckenverhfliltmsse  der  Fahrstrahlen. 
41.  1«    Die  Strecjse  zwischen  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts 

wird  durch  die  Tangente  eines  Punktes  und  deren  Normale  in  diesem 
Punkt  harmonisch  geteilt  im  Verhältnis  der  Fahrstrahlen. 

2.  In  einer  Parabel  sind  die  Schnittpunkte  der  Axe  mit  der 
Tangente  eines  Punktes  und  ihrer  Normalen  in  diesem  Punkt  eben- 
soweit von  dem  Brennpunkt  entfernt,  als  der  Punkt  selbst. 

3.  In  einem  Kegelschnitt  liegt  der  mit  einem  Brennpunkt 
symmetrische  Punkt  in  Bezug  auf  eine  Tangente  als  Axe  auf  dem 
Fahrstrahl  von  dem  andern  Brennpunkt  nach  dem  Berührungspunkt. 
Sein  Abstand  von  letzterem  Brennpunkt  ist  gleich  der  Hauptaxe. 

4.  In  einem  Kegelschnitt  ist  der  geometrische  Ort  des  Fufs- 
punktes  der  von  einem  Brennpunkt  auf  die  Tangente  gefällten  Nor- 
male der  Kreis,  welcher  den  Kegelschnitt  in  beiden  Scheiteln  berührt. 
In  der  Parabel  ist  es  die  Scheitel-Tangente. 

6.  Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunkts  des  Kreises,  welcher 
durch  einen  Punkt  geht  und  eine  Gerade  berührt,  ist  eine  Parabel 
(vgl.  I.  Teil,  §.  29,  3). 
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6.  Der  geometriöche  Ort  des  Mittelpunkts  des  Kreises,  welcher 
durch  einen  Punkt  geht  und  einen  Kreis  berührt,  ist  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkte  der  gegebene  Punkt  und  Kreismittelpunkt  sind 
und  dessen  Hauptaxe  der  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist.  In 
welchem  Fall  ist  der  Kegelschnitt  eine  ElHpse,  eine  Hyperbel? 

7.  Von  einem  Kegelschnitt  ist  ein  Brennpunkt,  die  zugehörige 
Leitgerade  und  die  Excentricität  gegeben.  Es  sollen  die  Schnittpunkte 
der  Curve  mit  einer  gegebenen  Geraden  bestimmt  werden  (siehe 
n.  Teil,  §.  13,  2c). 

8.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  desjenigen 
Kreises,  welcher  eine  Gerade  und  einen  Kreis  berührt,  femer  des 
Kreises,   welcher  zwei  Kreise  berührt?  —  Unterscheidung  zwischen 

'  der  Lage  der  Ähnlichkeitspunkte  innerhalb  oder  aufserhalb  der  Kreis- 
fläche, sowie  zwischen  gleichartiger  und  ungleichartiger  Berührung 
durch  den  Kreis. 

§.  18. 

Der  Brennpunkt  als  Centmm  der  Projektion. 
WinkelbeziehuDgen  im  Kegelschnitt. 

1.  Von    einem   Kegelschnitt   ist   gegeben    ein   Brennpunkt   und  §.  41,5 
drei    Punkte   der   Curve.     Es    sollen    die    Axen    derselben    bestimmt 
werden  (mit  Hilfe  eines  p.  Kreises  um  den  Brennpunkt). 

2.  Dieselben  Stücke  sind  zu  bestimmen,  wenn  aufser  dem 
Brennpunkt  drei  Tangenten  gegeben  sind.  (Siehe  L  Teil,  Aufgabe 
§.  15,  I3r.) 

3«  Von  einem  Kegelschnitt  ist  ein  Brennpunkt,  femer  a)  zwei 
Punkte  und  eine  Tangente,  oder  b)  zwei  Tangenten  und  ein  Punkt 
gegeben.  Es  sollen  die  zugehörigen  Tangenten  bezw.  Berührungs- 
punkte bestimmt  werden. 

4«  In  einem  Kegelschnitt  wird  einer  der  Winkel  der  Strahlen 
vom  Brennpunkt  nach  den  Grenzpunkten  einer  Sehne  durch  den 
Strahl  nach  dem  Schnittpunkt  der  zugehörigen  Tangente  halbiert. 
Der  andere  Winkel  beider  erstgenannten  Strahlen  wird  durch  den 
Strahl  nach  dem  Schnittpunkt  der  Sehne  mit  der  Polare  des  Brenn- 
punktes halbiert.  Die  Sehne  selbst  wird  durch  die  Strahlen  hormonisch 
geteilt  im  Verhältnis  der  Fahrstrahlen  nach  den  Grenzpunkten  der 
Sehne.    (Man  beweise  mit  Hilfe  eines  p.  Kreises  um  den  Brennpunkt). 

5.  Gleitet  eine  Tangente  an  einem  Kegelschnitt  hin,  während 
sie  stets  2  feste  Tangenten  schneidet,  so  ist  der  Winkel  der  Halb- 
strahlen vom  Brennpunkt  nach  diesen  Schnittpunkten  konstant,  so 
lange  nicht  ein  Schnittpunkt  in  unendliche  Entfernung  fällt*,  nach 
diesem  Übergang  tritt  an  die  Stelle  des  Winkels  sein  Nebenwinkel, 
bezw.  an  Stelle  des  Halbstrahls  dessen  Gegenstrahl.  Der  Winkel  ist 
hierbei    stets   gleich   dem    spitzen  oder  stumpfen  Winkel  der  Halb- 
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strahlen   vom  Brennpunkt  nach   dem  Berührungspunkt  einer  festen 
Tangente  und  nach  dem  Schnittpunkt  der  festen  Tangenten. 

6.  Bei  der  Parabel  ergänzt  der  Winkel  der  Strahlen  vom  Brennpunkt 
nach  den  Schi^ttpunkten  der  beweglichen  mit  zwei  festen  Tangenten 
den  Winkel  der  letzteren  zu  2Ü.  (Man  benütze  den  Winkel  der 
Fahrstrahlen  nach  dem  Schnittpunkte  der  festen  Tangente  und  der 
unendlich  fernen  Tangente.) 

7.  Beschreibt  man  um  ein  Tangentendreiseit  einer  Parabel  einen 
Kreis  ^  so  geht  derselbe  durch  den  Brennpunkt. 

8.  Von  allen  Parabeln,  welche  von  einem  Dreieck  eine  Seite  und 
die  Verlängerungen  der  beiden  andern  berühren ,  liegen  die  Brenn- 
punkte auf  dem  umbeschriebenen  Ereis. 

9.  In  einer  Hyperbel  liegen  die  Schnittpunkte  einer  Tangente* 
mit  den  Asymptoten  auf  einem  Kreis  mit  den  Brennpunkten. 

10.  Wenn  ein  unveränderlicher  Winkel  so  bewegt  wird,  dafs 
ein  Schenkel  stets  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  während  sein 
Scheitel  auf  der  ursprünglichen  Lage  des  andern  Schenkels  weiter 
gleitet,  so  beschreibt  der  zweite  Schenkel  tangierend  eine  Parabel^ 
von  welcher  der  ursprüngliche  Scheitel  ein  Punkt  ist  und  der  Dreh- 
punkt des  Schenkels  der  Brennpunkt  (Benütze  den  Satz  in  Aufg.  8 
zur  Winkelbestimmung.) 

11.  Die  Strahlen  vom  Brennpunkt  nach  den  Schnittpunkten 
einer  beliebigen  Tangente  mit  den  Scheiteltangenten  eines  Kegel- 
schnitts sind  zu  einander  normal. 

12.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  die  Scheitel  und  eine  Tangente 
gegeben.  Es  sollen  die  Brennpunkte  konstruiert  werden.  (Benutze 
den  vorangehenden  Satz.) 

13.  Es  wird  in  einen  Kegelschnitt  ein  Sehnenviereck  gezeichnet, 
von  welchem  ein  Nebeneck  in  den  Brennpunkt  fällt;  ferner  das  zu- 
gehörige Tangen tenvierseit.  Es  ist  zu  beweisen:  a)  die  Nebenseiten 
des  letzteren,  welche  durch  den  Brennpunkt  gehen,  stehen  auf  ein- 
ander normal;  b)  dieselben  halbieren  die  Winkel  der  durch  den  Brenn- 
punkt gehenden  Seiten  des  Sehnenvierecks;  c)  ebenso  die  Winkel  der 
Strahlen  vom  Brennpunkt  nach  den  anderen  Schnittpunkten  der  Neben- 
seiten des  Tangentenvierseits. 

14.  In  einer  Ellipse  ist  die  halbe  Summe  der  beiden  Winkel, 
unter  welchen  eine  Sehne  von  beiden  Brennpunkten  aus  gesehen 
wird,  gleich  dem  Nebenwinkel  des  Tangentenwinkels. 

15.  In  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  beiden  Winkel  der 
Strahlen  von  den  Brennpunkten  nach  den  Schnittpunkten  einer  be- 
weglichen mit  zwei  festen  Tangenten  konstant,  nämlich  gleich  dem 
Supplement  des  Winkels  der  letzteren. 

16.  Bei  der  Hyperbel  ist  in  beiden  vorangehenden  Sätzen  Diffe- 
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renz  der  Winkel  statt  Summe  zu  setzen.    Wie  ist  es  bei  der  Parabel, 
wie  beim  Kreis? 

17.  Welche  Sätze  ergeben  sich  aus  dem  vorletzten,  wenn  die 
festen  Tangenten  zu  einander  parallel  oder  normal  sind? 

18.  In  einer  Ellipse  beträgt  die  Summe  der  beiden  Winkel,  unter 
welchen  von  beiden  Brennpunkten  aus  ein  Tangentenabschnitt,  ge- 
messen vom  Berührungspunkt  bis  zu  einem  beliebigen  Punkt  der 
Tangente,  gesehen  wird,  vermehrt  um  die  Summe  der  beiden  Winkel, 
unter  welchen  von  letzterem  Punkt  die  beiden  Fahrstrahlen  des  Be- 
rührungspunktes erscheinen,  2R.  (Zum  Beweis  sind  blos  §.  41,  2  b 
und  die  Sätze  von  den  Winkeln  des  Dreiecks  zu  benutzen.) 

19.  Die  Strahlen  vom  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  nach  den 
beiden  Brennpunkten  bilden  mit  den  benachbarten  Tangenten  oder 
mit  der  Halbierenden  des  Tangentenwinkels  gleiche  Winkel. 

•     20.    Wie    ist    der   vorangehende    Satz    für   die   Parabel   abzu- 
ändern? 

21.  Dreht  man  einen  unveränderlichen  Winkel  um  einen  Brenn- 
punkt eines  Kegelschnitts  als  Scheitel,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt 
der  Tangenten,  welche  zur  Sehne  des  Winkels  gehören,  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  ersterem  den  Brennpunkt  und  dessen  Polare  ge- 
meinsam hat,  während  die  Sehne  selbst  tangierend  einen  eben  solchen 
dritten  Kegelschnitt  einhüllt.  Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  und 
der  Berührungspunkt  der  Sehne  liegen  auf  dem  Strahl  des  Brenn- 
punktes, welcher  den  unveränderlichen  Winkel  halbiert. 

22.  Der  geometrische  Ort  des  Schnittpunkts  dier  Radien  zweier 
Kreise  nach  inversen  Punkten  ist  ein  Kegelschnitt  (vgl.  Aufg.  §.  17,  s), 
welcher  mit  jedem  der  Kreise  p.  liegt  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Centrum  und  die  Potenzgerade  als  Axe.  (Die  Winkel- 
halbierende der  Fahrstrahlen  in  einem  Punkt  des  Kegelschnitts  geht 
durch  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  der  beiden  inversen  Punkte.) 
Der  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  wenn  der  Ä.-Punkt  innerhalb  bei- 
der Kreise  liegt,  eine  Hyperbel,  wenn  er  aufserhalb  liegt,  eine  Parabel, 
wenn  er  auf  einem  Kreise  liegt,  d.  h.  wenn  für  den  andern  Kreis 
eine   Gerade    genommen   ist. 


Aufgaben  zum  elften  Kapitel. 
§.  19. 

Jtfetrische  Besdehnngen  derAbscissen  und  Ordinaten  der  Kegelechnitte. 
Bemerkung.     Zu  §.  42  siehe  Tl.  Teil,  §.17  und  Aufg.  §.  9. 
1.    Man    lege    durch    2   Punkte  Ä    und  B   eines  Kegelschnitts  §.  43. 
zwei  Kreise,  welche  mit  dem  Kegelschnitt  noch  je  eine  weitere  gemein- 
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same  Sehne  PL  und  P^Li  haben,  die  die  erste  Sehne  AB  xa  0 
und  Ol  schneiden  mögen.  Was  für  eine  Lage  ergiebt  sich  för  FL 
und     Pi^i     aus     der     für     die     Kreissehne     geltenden     Beziehung: 

PO  OL  '^  ^  "^^(f '  0~l7  ^  Verbindung  mit  der  in  §.  43,  i  (S.124) 
abgeleiteten  Gleichung? 

2.  Es  sind  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel  in  Bezug 
auf  die  Hauptaxen  als  Eoordinatenaxen  aus  §.  41,  2c  abzuleiten, 
ebenso  die  der  Parabel  aus  §.  41,  3  c. 

3.  Das  Produkt  der  Strecken,  welche  eine  beliebige  Tangente 
auf  2  parallelen  Tangenten  abschneidet,  ist  konstant,  gleich  dem  Qua- 
drat der  kleinen  Axe  in  der  Ellipse.  (Mit  Hilfe  der  Angabe  in  der 
Aufg.  §.  14,  7  (S.  182)  nachzuweisen.) 

4.  Aus  dem  vorangehenden  Satze  und  dem  in  Aufg.§.  14,  6  fS.  182) 
soll  die  Gleichung  der  Ellipse  abgeleitet  werden. 

5.  Es  sollen  in  den  Gleichungen:    y  =  +  —  ya^  —  x^^    bezw. 

y  =  +  ~  V^^  —  ^*  ^^^  ^  beliebige  Werte  angenommen  und  daraus 
die  Werte  von  y  bestimmt  werden;  hiernach  soll  die  Gestalt  der 
Kurve  (Ausdehnung  in  Richtung  der  Axe,  Symmetrie  u.  s.  w.)  er- 
mittelt werden. 

6.  Wenn  eine  Ellipse  und  ein  Kreis  einen  gemeinsamen  Durch- 
messer haben,  so  verhält  sich  die  Kreisordinate  irgend  eines  Punktes 
desselben  zu  der  zugehörigen  Ellipsenordinate  wie  der  Durchmesser 
zum  zugeordneten. 

7.  Es  soll  die  Richtigkeit  folgender  Ellipsenkonstruktionen  nach- 
gewiesen werden: 

a)  Man  zeichnet  2  koncentrische  Kreise,  von  welchen  2  zu  ein- 
'  ander  normale  Durchmesser  die  grofse  und  kleine   Axe  der  Ellipse 

darstellen.  Durch  den  Endpunkt  eines  Radius  des  kleineren  Kreises 
zieht  mau  eine  Parallele  zum  Durchmesser  des  gröfseren  und  durch 
den  Endpunkt  des  entsprechenden  Radius  des  gröfseren  Kreises  eine 
Parallele  zum  Durchmesser  des  kleineren.  Der  Schnittpunkt  beider 
Geraden  ist  ein  Punkt  der  Ellipse. 

b)  Bewegt  man  eine  Gerade  mit  drei  bestimmten  Punkten  der- 
selben der  Art,  dafs  zwei  der  Punkte  auf  den  Schenkeln  eines  R  hin- 
gleiten, so  beschreibt  der  dritte  Punkt  eine  Ellipse,  dessen  Axen  die 
Abstünde  des  dritten  Punktes  von  den  beiden  andern  sind. 

c)  Mau  trage  die  grofse  und  kleine  Axe  auf  eine  Gerade  an- 
einander an,  teile  beide  Strecken  in  gleichviele  Teile,  beschreibe  um 
die  kleine  Axe  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  übertrage  die  Ordi- 
naten  der  Teilpunkte  des  Durchmessers  als  Ordinateu  an  die  ent- 
sprechenden Teilpunkte  der  grofsen  Axe. 
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d)  Zu  2  zugeordneten  Halbmessern  MA  und  MC  einer  Ellipse 
erhält  man  weitere  Punkte  auf  folgende  Weise.  Man  beschreibt  um 
M  mit  MA  als  Radius  einen  Kreis  ^  zieht  in  diesem  den  Radius 
MCy^  JL  MA  und  verbindet  0  mit  G^\  zu  irgend  einem  Punkt  Q  auf 
MA  zieht  man  die  Kreisordinate  Qp^  und  QF  \  MC.  Alsdann  wird 
QP  von  einer  Geraden  F^P\CC^  in  einem  Punkt  der  Ellipse  ge- 
schnitten. 

8.  Um  eine  Ellipse  zu  zeichnen,  von  welcher  zwei  zugeordnet^e 
Flalbmesser  MA  und  MC  gegeben  sind,  zeichne  man  das  Parallelo- 
gramm AMCOy  teile  OC  und  CM  in  n  gleiche  Teile,  von  welchen 
die  erstem  von  0  aus,  die  letztern  von  M  aus  numeriert  werden. 
Der  Strahl  von  A  nach  einem  Punkt  von  OC  schneidet  den  von  dem 
anderen  Grenzpunkt  B  des  Durchmessers  AB  nach  dem  gleich  be- 
zeichneten Punkt  von  MC  gezogenen  Strahl  in  einem  Punkt  der 
Ellipse. 

9.  Wie  ist  die  Konstruktion  der  vorangehenden  Aufgabe  zu  än- 
dern, um  eine  Parabel  oder  Hyperbel  zu  erhalten? 

10.  Wenn  von  einem  Kegelschnitt  ein  Durchmesser  AB  und 
eine  zugeordnete  Sehne  CD  gegeben  ist,  so  werden  auf  folgende 
Weise  weitere  Punkte  der  Kurve  gefunden.  Man  ziehe  CS  ||  AB  und 
eine  beliebige  Parallele  zu  AD,  welche  CS  in  M  und  CD  in  iV"  schneide. 
Alsdann  ist  der  Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  .4Jkf  und  BN  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts.  Es  ist  dies  nachzuweisen:  a)  dadurch, 
dafs  für  die  Ordinate  des  betr.  Punktes  und  die  gegebene  Ordinate 
die  in  §.  43,  l  ausgesprochene  Beziehung  abgeleitet  wird,  b)  mittels 
des  Pascal'schen  Satzes,  indem  noch  der  mit  D  diametrale  Punkt  des 
Kegelschnitts  zu  Hilfe  genommen  wird. 


1 L  Die  Strecke  zwischen  dem  Fufspunkt  einer  Ordinate  auf  einem 
Durchmesser   und    dem   Schnittpunkt   der  zugehörigen  Tangente  mit 

Q*  X* 

demselben  (Subtangente)  ist  in  der  Ellipse  =» ,  wenn  a  der 

halbe  Durchmesser,  x  die  Abscisse  des  Punktes  ist.  * 

12.  Es  soll  aus  der  vorangehenden  Angabe  nachgewiesen  werden, 
dafs  die  Tangente  am  Endpunkt  einer  Ellipsenordinate  der  Hauptaxe  und 
die  Tangente  vom  Endpunkt  der  zugehörigen  Ordinate  des  um  die  grofse 
Axe  beschriebenen  Kreises  einander  auf  der  Verlängerung  dieser 
Axe  schneiden.  —  Wie  konstruiert  man  mit  Hilfe  dieses  Kreises  zu 
einem  Ellipsenpunkt  die  Tangente? 

13,  Ist  die  Strecke  von  einem  Punkt  der  Hauptaxe  der  Ellipse 
bis  zum  Mittelpunkt  =  x,  die  von  demselben  Punkt  bis  zum  Schnitt- 
punkt der  Geraden,  welche  im  Endpunkt  der  zugehörigen  Ordinate 
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auf   dessen   Tangente    normal    steht,   «*  n  (Snbnormale),    so    ist 
n  :  a?  =  6* :  a^ 

14.  Die  Kometenbahnen  sind  Ellipsen  mit  sehr  grofser  Excen- 
tricität.  Da  sie  nur  in  der  Nähe  des  einen  Brennpunkts  (der  Sonne) 
beobachtet  werden  können,  so  nimmt  man  ihre  Bahnen  häufig  als 
parabolisch  an.  Welche  Gröfse  der  Scheitelgleichung  der  Ellipse 
(§.  43,  ö)  wird  damit  vernachlässigt? 


15.  Von  einer  Parabel  ist  der  Parameter  p  gegeben.  Es  soll 
für  irgend  eine  Abscisse  x  die  Ordinate  konstruiert  werden.  i 

16.  Von  einer  Parabel  ist  der  Scheitel  S,  die  Axe  g  und  ein 
Punkt  P  gegeben.  Wie  findet  man  den  Parameter,  den  Brennpunkt, 
die  Leitgerade? 

17.  Von  einer  Parabel  sind  zwei  Punkte  und  die  Leitgerade  ge- 
geben.    Man  soll  den  Brennpunkt  finden. 

18»  Von  einer  Parabel  sind  zwei  Punkte  und  die  Axe  gegeben. 
Man  soll  den  Scheitel  konstruieren.  (Für  die  Coordinaten  Xj  y  und 
^ly  Vi  ^o\gt:  a: :  (a?i  —  a:)  =  y*  :  Yy^^  —  y*). 

19.  Zur  graphischen  Lösung  der  Aufgabe:  „zu  einem  gegebenen 
Würfel  einen  solchen  von  doppelter  Gröfse  zu  konstruieren,"  nehme 
man  die  Würfelkante  s  und  das  Doppelte  2  s  derselben  als  Parameter 
zweier  Parabeln,  welche  den  Scheitel  gemeinsam  haben,  während  ihre 
Axen  zu  einander  normal  sind.  In  ersterer  Parabel  ist  dann  die 
Ordinate  des  Schnittpunktes  beider  Parabeln  die  gesuchte  Würfelkante. 

Altar  des  Apollo  zu  Delphi;  Ausspruch  des  Plato. 

20.  In  einer. Parabel  ist  dieSubtangente  (s. Aufg.  11  auf  v.  S.)  gleich 
der  doppelten  Abscisse.     Dies  soll  aus  §.  41,  2  c  abgeleitet  werden. 

21.  In  einer  Parabel  ist  die  Subnormale  (s.  Aufg.  13)  gleich  dem 
halben  Parameter. 

22.  In  einer  Parabel  ist  die  von  der  Axe  begrenzte  Normale 
eines  Punktes  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Parameter 
und  dem  Fahrstrahl. 

28.  In  einer  Parabel  ist  die  Hälfte  der  von  der  Axe  begrenzten 
Tangente  die  mittlere  Proportionale  zu  dem  Parameter  und  der  Abscisse 
des  Berührungspunktes. 

24.  Von  einer  Parabel  ist  die  Axe,  eine  Tangente  und  der  Be- 
rührungspunkt gegeben;  wie  findet  man  den  Brennpunkt  und  den 
Parameter? 

26,  Von  einer  Parabel  ist  die  Axe,  der  Scheitel  und  eine  Tan- 
gente gegeben.     Wie  findet  man  den  Berührungspunkt? 

26.   Von  einer  Parabel  ist  ein  Punkt,  seine  Tangente   und  die 
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Richtung  des  Durchmessers  gegeben,  sowie  die  Gleichung  für  diesen 

Durchmesser  j/-  =  —  •  a;,   wobei   c   und  g  gegebene   Strecken  sind 

(siehe    Anm.  S.  129).     Es    soll   der   Brennpunkt,    der   Scheitel,    die 
Leitgerade  gefunden  werden  (§.  41,  3  b  und  §.  43,  2  Zusatz  b). 


27.  Welche  Art  von  Kurve  ist  durch  die  rechtwinkeligen  Koor- 
dinaten X,  y  der  Gleichung  y*  =  rc*  —  a^  dargestellt? 

28.  In  der  Hyperbel  ist  die  ideelle  Halbaxe  die  mittlere  Pro- 
portionale der  Abschnitte,  in  welche  die  Strecke  zwischen  beiden 
Brennpunkten  durch  einen  Scheitel  geteilt  wird. 

29.  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  der  Fahrstrahl  des  Scheitels 

=  a(l/2  +  l.) 

30.  Von  allen  Hyperbeln  mit  gemeinsamen  Scheiteln  schneiden 
einander  die  Tangenten  der  Schnittpunkte  einer  zur  Axe  normalen 
Geraden  in  einem  Punkt  der  Axe.  (Übereinstimmung  der  Subtangenten). 

31.  In  einer  Hyperbel  ist  die  Hälfte  eines  ideellen  Durchmessers 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  beiden  Abschnitten,  in  welche 
eine  mit  ihm  parallele  Strecke  zwischen  den  Asymptoten  von  einem 
Hyperbelast  geteilt  wird. 

32.  Es  soll  aus  der  vorangehenden  Angabe  gefolgert  werden, 
dafs  mit  wachsender  Ordinate  die  Kurve  sich  der  Asymptote  nähert. 


33.  Ist  r  ein  Fahrstrahl,  a  dessen  Winkel  mit  der  Axenrichtung 
von  dem  Brennpunkt  nach  dem  ihm  zunächst  liegenden  Scheitel,  so 

ist  die  Polargleichung  a)  der  Ellipse      r=  -    , -, 

b)  der  Hyperbel  r  =  :~r—-~^7 
^  •'  ^  1  +  c  cos  a ' 

c)  der  Parabel     r  =  ^,,   ,^ 


2(1+ cos«)       ^^^g,« 


Diese  Gleichungen  sollen  abgeleitet  werden  und  die  Werte  bestimmt, 
welche  sich  für  a  =  0,  a  =  90^,  a  =  180^  u.  s.  w.  ergeben. 

34.  Wie  lauten  die  Polargleichungen,  wenn  der  Pol  statt  in  den 
Brennpunkt  in  den  Mittelpunkt  verlegt  wird? 


36.  In  einer  Parabel  ist  der  Winkel  der  Normalen  zu  zwei  Punkten 

einerseits  der  Axe  halb  so  grofs  als  der  Winkel  der  zugehörigen  Fahrstrahlen. 

36.    Der  Krilmmimgshalbmesser   in   einem  Parabelpunkt   ist   viermal 
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so  grofs,  alff  der  Halbmeser  des  Kreises,  welcher  in  diesem  Punkt  bertüui 
und  durch  den  Brennpunkt  geht 

37.  Im  Scheitel  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  gleich 
dem  halben  Parameter. 

38.  Wenn  man  den  Fahrstrahl  eines  Parabelpunktes  in  der  Richtung 
von  diesem  Punkt  zum  Brennpunkt  um  seine  eigene  Gröfse  yerlftngert 
und  im  Endpunkt  eine  Normale  errichtet,  so  schneidet  diese  Noimale  die 
Normale  des  Parabelpunktes  im  Krümmimgsmittelpunkt. 

39.  In  einer  Ellipse  ist  das  Produkt  der  Normalen  von  den  Brenn- 
punkten auf  eine  Tangente  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Axe. 
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